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Vetores

Uma particula que se move em linha reta pode se deslocar em apenas uma direcdo, sendo o
deslocamento positivo em uma e negativo na outra dire¢cdo. Quando uma particula se move
em trés dimensBes, um namero positivo oi negativo ndo é suficiente para indicar a
orientacdo, tornando-se necessaria a no¢do de vetor.

Um vetor possui modulo e orientacdo, seguindo certas regras de combingdo. O
deslocamento, a velocidade e a aceleracdo sdo exemplos de grandezes fisicas. Entretanto,
nem todas as grandezas fisicas envolvem uma orientagdo. A temperatura, a pressdo, a
energia, a massa, o tempo, por exemplo, ndo apontam em nenhuma direcdo. Essas
grandezas sdo escalares.

A grandeza vetorial mais simples € ,

0 deslocamento, ou a mudanca da /’ﬁ' ?

coordenada de posi¢do. Um vetor P

que representa o deslocamento é b

chamado de vetor deslocamento. Se B /
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uma particula muda de posicio

movendo-se de A para B na figura (a)
abaixo, dizemos que sofre um _ FIG. 31 (a) As trés setas tém
deslocamento de A para B, que é o mesmo modulo e orientagio
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Na figura 3-1a, as setas de A para B, de A’ para B’ e de A’’ para B” tém o mesmo modulo
e a mesma orientacdo; assim, escificam vetores deslocamento iguais e representam a
mesma variacdo de posicdo da particula. Um vetor pode ser deslocado sem queo valor
mude se 0 comprimento, a direcdo e o sentido permanecerem 0S mesmos.

O vetor deslocamento nada nos diz sobre a trajetéria da particula. Na figra 3-1b, por
exemplo, as trés trajetdrias que unem o0s pontos A e B correspondem ao mesmo vetor
deslocamento da figura 3-1a. Um vetor deslocamento representa apenas o resultado final
do movimento, ndo 0 movimento propriamente dito.



Soma Geométrica de Vetores

Suponha que, como no diagrama
vetorial da Fig. 3-2a, uma
particula se desloque de A a B e
depois a C. O deslocamento total
é representado por dois vetores
deslocamento sucessivos, AB e
BC. O deslocamento total € um
unico deslocamento de A para C.
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i O deslocamento
total € a soma dos
velores
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_ FIG.3-2 (a) AC € o vetor soma dos
e vetores AB e BC. (b) Os mesmos
£ vetores com outros nomes.

)

Chamaremos AC de vetor soma (um Vetor resultante) dos vetores AB e BC. Essa soma

ndo € uma soma algébrica comum.

Daqui em diante, um vetor sera representado com uma seta sobre um simbolo em itélico,
por exemplo, a. Para indicar apenas o0 médulo do vetor (uma grandeza positiva, sem
direcdo e sem sentido) usamos o simbolo em italico sem a seta, como a. Vocé pode usar

apenas um simbolo manuscrito.

A relacdo entre os trés vetores da figura 3-2b pode ser representada através da equacéo

vetorial:

Segundo a qual o vetor s

é 0 vetor soma dos vetores &

—
- e

§=a+

e b. O simbolo + na equacéo e a

palavra soma tem um significado diferente no caso de vetores porque, ao contrario do que
acontece na algebra comum, eles envolvem tanto o médulo como a diregéo e 0 sentido da

grandeza.
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FIG. 3-3 A ordem em que os
vetores a e b sdo somados nio afeta
oresultado; veja a Eq. 3-2.

(lei comutativa).



Além disso, quando existem mais de dois vetores podemos agrupa-los em qualquer ordem

para soma-los.

o
x
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(lei associativa).

FIG. 3-4 Osvetores d, b e ¢ podem ser agrupados em qualquer ordem para serem somados;

O vetor -b é um vetor com mesmo médulo e diregdo de b e o sentido oposto. Veja figura

3-5. A soma de dois vetores na figura 3-5 €:
b+(~b)=0

Assim, somar -b é 0 mesmo que subtrair b.
d=a-b= f-i‘i“(—b) (subtracéo de vetores);

Ou seja, calculamos o vetor diferenca d
somando o vetor -b ao vetor a. A figura 3-6
mostra como isso é feito geometricamente.

Como na algebra comum, podemos passar
um termo que inclui um simbolo de vetor de
um lado de uma equacéo vetorial para outro,
mas devemos mudar o sinal. Por exemplo:

_—

d+5=&0u5=&+5

(a)

Observe a posicio
o 7 dos vetores
. =)
\ . para a soma

(b
FIG.3-6 (a) Osvetoresd,be —b.
(b) Para subtrair o vetor b do vetor
d,basta somar o vetor —b ao
vetor a.

Embora tenhamos usado nestes exemplos vetores deslocamento, as regras para somar e
subtrair vetores se aplicam a qualquer tipo de vetor. Entretanto, apenas vetores do mesmo
tipo devem ser somados. Assim, por exemplo, podemos somar dois deslocamentos ou duas
velocidades, mas ndo faz sentido somar um deslocamento e uma velocidade. Na aritmética

dos escalares isso seria como somar 30 se 15 m.



Componentes de Vetores

Uma técnica elegante e simples para somar vetores envolve o uso da algebra, mas requer
gue os vetores sejam representados em um sistema de coordenadas retangulares. Os €ixos X
e y sdo desenhados no plano do papel, como na figura 3-8a. O eixo z é perpendicular ao
papel e vamos ignora-lo por enquanto.

Uma componente de um vetor é a projecdo do vetor em um eixo. Na figura ao lado, a, € a
componente do vetor a em relagéo ao eixo x e a, € a componente do vetor a em relagéo ao
eixo y. Para encontrar a projecdo de um vetor em relacdo ao eixo tragcamos retas
perpendiculares ao eixo a partir da origem e da extremidade do vetor.

Componente x do vetor (ay): é a projecdo de ]
um vetor em relagdo ao eixo X. ! ‘

Componente y do vetor (ay): € a projecédo de
um vetor em relacéo em relagdo ao eixo y.

Decomposicdo de um vetor 6 nome dado ao
processo de obtencdo das componentes do - ®

Vetor. FIG. 3-2 (&) As componentes a, ¢ a,
do vetor a. (b) As componentes ndo
mudam guando o vetor € deslocado,
desde gue o modulo e a orientacéio
sejam mantidos.

(¢) As componentes
correspondem aos catetos de um
triingulo retdngulo cuja hipotenusa
€ o médulo do vetor.

No caso mais geral, um vetor tem trés componentes. Aqui, trataremos vetores em duas
dimensdes. Neste caso, eles terdo apenas duas componentes, sendo a componente z nula.

Na figura, as componentes de asao:

a,=acosf e a,=asenb,

onde 6 é o angulo que o vetor a faz com o semi-eixo X positivo e a € 0 modulo de a.

Se conhecemos um vetor na notacao de componentes (ay e ay) € queremos especifica-lo na
notacdo maddulo-angulo (a e &), podemos usar as equacoes:
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a=.a, +a, ¢ tan@ =

x

No caso mais geral de trés dimensdes, precisamos do modulo e de dois &ngulos (a, 6, ¢) ou
de trés componentes (ax e ay, a,) para especificar um vetor.
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Exemplo m

Um pequeno avido decola de um aeroporto em um dia y
nublado e é avistado mais tarde a 215 km de distancia, em
um curso que faz um angulo de 22° a leste do norte. A que
disténcia a leste e ao norte do aeroporto estd o avido no
momento em que € avistado?

200

Conhecemos o médulo (215 km) e o dngulo

(22° a leste do norte) de um vetor ¢ precisamos determinar
as componentes do vetor.

Distincia (km)
=)
(=1

FIG. 3-10 Um avido decola
Célculos: Desenhamos um sistema de coordenadas xy com ~ de um aeroporto na origem
o sentido positivo de x para leste e o de y para o norte (Fig. © ¢ aVistado mais tarde no

3-10). Por conveniéncia, a origem ¢é colocada no aeroporto. PO £ Sy Phtmis G
O deslocamento d do avido aponta da origem para o ponto
onde o avifo foi avistado. =
Para determinar as componentes de d, usamos a Eq. dy = dsen § = (215 km)(sen 68°)
3-5com §=68° (= 90° — 22°): =199 km = 2,0 X 10% km. (Resposta)
dy = dcos 6 = (215 km)(cos 68°) Assim, o avido foi avistado 81 km a leste e 2,0 x 10° km ao

= 81 km {Resposta) norte do aeroporto.



Algumas informacgdes importantes:

cateto oposto a 7]
sen @ = DD

hipotenusa i

g
- L e 2
Hipotenusa - Cateto
e e opostoa o
hipotenusa _,f\/ | P
~\8 |

cateto adjacente a 8
cos =

cateto opostoz §  CAeto adjacente a

tan @ =

cateto adjacente a 8

FIG. 312 Tri ungdes
trigonomeétricas. Veja também o Apéndice E.

Vetores Unitarios

Vetor unitario € um vetor que tem mddulo igual a 1 e aponta em uma certa direcdo. Um
vetor unitario ndo tem dimensdo, nem unidade. Sua Unica funcdo é especificar uma
orientacdo. Usaremos para 0s vetores unitarios que indicam os sentidos positivos dos eixos

X, y e za nomenclatura i, je k, respectivamente. As setas foram substituidas por », para
indicar que o vetor € unitério.

Os vetores unitarios sdo muito Uteis para especificar outros vetores; por exemplo, 0s
vetores a e b das figuras 3.8 e 3.9 podem ser expressos como:

~

a
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+a,
+b

|->
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N
bi+b,j.
Essas duas equagdes estdo ilustradas na
figura 3-15. As grandezas a, i € a, | sdo
vetores conhecidos como componentes

vetoriais de a. As grandezas ay e a, Sd0 (a)

escalares conhecidos como componentes FIG.315  (4) Componentes
escalares (ou simplesmente, componentes) vetoriais do vetor d. (5)
de a “

Componentes vetoriais do vetor b,



Soma de vetores através de suas componentes

C_onsidere a equacéo abaixo, segundo a qual o vetor F € igual ao vetor (a+b). Isso
S|gn|1‘|ca que cada componente de 7 deve ser igual a componente correspondente de
(a+b):

r.=a,+ b,

fy = il

EEg i,
/TES]E 3 (a) Quais sdo os sinais das componentes x ¥

de d, e d, na figura ao lado? (b) Quais sdo os sinais das |
componentes y de d; e d,? Quais s30 os sinais das com- =

ponentesxeyded, +d,?

Exemplo

A Fig, 3-16a mostra os seguintes vetores:

3= (a2l (A,
b=(-1,6m)i + (29 m)j,
e ¢ =(—-3,7m)]j.

Qual é o vetor soma 7, que também aparece na Fig. 3-16a?

mmemos somar os trés vetores somando

suas componentes, eixo por eixo, e usando as componentes
resultantes para obter o vetor soma 7.

Célculos: No caso do eixo x, somamos as componentes x
de @, b e ¢ para obter a componente x do vetor soma T

"x:ax+bz+cx
=42m-—16m+0=26m.

Analogamente, no caso do €ixo y,

Fp=ay+ b, + ¢,
=-15m+29m—-37m=-23m,

Podemos entdo combinar essas componentes de 7 para es-
crever o vetor em termos dos vetores unitdrios:

F=(2,6m)i— (23 m)j,

onde (2,6 m)i é a componente vetorial de 7 em relagio ao
longo do eixo x, e —(2,3 m)]j é a componente vetorial de 7
em relaciio ao eixo y. A Fig. 3-16b mostra uma forma de
obter o vetor 7 a partir dessas componentes. (Vocé pode
imaginar outra forma?)

Também podemos resolver o problema determinando
o médulo e o dngulo de . De acordo com a Eq. 3-6, 0 mé-
dulo é dado por

(Resposta)

()
FIG. 316 O vetor7 & asoma vetorial dos outros trés vetores.

r=4(26m)* +(-2,3 m)y =35m (Resposta)

e o 4ngulo (medido em relagdo ao semi-eixo x positivo) €

dado por
#=tan™ A, -41°
26

(Resposta)

,0 M

onde o sinal negativo significa que o dngulo deve ser me-
dido no sentido hordrio.



Exemplo Eﬂ

De acordo com as pesquisas, a formiga do
deserto mantém registro de seus movimentos
em um sistema mental de coordenadas.
Quando decide voltar ao formigueiro, soma
seus deslocamentos em relacdo aos eixos dos
sistema para calcular um vetor que aponta
diretamente para o ponto de partida. Como
exemplo desse calculo, considere uma formiga
que executa cinco movimentos ede 6,0 cm cada
um em um sistema de coordenadas Xy, nas
orientagdes mostradas na figura 3-17a, partindo
do formigueiro. No final do quinto movimento,
quais sdo o0 moédulo e o angulo do vetor

descamento total d i € quais sdo os valores

Y Posi¢io final 3

i
dy Formigueiro -

(a)

/—P()sigif) final ¥ Posicio final y

2 G i
3.8 cm ",

x

32 cm i

F i iro -
Formigueiro J CITREIERY /W
(B) ©)

FIG. 3-17 (@) Movimentos de uma formiga do deserto. (b)
Componentes x e y de d,,. (¢) O vetor d_,, indica o caminho de
volta Fara o formigueiro.

correspondentes do vetor retorno d voa que
liga a posicéo final da formiga e a posigédo do
formigueiro?

DEIAS-ChAVE (1) Para encontrar o deslocamento resul-

tante d,, precisamos somar os cinco vetores deslocamento:
dy =d,+d, +d, +d, +d,,

(2) Calculamos esta soma apenas para a componente x,

dlot_,x = dh’ o d2x . d.%x s d:lx = di.rs (3'14)
< dpends para a componente ¥,
oty = thy + dyy, + By % Ga, T sy (3-15)

(3) Obtemos o vetor d,, a partir de suas componentes x e y.

Cileulos: Para resolver a Eq. 3-14, aplicamos a parte cot-
respondente a x da Eq. 3-5 a cada movimento:
dy, = (6,0 cm) cos 0° = +6,0 cm
d,, = (6,0 cm) cos 150° =
ds, = (6,0 cm) cos 180°

—-52cm

—6,0 cm




dqr = (6,0 cm) cos(—120°) = —3,0 cm
ds, = (6,0 cm) cos 90° = 0.

A Eq.3-14nosdd

dml,x = +6-0 cm -+ (_5,2 Cm) G (_6,0 Cm)
+(-3,0cm) + 0
= —§,2 cm.

Analogamente, calculamos as componentes y dos cinco
movimentos usando a parte correspondente a y da Eq. 3-5.
Os resultados aparecem na Tabela 3-1. Substituindo esses
resultados na Eq.3-15, obtemos:

dioy = +3,8 cm.

O vetor c_fm[ e suas componentes x ¢ y aparecem na Fig.
3-17b. Para encontrar o médulo e o dngulo de d, a par-
tir das componentes, usamos a Eq. 3-6. O médulo € dado
por
2 3
dtot = -\||||d == d

tot . x tot, ¥

=(-82cm)’ +(3,8cm)’ =9,0cm,

Para encontrar o dngulo (medido a partir do semi-eixo x
positivo), calculamos o arco tangente:

f=tan™ oy ]
dtnt x

— tan™ [M] = _24.86°
-82cm

A resposta -24,86° parece indicar que o vetor dy €std no quarto quadrante de nosso
sistema de coordendas xy. Entretanto, quando compomos o vetor a partir das componentes

vemos que dyy esta no segundo quadrante. Assim, precisamos “corrigir” a resposta da
calculadora somando 180°:

§ = —24,86° + 180° = 155,14° = 155°.

Assim, o deslocamento d,, da formiga, na notagio mo-
dulo-dngulo, &€ dado por

dior = 9,0 cm a 155°, (Resposta)

O vetor d_ ., que aponta da formiga para o formi-
gueiro, tem o mesmo médulo que 4, e o sentido oposto



(Fig, 3-17c). J4 temos o angulo (~24,86° = ~25°) para 0 Uma formiga do deserto que se afasta mais de 500 m do

sentido oposto a d,,,. Assim,d, ,, € dado por

formigueiro realiza, na verdade, milhares de deslocamen-

tos. Ainda assim, de alguma forma ela € capaz de calcular

dyora = 9,0 cma =25,

Exemplo [EHE Auments sua capacidade

(Resposta)

Aqui estd um problema de soma vetorial que ndo pode ser
resolvido diretamente em uma calculadora. Uma amiga se
afasta de vocé em linha reta (vetor A), muda de direcéo,
caminha novamente em linha reta (vetor B) e péra. Que
distdncia vocé deve caminhar em linha reta (vetor C) para
chegar até ela?
Os trés vetores (que aparecem na Fig, 3-18) estao rela-
cionados pela equagdo
C=A+B (3-16)
O vetor A tem um médulo de 22,0 m e faz um dngulo de
—47,0° (sentido hordrio) com o semi-eixo x positivo. O
vetor B tem um moédulo de 17,0 m e faz um angulo ¢ (no
sentido anti-horério) com o semi-eixo x positivo. Qual € o
modulo de C?

IDEIA-CHAVE 3G podemos responder a pergunta so-

mando vetorialmente A e B em uma calculadora, mesmo
que ela seja capaz de executar uma instru¢do como

[médulo de A £ angulo de A] + [médulo de B £ angulo de B]

porque ndo conhecemos o valor do angulo ¢ de B.
Entretanto, podemos expressar a Eq. 3-16 em termos das
componentes em relagio ao eixo x € ao eixo y.

Caleulos: Escrevendo a Eq. 3-16 em termos das compo-
nentes em relacdo ao ¢ixo x, temos:

C.=A,+ B,

Expressando as componentes x de acordo com a parte re-
ferente a x da Eq. 3-5 e substituindo os valores conhecidos,
obtemos:

Ccos0° = 22,0cos(—47,0°) + 17,0cos . (3-17)

Esta equacio néo é suficiente para resolver o problema, ja
que nfo podemos calcular o valor de C sem conhecer ¢.

. (sem estudar este capitulo).

~—Sua
/ amiga

giceed
A : &

Cyd

b

FIG.3.18 Ovetor C éiguala A + B.

Vamos escrever a Eq. 3-16 em termos das componen-
tes em relagdo ao eixo y:

C,=A,+B,

Expressando as componentes y de acordo com a parte re-
ferente a y da Eq. 3-5 e substituindo os valores conhecidos,
obtemos:

Csen 0° = 22,0sen(—47,0°) + 17,0 sen ¢,
o que nos da
0 = 22,0sen(—47,0°) + 17,0 sen ¢.
Explicitando ¢, obtemos

4 22,0 sen(—47,0°)
17.0
Substituindo este valor na Eqg. 3-17, temos:

¢p=sen =71,17°

C =20,5m. (Resposta)

Observe a técnica usada para resolver o problema: Quando
chegamos a um beco sem saida ao trabalhar com as com-
ponentes x, usamos as componentes y para determinar o
valor de ¢ Em seguida, voltamos a trabalhar com as com-
ponentes x para calcular o valor de C.



Multiplicacéo de Vetores

Existem trés forma de multiplicar vetores, mas nenhuma é igual a algébrica.

Multiplicacdo de um Vetor por um Escalar

Quando multiplicamos um vetor & por um escalar s obtemos outro vetor cujo o0 modulo é o
produto do médulo de a pelo valor absoluto de s, cuja a direcdo € a mesma de & e cujo o
sentido € 0 mesmo de &, se s for positivo, e oposto, se s for negativo. Para dividir & por s,
multiplicamos a por 1/s.

Multiplicacdo de um Vetor por um Vetor

Existem duas formas de multiplicar um vetor por um vetor: uma forma conhecida como
produto escalar, resulta em um escalar; a outra (conhecida como produto vetorial) resulta

num vetor.

O Produto Escalar

O produto escalar dos vetores a e b da figura
ao lado esté escrito como a . b e definido pela
equacao:

b =abcos d,
ou ainda,
a-b = (acos ¢p)(b) = (a)(b cos ¢).

Onde a é o médulo a,bé omoédulode be ¢é
oanguloentre a e b.

Note que o lado direito da equacéo acima
contém apenas escalares. Assim, o produto a .
b representa uma grandeza escalar e € lido
como “a escalar b”.

()

=y
A componente de &
em relacio a
)
aé beos O

o
b

=
mponente de o
em relagio a

Bé acos ¢

(&

FIG. 3-20 (a) Dois vetores,a e b,
formando um angulo ¢. (b) Cada
vetor tem uma componente na
direcio do outro vetor.

g~ Se o dngulo ¢ entre dois vetores ¢ 0°, a componente de um vetor em relagao ao outro
¢ mdxima, o que também acontece com o produto escalar dos vetores. Se o dngulo € 90°,
a componente de um vetor em relagio ao outro € nula, o que também acontece com o

produto escalar.



A propriedade comutativa se aplica ao produto escalar, de modo que:
i-b=b-a
Se dois vetores sdo escritos em termos dos vetores unitarios, o produto assume a forma:

i-b=(al+a]+ak) (bi+bj+bk)

A expressdo acima pode ser ainda expandida de acordo com a propriedade distributiva: calculando os
produtos escalares das componentes vetoriais do primeiro vetor pelas componentes vetoriais do segundo

vetor, obtendo:

E-Eza.b “aqb,+ a.b,

%ESTE 4 Os vetores C e D tém médulos de 3 unidades e 4 unidades, respectivamente.
Qual ¢ o Angulo entre esses velores se C - D é igual (a) a zero, (b) a 12 unidades ¢ (c) a =12

unidades?

Exemplo

Qual é 0 Angulo ¢ entre a = 3,01 —
(Atenciio: Muitos dos célculos a seguir nio sio necessarios
quando se usa uma calculadora, mas vocé aprenderd mais
sobre produtos escalares se, pelo menos no inicio, executar
esses cdlculos.)

O angulo entre as orientagdes dos dois veto-
res aparece na defini¢fio de seu produto escalar (Eq. 3-20):

G-b=abcos é. (3-24)
Célculos: Na Eq. 3-24,a é o mddulo de 4, ou seja,
a=+/3,0% +(-4,0)* =5,00, (3-25)

e bé o médulo de b, ou seja,

= /(-2,0)2 +3,0% =36L. (3-26)

Podemos calcular o lado esquerdo da Eq. 3-24 escrevendo
o0s vetores em termos dos vetores unitdrios e usando a pro-
priedade distributiva:

407 e b=-2,00 +30k?

a-b = (3,01 - 4,0))-(-2,0 +3,0k)
= (3,01) (=2,01) + (3,01) - (3,0k)
+(=4,0]) - (=2,01) + (—4,0))* (3,0k).
Em seguida, aplicamos a Eq. 3-20 a cada termo desta tl-
tima expresgao 0 angulo entre os vetores unitdrios do pri-

meiro termo (i e 1) é de 0°, e nos outros angulos € de 90°.
Assim, temos

i-b=—(60)(1) + (9,0)(0)
= —60.

) +(8.0)(0) — (12)(0)

Substituindo este resultado e os resultados das Eqgs. 3-25 ¢
3-26 na Eq. 3-24, obtemos:

~6,0 = (5.00)(3,61) cos ¢,
6,0

o -1
§ = cos (5,00)(3,61)

Y 110°,

e portanto

(Resposta)



O Produto Vetorial

— A4 - =

O produto vetorial de a e b é escrito como a x b (I&-se “a vetor b”), e resulta em um
terceiro vetor ¢ cujo médulo é

c = absen ¢,

Onde ¢ ¢é o menor dos dois angulos entre @ e b .

P Scae b sio paralelos ou antiparalelos, @ X b = 0.0 médulo de 4 X b, que pode ser es-
crito como 1@ X b, é maximo quando @ € b sdo mutuamente perpendiculares um ac outro.

. ~ ~ . il
A direcdo de C é perpendicular ao
plano definido por & e b. A Figura
3-21a mostra como  podemos f=dax
determinar o sentido de C=a x b -
usando a regra da mio direita. sk
Superponha as origens de & e b sem \E,\J
mudar suas orientacdes e imagine -
uma reta perpendicular ao plano {a)
definido pelos dois vetores, passando .
pela origem comum. Envolva essa .
: X . e FIG.3-21 llustracdo daregrada
linha com a méo dlr@lta_’de mOd-O que { mao direita para produtos vetoriais.
seus dedos empurrem @ em direcdo b, * (a) Empurre o vetor 4 na diregdo
— n do vetor b com os dados da mdo
a b ao longo do menor éngulo entre - {ES direita. O polegar estendido mostra
os vetores. O polegar estendido . 8. 91ieNtacho do vetar c=a x B, (6) O
) N ; vetor b Xd tem o sentido oposto ao
aponta no sentido de C . W dedxb.

(&)
No caso do produto vetorial, a ordem dos vetores € importante. Na figura 3-21b, estamos

determinando o sentido de C'=DbX&, de modo que os dedos da m&o direita empurram b na
direcdo de & ao longo do menor angulo. O polegar neste caso aponta no sentido contrario
ao da figura 3-21a, de modo que C'=-C", ou seja,

bxd = —(Eixf;).

Assim, observa-se que a propriedade comutativa ndo se aplica ao produto vetorial. O produto vetorial
pode ser, ainda, escrito em termos dos vetores unitarios da seguinte forma:

axb=(ai+ a,j+a;k) x (b,i+ b,j+ b,k),



podendo ser expandido seguindo as regras, como por exemplo:

aixbi=ab(ixi)=0,

<> 0s vetores unitarios i e i sdo paralelos.

Analogamente,

a,i x byi = axby(i el = axb}.ﬁ.

= moédulo de i x j =1, e 0 angulo entre eles é 90°.

Usando a regra da méo direita, vemos que o sentido de i x j é o sentido do semi-eixo z positivo, ou seja, 0

sentido de K . E finalmente chegamos a:

axb = (ab, — ba)i+ (ab,— b,a)j+ (ab,— ba)k.

\/:ESTE 5 Qs vetores C e D tém médulos de 3 unidades e 4 unidadesq, rcs_Pectivamente.
Qual & o éngulo entre esses vetores se 0 mdédulo do produto vetorial C x D ¢ igual a (a)

zero e (b) 12 unidades?

Exemplo B

Na Fig. 3-22, o vetor a estd no plano xy, tem médulo igual
a 18 unidades e uma orientagdo que faz um dngulo de 250°
com o semi-eixo x positivo. O vetor b tem maddulo de 12
unidades e estd orientado ao longo do semi-eixo z positivo.
Qual € o produto vetorial ¢ = a x b?

IDEIA-CHAVE

Quando conhecemos dois vetores na no-
tagdo mddulo-angulo podemos calcular o médulo do pro-
duto vetorial usando a Eq. 3-27 e a orientacao do produto
vetorial usando a regra da méo direita da Fig. 3-21.

Calculos: O médulo do produto vetorial € dado por
c=absen ¢=(18)(12)(sen 90°) =216. (Resposta)

Para determinar a orientagao do produto vetorial na Fig.
3-22, coloque os dedos da mdo direita em torno de uma
reta perpendicular ao plano de a ¢ b (a reta na qual se

e

FIG.3-22 O vetor
¢ (no plano xy) € 0
produto vetorial dos
vetores a e b.

x 5

encontra o vetor ¢) de modo que seus dedos empurrem
0 vetor a na diregdo de b; seu polegar estendido fornece
a orientacdo de c. Assim, como mostra a figura, ¢ estd no
plano xy. Como a direcdo de ¢ é perpendicular a direcéo
de 4,0 vetor faz um angulo de

250° = 90° = 160°

COM O $emi-eixo x positivo,

(Resposta)



~ REVISAOE RESUMO

mero com uma unidade (10°C, por exemplo) e obedecem as re-
gras da aritmética e da dlgebra comum. As grandezas vetoriais,

Escalares e Vetores Grandezas escalares, como a tempe-
ratura, possuem apenas um valor. S&o especificadas por um na-

como o deslocamento, possuem um mdédulo e uma orientagio
{5 m para cima, por exemplo), e obedecem as regras da dlgebra
vetorial.

Soma Geométrica de Vetores Dois vetores i e b podem
ser somados geometricamente desenhando-os na mesma escala
< posicionando-os com a extremidade de um na origem do outro.
O vetor que liga a origem do primeiro 4 extremidade do segundo
< 0 vetor soma, §. Para subtrair b de a invertemos o sentido de b
para obter —b e somamos —b a 4. A soma vetorial é comutativa
< associativa.

I’Componentes de um Vetor As componentes (escalares)
{2, ¢ g, de um vetor bidimensional @ em relagdo ao eixos de um
| sistema de coordenadas xy sdo obtidas tracando retas perpendi-
| culares aos eixos a partir da origem e da extremidade de @. As
| componentes sdo dadas por

ay=acosfe a,=asen 6, (3-5)

{onde 8 ¢ o angulo entre @ e o semi-eixo x positivo. O sinal al-
| zebrico de uma componente indica seu sentido em relacdo ac
|zixo correspondente. Dadas as componentes, podemos encon-
{frar o modulo e a orientagdo de um vetor a através das equa-
|coes
(=, % a,
a=.a, +a; e tanf :—a—‘m (3-6)

X
Notacdo com Vetores Unitarios Os vetores unitdrios 1,
] ¢ k tém médulo unitdrio e sentido igual ao sentido positivo dos
IXOS X, y € g, respectivamente, em um sistema de coordenadas

dextrogiro. Podemos expressar um vetor 4 em termos de vetores
unitirios como
a=al+a)j+ak, (3-7)

onde a,i a,] ¢ a.,k sdo as componentes vetoriais de ¢ a,, a,eaz
530 as componentes escalares.

Soma de Vetores na Forma de Componentes Para so-
mar vetores na forma de componentes, usamos as regras

rh=a.tb r,=a+b, r,=a,+b, (3-11a3-13)

onde a e b sio os vetores a serem somados e 7 € o vetor soma,

Produto de um Escalar por um Vetor O produto de um
escalar s por um vetor v é um vetor de modulo sv com a mesma
orientagdo de v se s € positivo e com a orientacdo oposta se s é
negativo. Para dividir v por s, multiplicamos ¥ por 1/s.

O Produto Escalar O produto escalar de dois vetores @ ¢ b é
representado por a+ b ¢ € igual a grandeza escalar dada por

d+b = abcos ¢, (3-20)

onde ¢ € o menor dos dngulos entre as diregdes de @ e b.O pro-
duto escalar € o produto do médulo de um dos vetores pela com-
ponente escalar do outro em relacfio ao primeiro. Em termos dos
vetores unitdrios,

d-b=(ai+a]+ak) (bi+b]+bk), (3-22)

que pode ser expandida de acordo com a lei distributi-
va.Notequea-b = b-d.

O Produto Vetorial O produto vetorial de dois vetores a ¢ b,
representado por @ X b,é um vetor ¢ cujo médulo ¢ é dado por

¢ =ab sen ¢, (3-27)

onde ¢ é o menor dos dngulos entre as direcdes de @ e b,
A orientagao de ¢ € perpendicular ao plano definido por a e b, e
€ dada pela regra da mio direita, como mostra a Fig. 3-21. Note
que @ X b = —(b X d). Em termos dos vetores unitarios,

ixb=(aj +aj + ak) x(bi +b + bk), (3-29)

que pode ser expandida de acordo com a lei distributiva.



Exemplo ;' :

Sed =31-4jeb=—2]+3k determine ¢ = d@ X b?"

tameheital Quando dois vetores estdo exXpressos em

termos dos vetores unitdrios, podemos determinar o pro-
duto vetorial usando a lei distributiva.

Calculos: Temos:
¢ = (31— 4)) X (=21 +3k)
=31 X (=21) + 31 X 3k + (—4)) X (-21)
+ (—4]) X 3k.

Podemos calcular os valores dos diferentes termos usando a

Eq.3-27 e determinando a orienta¢do dos vetores com o au-

xilio da regra da mao direita. No primeiro termo, o dngulo ¢

entre os dois vetores envolvidos no produto vetorial € (; nos
outros trés termos, ¢ = 90°. O resultado € o seguinte:

¢ = —6(0) +9(—)) + 8(—k) — 121

= —12i — 9] — 8k. (Resposta)

O vetor ¢ ¢ perpendicular a d e b, o que pode ser demons-
trado observando que ¢+a = 0e ¢+ b = 0, ou seja, ndo exis-
tem componentes de ¢ emrelagioa a e b.

~ PROBLEMAS

1 A componente x do vetor A é —250m e a componente y é

+40,0 m. (a) Qual é 0 médulo de A? (b) Qual € o dngulo entre a
orientagiio de A e o semi-eixo x positivo?

»3  Quais sdo (a) a componente x e (b) a componente y de um
vetor a do plano xy que faz um dngulo de 250° no sentido anti-
horério como o semi-¢ixo x positivo e tem um maédulo de 7,3 m?
207 Ag dimensdes de uma sala sdo 3,00 m (altura) x 3,70 m x
4,30 m. Uma mosca parte de um canto da sala e val pousar em
um canto diagonalmente oposto. (a) Qual é o médulo do desloca-
mento da mosca? (b) A distancia percorrida pode ser menor que
este valor? (c) Pode ser maior? (d) Pode ser igual? () Escolha
um sistema de coordenadas apropriado e expresse as componen-
tes do vetor deslocamento em termos de vetores unitérios. (f) Se
a mosca caminhar, em vez de voar, qual o comprimento do ca-
minho mais curto para o outro canto? (Sugestdo: O problema
pode ser resolvido sem fazer calculos complicados. A sala € como
uma caixa; desdobre as paredes para representd-las em um tinico
plano antes de procurar uma solugio).

*9 (a) Determine a goma a + EJ, em termos de vetores unitd-
rios, para 4 = (4,0 m)i + (3,0 m)j e b = (—-13,0m}i + (7.0 m)j.
Determine (b) o médulo e (c) o sentidode a + b,

*11 Uma pessoa deseja chegar a um ponto que estd a 3,40 km
de sua localizacdo atual, em uma direcdo 35,0° ao norte do leste.
As ruas por onde pode passar sdo todas na dire¢io norte-sul ou
na diregdo leste-oeste. Qual é a menor distincia que a pessoa pre-
cisa percorrer para chegar ao destino?
*13  Dois vetores sdo dados por

@ =(40m)i— (3.0m)j + (LOm)k
e b=(-10m)i+ (1,0m)j + (4,0m)k.

Em termos de vetores unitdrios, determine (a) a + b, (b)

a — b e (c) um terceiro vetor, ¢, talque @ — b + ¢ = 0.

=17 Os vetores @ e b na Fig.
3-30 t&m mddulos iguais a 10,0 m R,
e os dngulos sfio 8 = 30°e & = N7
105°. Determine as componentes
(a) x e (b) v da soma vetorial »
dos dois vetores, (¢) o médulo de
r e (d) o dngulo que 7 faz com o
semi-eixo x positivo.

e 5
FIG. 3-30 Problema 17.
023 O odsis B estd 25 km a leste do odsis A. Partindo do odsis

A, um camelo percorre 24 km em uma diregao 157 ao sul do leste

e 8,0 km para o norte. A que distincia o camelo estd do odsis B?

+25 Se B ésomadoa C = 3,0? + 4,05, o resultado € um vetor
no sentido do semi-¢ixo y positivo, com um moédulo igual ao de C.
Qual é o médulo de B?
2s41 O vetor A tem médulo igual a 6,00 unidades, o vetor B
tem médulo igual a 7,00 unidades e A - B = 14,0. Qual ¢ o dngulo
entre Ae B?
#e43 Os trés vetores na Fig. <
3-35 tém mddulos 2 = 3,00 m, \
b=400mec=10,0m; 8= 30,0
Determine (a) a componente x ¢ (b)
a componente y de d;(c) a compo-
nente x ¢ (d) a componente y de b
; (e) a componente x e (f) a compo-
nente yde ¢.Se ¢ = pa + gb, quais
sdoos valores de (g) p e (h) g?
©039 Use a defini¢io de produto escalar, a - b = ab cos 6,¢ o fato

¥

=

o

=
[}

FIG.3-35 Problema 43.

dequea - b=a,b, +ab,+a.b,paracalcular o dngulo entre os dois
vetores dadospor @ =3,0i + 3,0j +3,0ke b=2,0i + 1 ,Oj + 3,0k,

#37 DPara os vetores da Fig. y A
334, coma=4b=3ec=3, L
determine (a) o mddulo e (b) Ly v iz
a orientagio de @ x b, (c) 0 mé- P il i
duloe (d) a orientagdode @ X ¢ R i ]—

e S

e (e) o mddulo e (f) orientagdo
de b X ¢.(Embora exista, 0 eixo

=)

FIG. 3-34 Problemas 37 e 50.

'z néo é mostrado na figura.)



