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Capitulo 1

Introducao

O Calculo Numérico tem por objetivo estudar esquemas numéricos (algoritmos numéricos)
para resolucao de problemas que podem ser representados por um modelo matematico. Um
esquema € eficiente quando este apresenta solugoes dentro de uma precisao desejada com
custo computacional (tempo de execugdo + memdria) baixo. Os esquemas numéricos nos
fornecem aproximagoes para o que seria a solucao exata do problema. Os erros cometidos
nesta aproximacao sao decorrentes da discretizacao do problema, ou seja passar do modelo
matematico para o esquema numérico, e da forma como as maquinas representam os dados
numeéricos.

Como exemplo de discretizacao consideremos que desejamos calcular uma aproximagao
para a derivada de uma fungao f(x) num ponto Z. O modelo matemético é dado por

f/(i’) — lim f(:E + h) B f(j)

h—0 h

Um esquema numérico para aproximar a derivada é dado por tomar h “pequeno” e calcular

PR CART ()
Neste caso quanto menor for o valor de h mais preciso sera o resultado, mas em geral, este
esquema nao fornecera a solucao exata.

A representagdo de ntiimeros em méquinas digitais (calculadoras, computadores, etc) é
feita na forma de ponto flutuante com um ntmero finito de digito. Logo os ntimeros que
tem representacdo infinita (Ex. 1/3,7,+/2) sdo representados de forma truncada. Com isto
algumas das propriedades da aritmética real nao valem na aritmética computacional. Como
exemplo, na aritmética computacional temos

IE T DI

onde estamos considerando que no primeiro somatério para cada k fazemos ay/N e depois
somamos e no segundo somatorio somamos todos os ay e o resultado da soma dividimos por
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N. Do ponto de vista analitico, as duas expressoes sao equivalentes, mas a segunda forma
apresenta melhor resultado do ponto de vista computacional, pois realiza menos operacoes
e comete menos erro de truncamento. Outro exemplo interessante é que em aritmética
computacional é possivel que para um dado A exista um ¢ # 0 tal que

A+e= A

Analiticamente a expressao acima é verdadeira se e somente se £ = 0.
Outro fator que pode influenciar no resultado é o tipo de maquina em que estamos
trabalhando. Numa calculadora simples que represente os niimeros com 7 digito teriamos

1/3+1/341/3 =0.9999999

Enquanto que calculadoras mais avancadas teriamos como resposta um falso 1, pois na
realidade, internamente estas calculadoras trabalham com mais digito do que é apresentado
no visor e antes do resultado ser apresentado este é arredondado.

Os esquemas numéricos sao classificados como esquemas diretos e esquemas iterativos.
Os esquemas diretos sao aqueles que fornecem a solugao apés um nimero finito de passos.
Por exemplo o esquema que apresentamos para o calculo da derivada. Os esquemas iterativos
sao aqueles que repetem um nimero de passos até que um critério de parada seja satisfeito.
Como exemplo considere o algoritmo que é usado para determinar a precisao de uma méaquina
digital

Algoritmo: Epsilon da Maquina
Ep—1

Enquanto (14 Ep) > 1, faga:
Ep — Ep/2

fim enquanto
OutPut: 2Ep

O critério de parada é (1 + Ep) < 1 e cada execugao do laco Enquanto ¢é chamado de
iteracao. Maquinas diferentes apresentarao resultados diferentes.

Um outro fator que pode influenciar nos resultados é a linguagem de programagao
usada na implementacao dos algoritmos (Pascal, Fortran, C++-, MatlLab , etc). Diferentes
linguagens podem apresentar diferentes resultados. E mesmo quando usamos uma mesma
linguagem, mas compiladores diferentes (Ex. C++ da Borland e C++ da Microsoft), os
resultados podem apresentar diferencas. Existem varias bibliotecas de rotinas numéricas em
diversas linguagens e algumas disponiveis na Internet. Um exemplo é a LIMPACK: uma
colecao de rotinas em Fortran para solucao de sistemas lineares.

Para exemplificar os esquemas numéricos, que estudaremos nos proximos capitulo, usa-
remos o MatLab pela sua facilidade de programacao. Todo o material desta apostila é
baseado nas referencias: [?] e [?].
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1.1 O MatLab

O MatLab surgiu nos anos 1970 como um Laboratorio de Matrizes para auxiliar os cursos
de Teoria Matricial, Algebra Linear e Analise Numérica. Hoje, a capacidade do MatLab
se estende muito além da manipulacao de matrizes. Ele é tanto um ambiente quanto uma
linguagem de programacao, e um de seus aspectos mais poderosos é que os problemas e as
solugoes sao expressos numa linguagem matematica bem familiar. Devido a sua capacidade
de fazer calculos, visualizacao grafica e programacao, num ambiente de facil uso, o MatlLab
torna-se uma ferramenta eficiente para a compreensao tanto de topicos fundamentais quanto
avancados a uma gama de disciplinas. Nosso objetivo é dar uma rapida visao dos comandos
e funcoes basicas do MatLab para exemplificar os topicos do curso de Célculo Numérico.
Maiores detalhes podem ser obtidos em ?77.

Apesar das ultimas versées do MatLab ter expandido sua capacidade, o elemento basico
dos dados ainda ¢ um vetor, o qual nao requer declaragao de dimensao ou tipo de varidvel.
O MatLab é um sistema interativo, onde os comandos podem ser executados na janela de
comandos ou por programas. Estes programas sao conhecidos como m-arquivos ( ou arquivos
com extensao .m) e serao discutidos posteriormente. Em primeiro lugar vamos discutir alguns
comandos bésicos que serao tutil para a manipulagao de dados na janela de comandos e nos
m-arquivos.

1.1.1 Calculo na Janela de Comandos

Um célculo simples pode ser executado na janela de comandos digitando as instrugoes no
prompt como vocé faria numa calculadora. Por exemplo

EDU>> 3%4 +5
ans =

17

o resultado é mostrado na tela como ans ( abreviatura de “answer”). Os simbolos dos ope-
radores aritméticos sao dados na Tabela 1.1. As expressoes sao calculadas da esquerda para
a direita, com a potenciacao tendo a maior precedeéncia, seguido da multiplicacao e divisao
(mesma precedéncia) e pela adigao e subtracao (também com mesma precedéncia).

As Variaveis
A forma de armazenar o resultado para uso posterior é pelo uso de variaveis.

EDU>> s=3+4+7+12

26
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Tabela 1.1: Operadores Aritméticos

Operagao Simbolo
Adigao a+b
Multiplicagao ax*xb
Subtracao a—2b
Divisao a/bou b\a
Potenciacao a”b

O nome da variavel pode consistir de no maximo 31 caracteres, iniciando sempre por um
caracter alfa seguido de qualquer combinagao de caracteres do tipo alfa , numérico e unders-
cores. Ex. resultado_da_soma_2. Ao contrario de outras linguagens, o MatLab diferencia
as variaveis que usam letras mintusculas e maiusculas. Isto é as variaveis Contas, contas,
conTas e CoNtAs, sao consideradas como quatro variaveis diferentes. Todas as variaveis
sao armazenadas internamente e podem ser usadas a qualquer momento. Para saber quais as
variaveis que estao ativas utilizamos o comando who. Para eliminar a variavel conta, usa-
mos o comando clear conta. As variaveis sao tratadas como matrizes, apesar dos escalares
nao serem apresentados na notacao matricial. Um vetor linha pode ser definido como

EDU>> x=[1 2 3 4]

1 2 3 4

Também podemos separar os elementos por virgula. Ja um vetor coluna pode ser definido
da seguinte forma

EDU>> y=[5; 6; 7; 8]

y’:

~N O O

8
Um exemplo de uma matriz 3 x 4.

EDU>> a=[1234; 567 8; 9 10 11 12]
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Os elementos na i-ésima linha e na j-ésima coluna, denotados por a,;; podem ser obtidos pelo
comando a(i,j), por exemplo a(2,3)=7. Note que os elementos no MatLab sao indexados
iniciando em 1. Em algumas situacoes necessitamos de vetores com alguma estrutura parti-
cular. Por exemplo, um vetor cujo o primeiro termo vale —2 e o ultimo vale 3 e os termos
intermediarios variam um passo de 0.5. Este vetor pode ser definido pela linha de comando

EDU>> v=-2:0.5:3

Columns 1 through 7
-2.0000 -1.5000 -1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000
Columns 8 through 11

1.5000 2.0000 2.5000 3.0000

De uma forma geral este comando tem a sintaxe v=a:passo:b. Quando o passo ¢é igual a
um podemos escrever o comando na forma reduzida v=a:b. Algumas matrizes elementares
podem ser geradas através de comandos simples, por exemplo:

A matriz identidade:

EDU>>I=eye(3)

I =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Matriz n x m formada por 1’s:

EDU>> A=ones(2,3)

1 1 1
1 1 1

Matriz Nula de ordem n x m:

EDU>> B=zeros(3,4)

B =

o
o
o
o
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Operacoes com Matrizes e Vetores

As operacoes de subtracao,adicao e multiplicacao entre matrizes sao definidas como o
usual. O simbolo da divisao representa o calculo da multiplicacao pela inversa da matriz,
por exemplo

EDU>> A=[1 2 1;3 2 4;5 3 2];

EDU>> A/A

ans =
1 0 0
0 1 0
0 0 1

Note que neste exemplo terminamos o comando que define a matriz A com um ponto e
virgula. Isto faz com que o resultado do comando (ou de uma expressao em geral) nao seja
apresentado no monitor. Isto é 1util para programas de grande porte, pois este processo
de apresentar os resultados no monitor consome muito tempo de execucao. Entre vetores e
matrizes de mesma dimensao é possivel operar elemento com elemento. Isto é possivel através
de uma notagao especial, que consiste de usar um ponto antes do simbolo da operacao. Na
Tabela 1.2 damos um resumo destas operacoes aplicada a dois vetores a e b de dimensao n.

Tabela 1.2: Operacoes Elementares entre Vetores

Operagao Simbolo Resultado
Adicao a+b [a1 + b1, as + by, ag + bs, ..., a, + by
Subtracao a-b [a; — by, a3 — by, a3 — bs, ..., a, — by
Multiplicacao a.*b [ay * by, ag * by, az *x bs, ..., a, * by
Divisao a./b [a1 /b1, as/ba, az/bs, ..., a4, /by
Potenciacao a’”b [a1®, as%, a3, . .. a,"]

Como na maioria das linguagens de programacao, o MatLab oferece diversas funcoes
elementares que sao importantes em matematica. A Tabela 1.3 apresenta uma lista destas
fungoes e sua sintaxe.

Graficos

Para plotar um grafico no MatLab , devemos criar dois vetores de mesma dimensao x
e f, onde z corresponde aos valores do eixo x e f os valores da funcao nestes pontos. O
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Tabela 1.3: Fungoes Elementares

Funcao Sintaxe
Valor Absoluto abs(x)
Arco Co-seno acos(x)
Arco Seno asin(x)
Co-seno cos(x)
Exponencial e” exp(x)

Logaritmo Natural | log(x)
Logaritmo base 10 | logl0(x)

Seno sin(x)
Raiz Quadrada sqrt(x)
Tangente tan(x)

grafico é gerado pelo comando plot(x,f). Se desejamos gerar o grafico da fungao sen(z) no
intervalo [—m, 7] devemos proceder da seguinte forma:

EDU>> x=-pi:0.01:pi;
EDU>> f=sin(x);
EDU>> plot(x,f)

Note, que na definicao do vetor x, usamos o passo igual a 0.01. Isto determina a quantidade
de pontos que o comando plot usa par gerar o grafico. Quanto mais pontos mais perfeito
serd o grafico (em contra partida maior o tempo de execucao). se tivéssemos usado o passo
0.5 nao teriamos um gréafico de boa qualidade.

1.1.2 M-arquivos

Existem dois tipos de programas em MatlLab : scripts e funtions. Ambos devem ser sal-
vos com extensao .m no diretorio corrente. Uma diferenca bésica entre os dois é que os
scripts trata as variaveis, nele definidas, como varidaveis globais, enquanto as functions trata
as variaveis como variaveis locais. Desta forma a functions tem que ter um valor de retorno.

Scripts

Os scripts permite que um conjunto de comandos e defini¢oes sejam executados através
de um tnico comando na janela de comandos. Como exemplo, o script seguinte calcula a
aproximacao da derivada de sen(x) usando diferengas finitas.

% Aproximacao da derivada do seno
% Usando o operardor de diferen\c{c}a finita progressiva.
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clear;

h=0.0001;

x=input (’Entre com o valor de, x=’); % Atribui Valores a x
disp(’0 valor da aproximacao eh...’) % Mostra mensagem no monitor

dsen=(sin(x+h)-sin(x))/h

As primeiras duas linha sao comentarios que descrevem o script. Na quinta linha temos
o comando que permite atribuir valores a uma varidavel. E na sexta linha o comando que
permite mostrar uma mensagem no monitor. Vamos supor que este arquivo seja salvo com o
nome de devira_seno.m. Para executar o script digitamos seu nome no prompt do MatLab

Functions

Numa fun¢ao em MatLab a primeira linha é da forma function y=nome(argumentos).
A funcao se troca informacoes com o MatLab workspace por intermédio da varidvel y e dos
argumentos. Para ilustrar o uso de fungoes em MatLab considere o seguinte cédigo

function dsen=deriva_seno(x,h)

% Aproximacao da derivada do seno

% Usando o operardor de diferen\c{cl}a finita progressiva.
dsen=(sin(x+h)-sin(x))/h;

Apesar deste arquivo poder ser salvo com um nome qualquer, é usual usar o mesmo nome
da funcao, ou seja, deriva_seno.m. Para executa-lo devemos digitar seu nome e informar
os valores dos argumentos, por exemplo,

EDU>>y= deriva_seno(3.14,0.001)

o que forneceria em y uma aproximacao da derivada da funcao seno em 3.14 Uma diferenca
importante entre esta versao, usando function, com a anterior é que o valor calculado pode
ser atribuido a uma variavel. Além disso, agora podemos escolher o valor de h, que na versao
anterior estava fixo em h=0.0001. Vale notar que no primeiro caso todas as variaveis do
scrips estao ativas, isto é sao variaveis globais. Enquanto que no segundo ca so as variaveis
sao locais, isto é, a variavel h s6 é ativa na execucao da funcao

Controle de Fluxo

O controle de fluxo é um recurso que permite que resultados anteriores influenciem
operagoes futuras. Como em outras linguagens, o MatLab possui recursos que permitem o
controle de fluxo de execucao de comandos, com base em estruturas de tomada de decisoes.
Apresentamos as estrutura de loops for, loops while e if-else-end. A forma geral do loop
for é
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for x = vetor
comandos. ..
end

Os comandos entre for e end sao executados uma vez para cada coluna de vetor. A cada
iteragao atribui-se a x a proxima coluna de vetor. Por exemplo

EDU>> for n=1:5
x(n) = cos(n*pi/2);
end
EDU>> x

0.0000 -1.0000 -0.0000 1.0000 0.0000

Traduzindo, isto diz que para n igual a 1 até 10 calcule os comandos até end.

Ao contrario do loop for, que executa um grupo de comandos um numero fixo de vezes,
o loop while executa um grupo um de comandos quantas vezes forem necessarias para que
uma condicao seja negada. Sua forma geral é

while expressao
comandos. ..
end

O grupo de comandos entre while e end sao executados até que a expressao assuma um
valor falso. Por exemplo,

EDU>> while abs(x(n)-x(n-1)) > 107 (-6)
x(n) = 2xx(n-1) + 1/4;
n=n+1;
end

Neste caso o grupo de comandos sao executados até que o valor absoluto da diferenca entre
dois valores consecutivos seja menor ou igual a 1076,

A estrutura if-else-end permite que grupos de comandos sejam executados por um
teste relacional. A forma geral é dada por

if expressao
comandos 1...
else
comandos 2...
end

Se a expressao for verdadeira é executado o grupo de comandos 1, caso contrario é executado
o grupo de comandos 2. Esta estrutura permite o uso da forma mais simples que envolve s6
um condicional
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if expressao
comandos ...
end

Como exemplo considere o seguinte fragmento de cédigo que calcula o valor absoluto de um
nimero

if x <0
X=-X;
end

Isto é, se x for menor que zero entao troca de sinal, caso contrario nada é feito.

1.2 Exercicios

Exercicio 1.1 Usando o esquema numérico para a aprorima¢ao da deriwvada dado abaixo
ache uma aprozimagao para f'(m), onde f(x) = sen(z) e tome h = 0.1,0.01,0.001,...1071°.
Repita os cdlculos para f'(0). Comente os resultados.

f@+h) - fz)

/ s ~o
Exercicio 1.2 Faca um programa que calcule
107
A+>1077
k=1

com A =10,10%,103,...,10%. Comente os resultados.

Exercicio 1.3 Cualcule a precisao de sua mdquina usando o algoritmo
Algoritmo: FEpsilon da Mdquina
Input: A : ndmero que represente a grandeza

Ep—1

Enquanto (A + Ep) > 1, faca:
Ep — Ep/2

fim enquanto
Output: Imprimir 2Ep

tomando A = 1,10,100, 1000. Comente os resultados.



Capitulo 2

Zeros de Funcoes

Neste capitulo estudaremos esquemas numéricos para resolver equagoes da forma f(z) = 0.
Na maioria dos casos estas equagoes nao tem solucao algébrica como hé para as equacoes
de 2 o grau. No entanto esquemas numéricos podem fornecer uma solucao satisfatoria. O
processo para encontrar uma solucao envolve duas fases:

Fase I Isolamento das raizes - Consiste em achar um intervalo fechado [a, b] que contém a raiz.

Fase II Refinamento - Partindo de uma aproximacao inicial refinamos a solucao até que certos
critérios sejam satisfeitos.

2.1 Isolamento das Raizes

Um niimero z que satisfaz a equagao f(x) = 0 é chamado de raiz ou zero de f. O objetivo
é encontrar um intervalo [a, b], de pequena amplitude ( b — a < 1), que contenha a raiz que
desejamos encontrar. Para isto usaremos duas estratégias: Analise Grafica e Tabelamento
da funcao.

A andlise grafica é baseada na idéia de que, a partir da equagao f(z) = 0, podemos
obter uma equagao equivalente g(x) — h(z) = 0, onde g e h sejam fungoes mais simples e de
facil andlise grafica. Esbogando o grafico de g e h podemos determinar os pontos x, onde as
curvas se interceptam, pois estes pontos serao as rafzes de f(z) ( g(§) = h(&) = f(§) =0).

Exemplo 2.1.1 Sendo f(x) = e * — x temos f(z) = g(x) — h(x), onde g(z) = e " e
h(z) = x. Na Figura 2.1 temos que as curvas se interceptam no intervalo [0,1]. Também
podemos observar que pelo comportamento das fungoes g(x) e h(x) estas fung¢oes nao vao se
interceptar em nenhum outro ponto. Logo f(x) admite uma unica raiz.

Na pratica usamos algum software matematico para esbogar os graficos. Quanto menor
for a amplitude do intervalo que contém a raiz, mais eficiente serd a Fase de Refinamento.
Para obtermos um intervalo de menor amplitude usaremos a estratégia do tabelamento que
¢ baseada no seguinte Teorema.

11



CAPITULO 2. ZEROS DE FUNCOES 12

1.8

1.6 q

14 h(x) R

121 b

0.6 4

0.4 b

9(x)
0.2 .

Figura 2.1: Graficos de g(z) e h(z)

Teorema 2.1.1 Seja f(x) uma fungao continua num intervalo |a,b]. Se f(a)f(b) < 0 entdo
existe pelo menos uma raiz & € |a, b].

O Teorema garante a existéncia de pelo menos uma raiz, mas pode ser que o intervalo
contenha mais de uma raiz como mostra os exemplos na Figura 2.2.

Pelo exemplos podemos notar que se f’(x) preserva o sinal em [a,b] e f(a)f(b) < 0,
entdo o intervalo contém uma tunica raiz. Se f(a)f(b) > 0 nao podemos afirmar nada sobre
a existéncia ou nao de raizes.

Exemplo 2.1.2 Da andlise grdfica vimos que a funcdo f(x) = e™* — x tem uma raiz em

[0,1] . Tabelando a fung¢ao para valores a partir de zero e espagados de 0.25 temos

z |0 025 05 075 1
f) |1 0528 0.106 -0.277 -0.632

Temos que f(0.5)f(0.75) < 0. Logo a raiz pertence ao intervalo [0.5,0.75]. Note que
f'(z) = —e*—=1<0Vz € IR, isto € f' preserva o sinal em [a,b] e com isto podemos concluir
que esta raiz € unica.

Devemos observar que o tabelamento é uma estratégia que completa a analise grafica.
Somente com o tabelamento nao conseguimos determinar se existe outras raizes no intervalo
ou ainda em que intervalo devemos tabelar a funcao.
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)| /
I a | El EQ /
f'(x) preserva sinal f'(x) muda de sinal
a S / /
_27// | \ g

f'(x) muda de sinal

fa)f(b) >0

Figura 2.2: Exemplos do comportamento de f(x)
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2.2 Refinamento

Nas préximas se¢oes estudaremos os esquemas numéricos que partindo de uma aproximacgao
inicial zo, vao gerar uma seqiiéncia {zx} que converge para a raiz procurada, isto é x; — &
quando £ — oo. A aproximacao inicial parte do intervalo encontrado na Fase I, Isolamento
das Raizes, e os termos da seqiiéncia sao calculados até que a aproximacao tenha atingido
uma precisao desejada (critério de parada).

2.3 Método da Bisseccao

Este método é baseado no Teorema 2.1.1. Seja f(z) uma funcao continua no intervalo [a, b]
tal que f(a)f(b) < 0esejae > 0 um nimero dado. A idéia é reduzir a amplitude do intervalo
até atingir a precisao requerida: b — a < ¢, usando divisao sucessivas do intervalo.

3 a a3
Il Il Il
) X % ¢
|
XO b0
Il
bl
Il
b2
Il
b3
Figura 2.3: Método da Bissec¢ao
O método procede da seguinte forma: faga [ag, by| = [a, b],
b flao) <0 ¢ € (ao, o)
x0:a0"2+_0 f(bo)>0 = a1 = Qg

f(.on) >0 bl = 2y
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flar) <0 £ € (z1,01)
T, = il _2‘_ b = f(b1> >0 = o = I
f(ZL‘l) <0 bg = b1
flaz) <0 £ € (72, 02)
Ty = e —2i_ b2 = f(bg) >0 = as = T9
f(!lfg) <0 b3 = b2

E assim vamos calculando a seqiiéncia x; até que seja satisfeito o critério de parada
b, —ap < €.

Este critério garante se tomarmos T € [ay, bi] teremos a garantia que o erro é menor que ¢,
isto é
’f—§| <b,—ap<e

Abaixo apresentamos a listagem do método implementado como funcao do MatLab.

% Disciplina de C\’{a}lculo Num\’{e}rico - Prof. J. E. Castilho

%» M\’{e}todo da Bisseccao

% Calcula uma aproximal\c{c}\"{a}o para uma raiz de fun\c{c}\"{a}to f(x)
% definida no arquivo f.m, onde esta raiz pertence ao

% intervalo [ao,bo] e a predilc{c}\"{a}to dado por Ep.

function y=bissec(ao,bo,Ep)
while (bo-ao) > Ep,
x=(ao+bo)/2;
if f(x)*f(ao) > O,
a0=x;
else
bo=x;
end;
end;
y=(ao+bo)/2;

2.3.1 Estudo da Convergéncia

A convergéncia ¢ bastante intuitiva, como podemos ver na Figura 2.3. Vamos dar uma
demonstracao analitica através do seguinte teorema:

Teorema 2.3.1 Seja f uma fungdo continua em [a,b], onde f(a)f(b) < 0. Entao o método
da Bissec¢ao gera uma seqiéncia {xy} que converge para a raiz § quando k — oo.

Prova: O método gera trés seqiiéncias:
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{ar}: Seqiiéncia ndo decrescente e limitada superiormente por by. Logo

ag <a; <---<by=dM € R tal que khj{}oak:M

{br}: Seqiiéncia nao crescente e limitada inferiormente por ag. Logo

bp > by >--->ay=dm € R tal que klimbk:m

{zx}: Por construcdo temos que

ak+bk
2

Ty = = ap <z <b,VkeIN (21)

A amplitude de cada intervalo gerado é metade da amplitude do intervalo anterior, assim

temos,

b(_) — Qo
ok

bk — Qp = .
Calculando o limite quando k — oo temos

by — agp
ok

o (bn = aw) = iy = =0

Isto segue que

limbk—l}imak:O:>M—m:O:>M:m.

k—o0
Usando este fato e calculando o limite em (2.1) temos
m= lim a; < lim z;, < lim b, = m = lim z;, = m.
k—o0 k—o0 k—o0 k—o0
Falta mostrar que m ¢ raiz de f, isto é f(m) = 0. Em cada iteracao f(ax)f(bx) < 0.
Como f é continua temos entao que

0= Jim f(a)f(b) = Jim flar) Jim f(b) = f (Jim a) £ (Jim b) = £2(m) = 0

Portanto f(m) =0 n

2.3.2 Estimativa do Numero de Iteracoes

Pelo critério de parada podemos observar que o nimero de iteragoes depende do intervalo
inicial [ag, by] e da precisao requerida . Dada uma precisao e temos,

0
bk—ak<5:>T

Qg by — ay
- <e=2F>
€

Como estes valores sao sempre positivos, podemos aplicar a funcao logaritmo, obtendo,

log(by — ag) — log(e)
log(2)

k>
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—x

Exemplo 2.3.1 No ezemplo 2.1.2 isolamos uma raiz de f(x) = e* — x no intervalo

[0.5,0.75]. Usando a precisio € = 1078, temos
log(0.75 — 0.5) — log(107®)
log(2)

Logo serd necessdrio no minimo 25 iteracoes para que o método da Bissec¢ao possa atingir
a precisao desejada.

k> = 24.575.

2.4 Meétodo Iterativo Linear (M.I.L.)

Seja f(z) continua em [a, b], onde existe uma raiz da equacao f(z) = 0. A estratégia deste
método é escrever a funcao f de tal forma que f(x) =z — ¢(z). Se f(z) =0, entdo

v = 9lr) = 0=z = 9(x)

Isto é, encontrar as raizes de f é equivalente a achar os pontos fixo da funcao ¢. Através da
equacao acima montamos um processo iterativo, onde, dado xg

Tpi1 = P(xy,), n=1,2,...

A funcao ¢ é chamada de funcao de iteracao e esta nao é determinada de forma unica.
As condigoes de convergéncia sao dadas no teorema abaixo.

Teorema 2.4.1 Seja & uma raiz da fungdo f isolada no intervalo |a,b]. Seja ¢ uma fungao
de iteracao da funcao [ que satisfaz:

1) ¢ e ¢ sao continuas em [a,b],
2) 1¢'(x)] < M <1 V€ a,b],
3) xo € [a,b].
Entao a seqiiéncia {xy} gerada pelo processo iterativo x,,1 = ¢(x,) converge para §.

Prova: Sendo £ uma raiz entdao f(§) =0 = £ = ¢(£), logo

Tpt1 = 925(3371) = T —§= ¢(In) - ¢<§>

Como ¢ ¢é continua e diferenciavel, pelo Teorema do Valor Médio temos que existe ¢, per-
tencente ao intervalo entre ¢, e £ tal que

O(zn) — O(§) = ¢ (cn)(zn — §)

Logo
i1 — €| = ¢ (cn)| |20 = §| < Mlzy — ¢
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Aplicando esta relagao paran — 1,n —2,---,0 e usando o fato que z( € [a, b] temos
Tt — &) < Mz — €|
Como M < 1, aplicando o limite para n — oo segue que

0 < lim |2p4 — €| < lim M™Hag — €] =0
Logo
lim Tn41 :é

n—oo

Observamos que quanto menor for |¢/(x)| mais rapida serd a convergéncia.

xT

Exemplo 2.4.1 Consideremos a fungao f(x) = e *—x, onde existe uma raiz € [0.5,0,75].
*. Verificando as condi¢oes

Uma forma de escrever f(x) = x — ¢(x) é considerar ¢(x) = e *.
de convergéncia temos:

1) As fungoes ¢p(x) = e " e ¢'(x) = —e™™ sao continuas em [0.5,0.75].
2) A funcgao ¢ satisfaz

max__|¢'(x)] = 0.6065... <1 (Por que? Ver Nota 1)
2€(0.5,0.75]

3) Tomando xy € [0.5,0.75] teremos garantia de convergéncia, por exzemplo podemos tomar
To como o ponto médio do intervalo

0.5+ 0.75
o= 222 g 65
2
Assim temos que
x1 = ¢(zo) = ¢(0.625) = 0.53526...
2y = é(x1) = $(0.53526) = 0.58551...
23 = o(x2) = $(0.58551) = 0.55681...
24 = o(x3) = $(0.55681) = 0.57302...
25 = é(z4) = ¢(0.57302) = 0.56381...
26 = é(z5) = $(0.56381) = 0.56903...

Na Figura 2.4 podemos ver que o comportamento do processo iterativo converge para a raiz.
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0.8

0.75

0.7

0.65

0.6

0.55

0.5

045} o

0.4 . . . . . .
0.4 0.45 0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8

Figura 2.4: Método Iterativo Linear

2.4.1 Critério de Parada

Uma questao ainda esta em aberto. Qual o x,, que fornece uma aproximacao para a raiz, com
uma certa precisao € dada. Neste caso podemos usar como critério de parada as seguintes
condicoes

|Tni1 — xn| < e  (Erro Absoluto)

M <e (Erro Relativo)
|xn+1|

e vamos tomar x,,; como aproximag¢ao para a raiz. Se no exemplo anterior tivéssemos
escolhido € = 0.006 e o Erro Absoluto teriamos

2 — 20| = [0.53526 — 0.625] = 0.08974 > ¢

2y — 21| = ]0.58551 — 0.53526] = 0.05025 > «
25 — 2| = ]0.55681 — 0.58551| = 0.02870 > ¢
24— z3] = ]0.57302 — 0.55681] = 0.01621 > ¢

z5s — z4] = ]0.56381 — 0.57302| = 0.00921 > ¢
76 — z5] = ]0.56903 — 0.56381| = 0.00522 < &
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Logo a aproximagao para a raiz seria g = 0.56903.

2.5 Método de Newton-Raphson (M.N.R)

No método anterior, vimos que quanto menor for |¢/(z)| mais rédpida serd a convergéncia. O
método de Newton-Raphson é determinado de tal forma que teremos uma funcao de iteracao
tal que ¢'(£) = 0, onde £ é uma raiz de f. Com isto temos a garantia que existe um intervalo
[@,b] que contém a raiz e que |¢'(x)] < 1 e conseqiientemente a convergéncia serd mais
rapida.

Para determinar a forma de ¢ consideremos uma funcao A(x) continua diferenciavel e
que A(z) # 0, Va. Assim temos

fl@)=0=A(x)f(z) =0= 2 =2+ Az) f(z) = ¢(z)
Calculando a derivada de ¢ na raiz £ temos que

¢'(§) =1+ A f(§) + A f'(§) = 0.
Como f(§) = 0 e considerando que f'(£) # 0, segue que

1
A() = — :
O="79
Assim tomamos a fungao A(z) = —1/f'(x), e portanto teremos
_ [
M= )

Com esta fungao de iteragdo montamos o processo iterativo conhecido como método de
Newton-Raphson, onde dado xg

Tpil = Tp — ,
7’1+1 n f/ (ﬂjn)
Graficamente este método tem a interpretagao mostrada na Figura 2.5. A derivada de
uma funcao no ponto x, é igual a tangente do angulo que a reta tangente a curva no ponto
x, forma com o eixo x. Usando a relagao sobre o triangulo retangulo temos

f'(z,) = tan(a) = Pa— = Tyl = Ty — o)

n=0,1,2,...

Teorema 2.5.1 Sejam f, f' e f", fungdes continuas num intervalo [a,b], onde existe uma
raiz §. Supor que f'(§) # 0. Entdo existe um intervalo [a,b] C [a,b], contendo a raiz §, tal
que se xq € [a,b], a seqiéncia {x,} gerada pelo processo iterativo

n

converge para a raiz.
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f)

Xn+1 n

Figura 2.5: Método Newton-Raphson

Prova:(Exercicio 2.7)

Uma observacao deve ser feita. A condicdo de que zy € [a,b] ndo é uma condicao
de facil verificacao, visto que o Teorema garante a existéncia do intervalo, mas nao como
determina-lo. Observamos na Figura 2.6 casos em que o método de Newton-Raphson é falho.

Exemplo 2.5.1 Considerando f(x) = e~ — x que possui uma raiz no intervalo [0.5,0.75],
vamos achar uma aprozimacao usando xo = 0.625 e ¢ = 0.006. Sendo

fl(x)=—e"-1
teremos o processo iterativo

flzn) er —ux

bl = fzn) T e

Assim temos que

—x0

o € — X . B .
T1 = Tg + m = 0.56654 |l’1 ZL'[)| =0.0584 > ¢
e —x

Zy = 11 + 0.56714 |25 — 21| = 0.0006 < &
=

x1+1
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Nao Converge Converge para outra raiz

Figura 2.6: Casos em que Método Newton-Raphson ¢ falho

Logo a aprorimagao é dada por xs = 0.56714.

Abaixo segue a implementacao do método como funcao do MatLab:

==

, Disciplina de C\’{a}lculo Num\’{e}rico - Prof. J. E. Castilho

» M\’{e}todo de Newton-Raphson

, Calcula uma aproxima\c{c}\"{a}o para uma raiz de fun\c{c}\"{a}to f(x)
% definida no arquivo f.m. A derivada da fun\c{c}\"{a}o f(x) esta

% definida no arquivo df.m, tomamos xo como condilc{c}\"{a}to inicial e
, a predilc{c}\"{a}to dada por Ep.

X ]

=

function xl1=newton(xo,Ep)
x1=x0-f (x0) /df (x0)
while abs(xl-xo) > Ep,
x0=x1;
x1=x0-f (x0)/df (x0)
end;

2.6 Ordem de Convergéncia

Na secao anterior determinamos o Método de Newton-Raphson que pode ser interpretado
como um caso particular do Método Iterativo Linear, onde a convergéncia é mais rapida.
A “medida” que permite comparar a convergéncia entre os métodos é o que chamamos de
ordem de convergéncia, definida por:
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Definigao 2.6.1 Seja {x,} uma seqiiéncia que converge para um nimero £ e seja e, = xp—&
o erro na iteragao k. Se

lim 16441 =C p>1C>0
k—oo |€k’p

dizemos que a sequéncia converge com ordem p e com constante assintotica C'.

Como a seqiiéncia converge, para valores de k suficientemente grande temos
lek+1| = Clex|?, com |egx| <1

Assim quanto maior for o valor de p, menor sera o erro |egy1]. Quando p = 1 dizemos que o
método tém convergéncia linear. Se p = 2 dizemos que a convergéncia é quadratica.
Primeiramente vamos determinar a ordem de convergéncia do M.I.L. Sendo a seqiiéncia

{z,} gerada por 1 = é(xx), £ =0,1,2,... e que £ = ¢(§) temos
whe1 — & = d(ax) — (&) = ¢' () (zr — &),

onde a ultima igualdade é conseqiiéncia do Teorema do Valor Médio e ¢ é um ntimero entre
xi e €. Logo segue
Tpy1 —§
T —§

Aplicando o médulo e calculando o limite quando k& tende ao infinito temos

— ¢'cr) = 2L = /()
€k

tim 941l i e = 160 = €

k—o0 ‘€k| k—oo

Portanto temos que o M.I.L. tém ordem de convergeéncia p = 1.
No caso do Método de Newton-Raphson temos que a seqiiéncia é gerada pelo processo
iterativo

Tpy1 = Tpn — f/( )

Tn

Subtraindo ¢ de cada lado temos

$n+1_€:xn_5_f,($ ) :>en+1:€n_f,<x)

Através da férmula de Taylor da funcao f no ponto x,, temos

f// (C'n,>
2

(x —2,)? cn € [2,20)

f(@) = flan) + fl(@a)(x — 20) +
Que calculada em x = £ fornece

0= 1(6) = fla) + ') €~ ) + LS e
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Dividindo por f'(x,) e fazendo e, = z,, — £ segue que

f(zn) — e _ f"(en) o2
filea) " 2f'(an) "
Substituindo em (2.2) obtemos
En+1 _ f//(cn>
e2 2f(xn)
Finalmente aplicamos o moédulo e calculamos o limite quando & tende ao infinito obtendo
: |€n+1| . f//(CN) f//(g) 1 1
1 — ]_ = = — =
B e = B o T 2~ 20 @I=C

Portanto temos que o Método de Newton-Raphson tém ordem de convergéncia p = 2.

2.7 Observacoes Finais

Neste capitulo vimos trés métodos diferentes para resolver equagoes da forma f(z) = 0.
Faremos um breve comentario das vantagens e desvantagens de cada método.

No Método da bisseccao vimos que o numero de iteracoes depende apenas do intervalo
inicial [ag, by] Logo este pode ser aplicado a qualquer fungao f(x) que satisfaz f(a)f(b) < 0.
Nao importa o quanto f(x) seja complicada. A desvantagem é que tem uma convergéncia
lenta. Na pratica ele é usado para refinar o intervalo que contém a raiz. Aplicamos o método
em um numero fixo de iteracoes.

Em geral o M.I.L. é mais rapido que o Método da Bissecgao. Usa menos operagoes por
cada iteracdo. Pode encontrar raizes em intervalos onde f(a)f(b) > 0 . A dificuldade é
encontrar a funcao de iteracao ¢ que seja convergente.

O Método de Newton-Raphson tém convergéncia quadréatica. Porém este necessita
da avaliacao da funcao e sua derivada em cada ponto x,. Pode ocorrer de termos uma
raiz isolada num intervalo [a, b] e 0 método acabe convergindo para uma outra raiz que nao
pertence a [a, b]. Isto ocorre porque temos que tomar xy € [a,b] C [a,b]. Na prética tomamos
o como ponto médio do intervalo, isto é

a+b
o = 2

Nota 1 Em muitas situacoes vamos necessitar de calcular o mdximo do modulo de uma
funcao restrita a um intervalo, isto é

max |f(x)].

z€la,b|
Uma forma pratica para este cdalculo é sequir os passos:

1: Calcula-se os valores da fungdo nos extremos do intervalo, |f(a)| e | f(b)].
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2: Verifique se a func¢ao nao possui ponto critico no intervalo, ou seja, achamos os valores
de xy tal que f'(zx) =0 e xy € [a,b]

3: Tomamos como o valor mdzimo o max{|f(a)l,|f(0)],|f(zx)|}

2.8 Exercicios

Exercicio 2.1 Localize graficamente e dé intervalos de amplitude 0.5 que contenha as raizes
das equacoes

a) In(z) +2x =0 b) ¢ — sen(x) =0 c) In(z) — 2% = =2

d) 2cos(z) — < =0 ) 3ln(z) — & f) (5—2)e” =1

2 2

sl

Exercicio 2.2 Utilize o Método da Bissec¢ao e aproxime a menor raiz em modulo com erro
relativo menor que 107! para as equagoes a) e b) do exercicio anterior.

Exercicio 2.3 Utilize o Método Iterativo Linear e aproxime a menor raiz em modulo com
erro relativo menor que 1072 para as equagdes c) e d) do exercicio anterior.

Exercicio 2.4 Utilize o Método de Newton-Rapshon e aprozime a menor raiz em modulo
com erro relativo menor que 1073 para as equacoes d) e f) do exercicio anterior.

Exercicio 2.5 Achar a raiz p-ésima de um niumero positivo a € equivalente a achar a raiz
positiva da equacao ¥/a = x.

a) Encontre um intervalo que depende do valor de a e que contenha a raiz.

b) Verifique se a funcao de iteragio ¢p(x) = a/xP~! satisfaz os critérios de convergéncia
do M¢étodo Iterativo Linear.

c) Verifique que o processo iterativo gerado pelo M.N.R. € dado por

1 a

d) Implemente um programa em Matlab que execute o processo iterativo dado em c).
Exercicio 2.6 Dada a funcao f(x) = e® — 4x°.
a) Isole as raizes da funcgao f(x).

b) Verifique que as fungdes abaizo sao funcao de iteracao de f e verifique se satisfazem o
critério de convergéncia do M.I.L. para a raiz positiva.

61(2) = 2e™/? () = In(4z?)
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c) Tomando xo = 0.6 e = 0.01, aplique o M.I.L. para encontrar uma aprorimag¢ao para a
raiz positiva, usando uma funcao de iteracdo que satisfaca os critérios de convergéncia

Exercicio 2.7 Prove o Teorema 2.5.1.

Exercicio 2.8 A fun¢ao f(z) = sen(cos(v/3z)) tem uma raiz no intervalo [0.7,0.9]. En-
contre uma aprorimacao com € = 0.07, escolhendo entre os métodos numéricos estudados o
mais adequado. Justifique sua resposta.



Capitulo 3

Sistemas Lineares

A resolucao de sistemas lineares surge em diversas areas do conhecimento. O caso geral em
que o sistema linear envolve m equagoes com n incégnitas, o sistema pode apresentar uma
unica solucao, infinitas solugoes ou nao admitir solucao. Este tipo de problema é tratado na
Algebra Linear usando o processo de escalonamento. Neste capitulo vamos analisar esquemas
numéricos para solugoes de sistemas lineares de n equagoes com n incognitas , isto é

a11T1 + QiaTy + 1373 o QaT, = by
211 + G22Ty + A23T3 - Aonp®y, = by
az1T1 + azaTy + az3Tz - AznT, = b
Un1T1 + AppTz + Ap3T3 0 Appln = by

onde a;; sao os coeficientes, x; sao as incégnitas e os b; sao as constantes. Este sistema
pode ser escrito na forma matricial Ax = b com A € R™" e x,b € IR". Analisaremos duas
classes de esquemas numéricos: Métodos Diretos e Métodos Iterativos.

3.1 Meétodos Diretos

Os Métodos Diretos sao aqueles que apés um nimero finito de operagoes fornecem a solugao
exata do sistema, a menos dos erros de arredondamentos. Estes métodos sao baseados no
processo de escalonamento estudado em Algebra Linear. Sao eficientes para sistemas de
pequeno porte (ndo mais que 50 equagoes ) e para sistemas de bandas, como por exemplo
sistemas tridiagonais ( ver Ex. 3.3 ). Primeiramente vamos considerar os sistemas lineares
triangulares.

27
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3.1.1 Sistema Triangular Superior

Um Sistema Triangular Superior é aquele em que a matriz associada ao sistema é uma matriz
triangular superior, isto é a; ; = 0 para i > j.

111 + ai2%2 + a13T3 0 AT, = b
A22Ty + Q23T3 -+ G2,%T, = by
33Tz -+ A3plp = b3
Apndn = bn
Este sistema admite uma tnica solucao se a; # 0 parai = 1,2,...,n, sendo,
br,
T, =
Qpon
1
Tp—1 = (bnfl - anfl,nxn)
p—1,n—1
1
Tp—2 = (bn—Q — Apn—2n—-1Tn-1 — a'n—2,nxn)
Ap—2n—2

1 n
Ty = —— (bk— Z ak,jxj)

A,k j=k+1

e assim sucessivamente. Com isto obtemos o esquema numérico para solucao de sistema
triangular superior dado pelo algoritmo abaixo

Algoritmo: Retro-Solucao
Input: Matriz triangular superior A € R™*" e b € R"
Tp = bn/ann

Parak=n—1,n—2,...1, faga:

1 n
T < — (bk — Z a;wmj)

Ak ke j=k+1
fim para

Output: x € R" : solucao do sistema
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3.1.2 Método de Eliminacao de Gauss

Dois sistemas lineares sao ditos ser equivalentes se estes tem a mesma solucao. A estratégia do
Método de Eliminacao de Gauss é transformar um sistema linear Ax = b em um sistema tri-
angular superior equivalente Sx = b, cuja a solucao ¢ facilmente obtida pela Retro-Solucao.
Esta transformacao é realizada através das operagoes elementares

(I) Trocar duas equagoes.
(IT) Multiplicar uma equagao por uma constante nao nula.

(III) Adicionar a uma equagao uma outra multiplicada por uma constante nao nula.

Aplicando qualquer seqiiéncia dessas operacoes elementares num sistema Ax = b obtemos
um novo sistema Ax = b de tal forma que estes serao equivalentes. Para descrever o Método
de Eliminacao de Gauss vamos considerar o sistema linear

1171+ QiaTy + a13T3 o QaT, = by
21T1 + Q22Ty + A23T3 - Aonp®y, = by
az1T1 + azaTy + as3Tz - AznT, = b ,
Un1T1 + ApaTs + Ap3T3 - Auplp = by

onde det(A) # 0, isto é, o sistema admite uma tnica solugdo. Um sistema linear pode ser
representado na forma de matriz estendida (A°|b?), ou seja

0 0 0 0 0
I R AT
ol ol off o
af) afy ag) oo ai | b
0 0 0
apy apy apy - alf | b0
onde o indice superior indica a etapa do processo.
Etapa 1: Eliminar a incégnita x; das equagoes k = 2,3,...,n. Sendo aﬂ # 0, usaremos a

operagao elementar (III) e subtraimos da linha k a primeira linha multiplicada por

s — g1
k1 — )"
a1

Os elementos my; sao chamados de multiplicadores e o elemento aﬂ ¢ chamado de
pivo da Etapa 1. Indicando a linha k& da matriz entendida por L,(go) esta etapa se resume
em
1 0
Lg ) _ Lg )
LY —m LV, k=23,....n

Y
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Ao final desta etapa teremos a matriz

1 1 1 1 1
o
0 agzo Q33 asn by
0 al} al) all), | bV

que representa um sistema linear equivalente ao sistema original, onde a incognita x;

foi eliminada das equacoes k = 2,3,...,n.

Etapa 2: Eliminar a incégnita xo das equagoes k& = 3,4,...,n. Supondo que aég £ 0,
vamos tomar este elemento como pivo desta etapa e desta forma os multiplicadores sao
dados por

D)

k,2

mk,Q = 1)
az2

)

A eliminacao se procede da seguinte forma:
ng) _ Lgl)
ng) _ Lg)
L' = LW —mLd, k=34, .n

obtendo ao final da etapa a matriz

2 2 2 2 2
£ o o - o
0 Qzo Qg3 - as p by
0 0 afy - ai | b
0 0 a o al) [0
Com procedimentos analogos ao das etapas 1 e 2 podemos eliminar as incognitas x; das
equacoes k+ 1,k +2,...,n e ao final de n — 1 etapas teremos a matriz
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
v ay ey e e
0 o oY |
0 I S B
0 0 0 - al™V b,({b.—l)

Esta matriz representa um sistema triangular superior equivalente ao sistema original. Logo
a solucao deste sistema, obtido pela Retro-Solugao, é solucao do sistema original.
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Algoritmo: Método de Eliminagao de Gauss
Input: Matriz A e vetor b € R"
Eliminacao:
Para k =1,2,...,n— 1, faga:
Parai=k+1,...,n, faca:
m e i
Q. k
Para j =k +1,..., n, faga:
Q5 < Q5 — M * Ak
fim para
fim para

fim para
Retro-Solucao:
Ty by /ann
Parak=n—1,n—2,...1, faga:
Ty aik (bk — _z: a;wxj)
; j=k+1

fim para

Output: x € R" : solucao do sistema
Exemplo 3.1.1 Vamos considerar o sistema linear abaizo

3ZE1+2ZL‘2—ZE3:1
7$1—{II2—£L‘3:—2
r1+x3=1

Escrevendo na forma de matriz estendida teremos

3 2 -1 1
7 -1 —1|-2
1 0 1] 1

Etapa 1: Eliminar x, das linhas 2 e 3.
1 0
Lg ) _ Lg )

Lgl) = Lgo)—mg,ngO), onde ma1 =
L:())l) = Lgo)—mgyngo), onde ms; =

31
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e com isto obtemos a matriz
3 2 -1 1
0 —17/3 4/3 —13/3
0 —2/3 4/3 12/3

Etapa 2: Eliminar xo da linha 3.

Lg2) _ L§1)
Lg2) _ Lg)
)
L§2) = Lé ) mg.ols ), onde Mg = G2 _ =2
’ ’ (21% 17

obtendo assim a matriz

3 2 -1 1
0 —17/3 4/3 | —13/3
0 0 20/17| 20/17
Retro-Solugao: Encontrar a solugcao do sistema triangular superior.
b
r3 = 3 =1
as;3
1
To = 7(()2 — CL2731'3) =1
a2 9
1
T = 7(51 — Q1272 — 01,31'3) =0
11

Logo a solugdo do sistema é dada por x = (0,1,1)T.

A solucao encontrada é a solucao exata, pois mantivemos os numeros resultantes na forma
de fracao. Porém méquinas digitais representam estes nimeros na forma de ponto flutuante
finita e erros de arredondamento podem ocorrer. Em sistemas lineares de grande porte estes
erros vao se acumulando e prejudicando a solucao do sistema.

3.1.3 Pivotamento Parcial

Em cada etapa k da eliminagao temos o calculo do multiplicador

(k=1)
A,

(k=1)"
g k

MEj; =

Se 0 pivo |a,(€kk_ 1)| < 1, ou seja este é proximo de zero teremos problemas com os erros de
arredondamento, pois operar niimeros de grandezas muito diferentes aumenta os erros ( ver
Ex. 3.4). A estratégia de pivotamento parcial é baseada na operagao elementar (I). No inicio
de cada etapa k escolhemos como pivé o elemento de maior médulo entre os coeficientes af !

parai =k, k+1,...,n.
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Exemplo 3.1.2 Vamos considerar o sistema linear, representado pela matriz extendida

13 2 3
2 1 2| 4
-3 2 1|-=2
Etapa 1: FEscolha do pivo
1225 |aia| = |as,|

Trocamos a linha Ly com a linha L3, obtendo,

-3 2 1|-2
21 2| 4
1 3 2| 3
Eliminar x1 das linhas 2 e 3.
L = Lo
2
L(Ql) = Lgo) —m271L§0), onde Mg, = 3
1
L:())I) = Lgo) — mg,ngO), onde ms31 = §
e com isto obtemos a matriz
-3 2 1] =2
0 7/3 8/3/8/3
0 11/3 7/3|7/3
Etapa 2: FEscolha do pivo
2122% |aia| = |asp|
Trocamos a linha Lo com a linha L3, obtendo,
-3 2 1] =2
0 11/3 7/3|7/3
0 7/3 8/3/8/3
Eliminar xo da linha 3.
ng) _ Lgl)
L§2) _ Lg)
-7
L:(f) = Lgl) — m372Lg), onde mso = H

obtendo assim a matriz
-3 2 1 —2
0 11/3 8/3 8/3
0 0 13/11]13/11



CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES 34

Retro-Solugao: Encontrar a solugcao do sistema triangular superior.

bs
r3 = — =1
asz;3
1
Ty = 7(62 — CL273£L‘3) = O
a2 92
1
ry = 7(51 — Q1272 — CL1,3$3) =1
aia

Logo a solugdo do sistema é dada por x = (1,0,1)T.

Na prética a troca de linhas nao é realizada. O controle é feito por um vetor de in-
teiros n-dimensional, onde inicialmente na posicao k estd armazenado k, ou seja trc =
[1,2,...,s,...,n]. Se, por exemplo, trocamos a linha 1 pela linha s o vetor passa a ser
tre=1s,2,...,1,...,n].

3.1.4 Calculo da Matriz Inversa

Vamos supor que desejamos resolver os sistemas lineares Ax = b!, Ax = b? ... Ax = bk,
onde a matriz A é a mesma para todos os sistemas. A matriz triangular superior, resultante
do processo de eliminacao, nao depende do vetor b e portanto serd a mesma em qualquer
um dos sistemas. Assim podemos resolver estes sistemas num tnico processo de eliminacao
usando a matriz estendida (A|b|b2|...|b¥) e aplicando a Retro-Solucdo para cada vetor
bk.

O Célculo da inversa de uma matriz é um caso particular do esquema acima. A inversa
de uma matriz A € R™", denotada por A~!, é uma matriz n x n tal que

AATT=ATA=1
Como exemplo vamos considerar uma matriz A de dimensao 3 x 3

11 Air2 4ai3
G21 dAg22 G23
azi azz as3

cuja a inversa A~! é dada por
11 Ti12 T13
To21 T22 T23 )
T31 T332 T33

logo temos que

a1,1 Aar2 a3 i1 T12 13 100
G271 QA22 0423 To1 T22 T23 = 010 y
azi Aazz ass Tr31 T32 T33 001



CAPITULO 3. SISTEMAS LINEARES 35

Portanto cada coluna k da inversa da matriz A é solugao de um sistema linear, onde o vetor
dos termos independentes é a k-ésima coluna da matriz identidade, isto é

a1 A2 a13 T11 1
Q21 Q22 023 T2.1 = 01,
aszi dagz 0asg T3,1 0
11 Gi12 413 T1,2 0
Q21 G292 0423 T2.2 = 1 s
as; asp a33 T32 0
a1 Ai2 Qi3 T1,3 0
G271 G22 0423 Z23 = 01,
a31 G32 0433 T3 3 1

Em resumo, se temos uma matriz n X n, podemos achar a inversa resolvendo n sistemas
lineares, representados pela matriz estendida (A|b!|b?|...|b"), onde os vetores b¥ sao os
vetores unitarios ( 1 na posigao k e zeros nas demais posigoes).

Exemplo 3.1.3 Vamos achar a inversa da matriz abaizo, usando o método de Elinacdao de
Gauss.

41 —6
32 -6 |,
31 -5

Para o processo de eliminacao consideremos a matriz estendida

41 —6]1]0]/0
32 —6|lo|1|0 |,
31 —5|/0/0/1

Lgl) _ L(O)
3
Lél) _ Léo) — mz’ngo), onde Mo = Z
3
Lgl) _ L;(;O) _ m3’1L50)7 onde ms; = 1

e com isto obtemos a matriz

4 1 =61 1 |o]o
0 5/4 —3/2|=3/4|1|0 |,
0 1/4 —1/2|=3/4|0|1
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Etapa 2: Eliminar xs da linha 3.

L = LY
Ly = LY

1
LéQ) _ Lgl)—mg,ngl)a onde m3,2=g

obtendo assim a matriz

4 1 —6 1 0 |0

0 5/4 =3/2|-3/4] 1 |0 |,

0 0 —-1/5]-3/5|-1/5|1
Retro-Solugao: Encontrar a solugcao dos sistemas triangulares superior.

Primeira coluna da tnversa

bl
T31 = —>=3
az;3
1
1
o1 = —(by —agzxs) =3
a2 9
1 1
T11 = 7(51 — Q12T2 — G1,3513'3) =4
aii

Sequnda coluna da inversa

2
_ bS _
T32 = — = 1
as3
1
2
Top = —(by —ag3ws) =2
as 2
1
2
T12 = 7(51 — Q12T — Cl173$3) =1
ay
Terceira coluna da inversa
b3
T33 = —> =5
asz3
1
3
.1'2’3 = 7([)2 — CL273{E3) = —6
a2 2
1 3
Tr13 = 7@ (bl — Q1279 — a1,3$3) =—6
1,1

Logo a matriz inversa s € dada por
4 1 —6
3 2 —6
3 1 =5

)
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No exemplo acima temos que a inversa da matriz A é a propria A. Este tipo de matriz é
usado como matriz teste para verificar a eficiéncia dos métodos numéricos.

Abaixo apresentamos uma implementacao do Método de Eliminacao de Gauss em
MatLab que resolve k sistemas, onde a matriz A é comum a todos.

% Disciplina de C\’{a}lculo Num\’{e}rico - Prof. J. E. Castilho
% M\’{e}todo de eliminal\c{c}\"{a}o de Gauss -

% Este procedimento resolve k-sistemas lineares, onde a

% matriz A de dimens\"{a}o n x n eh comum a todos.

% 0s par\~"{a}metros devem ser passados da forma

% x=EGauss(A,b1,b2,b3,...,bk)

% o resultado eh uma matriz x de dimens\“{a}to n x k onde a

% coluna j armazena a solu\c{c}\"{a}o do sistema Ax=bj

% Dados A: matriz do sistema

yA varargin: lista dos vetores dos termos independentes

function x=EGauss(A,varargin)

b=[varargin{:}];

db=size(b);

% Esta parte verifica se o sistema eh quadrado
da=size(A);

n=da(l);

if n “=da(2),

disp(’???7 A matriz deve ser quadrada’);

break;

end;

% Esta parte verifica se a dimens\“{a}to do vetor b
% esta de acordo com a dimens\“{a}o do sistema
if n "=db(1), disp(’??? Erro na dimens\“{a}o de b’); break; end;
% Cria matriz estendida
Ax=[A,b];
% Fase da eliminal\c{c}\"{a}o
for k=1:(n-1)
for i=k+1:n
if abs(Ax(k,k)) < 107(-16),
disp(’??? Piv\"{o} Numericamente Nulo’);
break;
end;
m=Ax(i,k)/Ax(k,k);
for j=k+1:da(2) + db(2)
Ax(i,j) = Ax(i,j)-m*Ax(k,j);
end;
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end;
end;

% Fase da Retro solulc{c}\ {a}o

if abs(Ax(n,n)) < 10°(-16),
disp(’??? Piv\"{o} Numericamente Nulo’);
break;
end;
for m=1:db(2)
x(n,m) = Ax(n,n+m)/Ax(n,n);
end;
for k=(n-1):-1:1
for m=1:db(2)
som=0;
for j=k+1:n
som=som+Ax (k, j)*x(j,m) ;
end;
x(k,m) = (Ax(k,n+m)-som)/Ax(k,k);
end;
end;

3.2 Meétodos Iterativos

Vamos considerar um sistema linear Ax = b, onde A € R™" e x,b € IR". Os métodos
iterativos seguem um esquema semelhante aos métodos para o calculo de zeros de funcoes.
O sistema linear é escrito na forma

x=Cx+g,

onde g € R" ¢ C € R™" é chamada de matriz de iteracao. Assim montamos o processo
iterativo:
Dado x°
x*H = Cx* 4 ¢.

Sendo um processo iterativo, necessitamos de um critério de parada. E para isto temos
que ter uma medida entre as aproximacoes xXT! e x¥. Para isto vamos usar o conceito de
norma de matrizes, definida abaixo

Definicao 3.2.1 Uma norma em IR"*™ é uma aplicacao || - || : IR"*™ — IR que satisfaz as
sequintes propriedades:

(M1) [JAl[ =z 0 e [|A][=0< A =0, VA € IR™™.
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(M2) |laAl] = [ol [|A]], Va € IR e VA € IR™™™.
(M3) ||A + B[| < [|A][ +[[B], VA, B € IR

As normas matriciais mais usadas sao

n
A = max {; \aij|} Norma do Méaximo das Coluna

1<i<n

Jj=1

[|Alloc = max {Z |aij]} Norma do Méximo das Linha

n m 1/2
|A||2 = (Z > |a,~j|2> Norma Euclidiana

i=1j=1

A norma vetorial pode ser vista como um caso particular da norma matricial, onde um
vetor x € R" é equivalente a uma matriz de ordem n x 1. Com isto temos as normas de
vetores dadas por

n
||x[li =Y _|z;/  Norma da Soma
i=1

%[00 = max |z;]  Norma do Maximo

n 1/2
|[x]]2 = (Z \x2|2> Norma Euclidiana
i=1

O conceito de norma nos permite definir convergéncia de uma seqiiéncia de vetores {x*}.

Dizemos que xX — X se

lim ||x* — || =0
k—o0
Com isto podemos definir os critérios de parada: Dado um € > 0
|x*™ —x¥|| <e  Erro Absoluto

k+1

[

X — x|

<e Erro Relativo

||b — Ax¥|| < ¢ Teste do Residuo
Além disso, as normas || - ||1, || - ||z € || - || satisfazem as seguintes propriedades:
(M4) [[Ax|| < [[A[] [Ix]]
(M5) [[ABJ| < [|A]| [[B]]
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3.2.1 Critério de Convergéncia

Dependendo da forma da matriz C a seqiiéncia gerada pelo processo iterativo pode ou nao
convergir para a solucao do sistema. Seja X a solugao do sistema Ax = b, logo X satisfaz

x=Cx+g.

Com isto temos que
X g = C(x*M —x)

Sendo o erro em cada iteracdo dado por eX = xX — % e usando as propriedades de norma

(M4) e (Mb) segue que
1< llCll [le ]
< [ICI* lle*=?]]

le

1CI1* [1e°]]

IA

Logo a seqiiéncia {xX} converge para a solucdo do sistema X se
lim ||e"[| = lim ||C[|* [le®|| =0
k—o0 k—o0
e isto ocorre se e somente se a matriz C satisfaz a condicao
IClI <1

Note que o critério de convergéncia nao depende do vetor inicial x°. A escolha de x°
influéncia no nimero de iteragdes necessarias para atingir a precisao desejada. Quanto
menor for |[x° — X|| menos iteragoes serao necessarias.

3.2.2 Método Iterativo de Gauss-Jacobi

Vamos considerar o sistema linear Ax = b dado por

A T1 + a12%2 + a13T3 - AiaT, = b
2171 + Q22Ty + A23T3 - Aap®y, = by
az vy + azorz + a33Tz - a3aT, = b3

ap, 121 + Qp, 222 + ap3T3 - Apnln = bn

)
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onde os a;; # 0 para i = 1,2,...,n. Em cada equacao ¢ podemos isolar a incégnita z;
obtendo as seguintes relacoes

X1

X2

€3

T

— (bl — Q12T — A1 3T3 — - — al,nxn)
ay
1
— (52 — a21T1 — Q233 — *** — a2,n$n)
a2 9
1
- (53 — Q3171 — A32X2 — *** — a3,n517n)
az3
— (bn — Gp1T1 — Ap2XTo — =+ — an,n—1In—1)
an,n

Na forma matricial estas equagoes sao equivalentes a

x1

T2

T3

T

a1,2 ai,3 a1,n by
0 — —— L. T a
a1 a1 a1 L1
T
ag1 0 a2.3 a2.n 2 by
a2 a2 2 a2 2 " 22
3
S+ (3.1)
31 932 0 ... _Bn : bs
asz;3 a3;3 a3;3 : as s
Qp 1 An2 an, 3 ’
) _ k) _ il . 0 b?’l,
Qpon Apon Qpn Tn a
n,n

Desta forma temos o sistema linear na forma x = Cx 4 g e assim montamos o processo
iterativo conhecido como Método Iterativo de Gauss Jacobi:

Dado x°

mngrl)

D)

D)

2+

— (bl - @1,2517§k) - a1,3575:(1,k) - al,nrzrff))
ai
1
— <b2 - @2,11’§k) - G2,311?§k) - az,nl’;k)>
2.2
(3.2)
1
— (b:s - as,lxgk) - a3,295§k) - aa,n:cﬁ"”))
asz;3
1
- (bn - an,lxgk) - an,Qxék) - an,nflx'g{—)l)
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Algoritmo: Método Iterativo de Gauss-Jacobi
Input: Matriz A € R”" b,x°cR"eec >0

Enquanto [|x¥t1 — x¥|| > ¢ faca:

Para s =1,2,...,n, faca:
1 " i
gk~ p, — > asvjxg- )
s,s i=Lj#s
fim para

fim enquanto

Output: x € R" : solucao do sistema

3.2.3 Critério das Linhas

Como critério de convergéncia, vimos que a matriz de iteracao C deve satisfazer a condig¢ao
||C|| < 1. Usando a Norma do Méximo das Linhas sobre a matriz C em (3.2) temos o
seguinte critério de convergéncia para o Método de Gauss-Jacobi

Teorema 3.2.1 (Critério das Linhas) Dado o sistema linear Ax = b. Seja os oy, de tal
forma que:
1 n
= > awil <1 parak=1,2,....n
el ;37

(673

Entdo o Método de Gauss-Jacobi gera uma segiiéncia {xX} que converge para a solugdo do
sistema.

Este critério fornece uma condi¢ao necessaria, mas nao suficiente. Isto é, o critério
pode nao ser satisfeito e o método ainda pode convergir. Outros critérios podem ser obtidos
usando outras normas. Por exemplo, podemos obter o chamado critério das colunas aplicando
a Norma do Maximo das Colunas na matriz em (3.2).

Exemplo 3.2.1 Dado o sistema linear

—71’1 + 3562 + 2153 = =2
T + 31’2 — T3 = 3
T + X9 — 31’3 = -1

vamos procurar uma aprorimacao da solugcao, com precisao € = 0.1 na Norma do Mdximo,

usando o Método de Gauss-Jacobi. Vamos tomar como condicao inicial o vetor x° =

(0.5,0.5,0.5)7 .
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O primeiro passo € verificar se o critério de convergéncia € satisfeito. Calculando os oy,
temos

1 5)
= — =-<1
ay o] (Ja1 2] + [a13]) -
! (Jag1| + |azz|) 21
oy = — (|a a = -
2 |a272| 2,1 2,3 3
1 2
= _— - q = — < 1
Qs s s] (Jazq| + |asz|) 3

Logo o critério das linhas € satisfeito e com isto temos garantia que o Método de Gauss-Jacobi
converge. Montando o processo iterativo temos

1

o = =2 (-2 - 3209 — 20(")
k 1 k k
D = 3 (3 — M4 :zzg )) (3.3)
1
x:(),kﬂ) = ~3 (—1 — xgk) — ng))
Assim para k = 0 seque que
1
AV = —=(=2-3%05-2%0.5) = 0.642
1
M = 5 (3= 05+0.5) = 1000 (3.4)
1
M = — (-1 0.5~ 0.5) = 0.666
Verificando o critério de parada temos
0.642 — 0.500 0.142
x'—x% =1 1.000-0.500 | =] 0500 | = ||x'—x°|e = 0.500 > ¢
0.666 — 0.500 0.166
Para k=1 temos
1
2P = —= (=2 =3 1.000 — 2% 0.666) = 0.904
1
2P = 5 (3= 0.642+0.666) = 1.008 (3.5)
1
) = —5 (-1 0642~ 1) = 0.880
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Verificando o critério de parada temos

0.904 — 0.642 0.262
x?2 —x'=[ 1.008 —1.000 [ = 0.008 | = ||x* — x| =0.262 > ¢
0.880 — 0.666 0.214

Devemos continuar as iteragoes até que o critério de parada seja satisfeito (Erxercicio).

3.2.4 Meétodo Iterativo de Gauss-Seidel

A cada iteracdo x¥ se aproxima da solucdo do sistema. Baseado nesta observacao vamos

modificar o Método de Gauss-Jacobi com o objetivo de acelerar a convergéncia. Numa
iteracao k + 1, o Método de Gauss-Jacobi calcula o elemento s pela equagao

ngﬂ) (b —Zasﬁjx(k Z asﬁjxg-k)) (3.6)

a/SS

j=s+1
Neste ponto os elementos 2™, 25+ ... 2l 34 foram calculados e espera-se que estes este-
jam mais préximos da solucao que os elementos ok ok ... af . Assim vamos substituir os

elementos da iteracao k, que aparecem no primeiro somatério de (3.6), pelos correspondentes
elementos da iteracao k + 1, isto é

1 s—1 n
x§k+1) = (bs - ZGS,jx§k+l) - Z a&jx&k)) :

Qs s j=1 j=s+1

)

Como estamos usando valores mais préximos da solucio, o célculo de 2%+ serd mais preciso.
Este procedimento é conhecido como Método Iterativo de Gauss-Seidel, cujo o algoritmo é
dado abaixo.

Algoritmo: Método Iterativo de Gauss-Seidel
Input: Matriz A€ R"”" b,x°cR"ec >0

Enquanto ||x*™ — x¥|| > ¢ faga:

Para s =1,2,...,n, faca:
k 1 = (k+1)
+1
2 bs—> a SJJ Z awi”
Us,s Jj=1 Jj=s+1
fim para

fim enquanto

Output: x € R" : solugao do sistema
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3.2.5 Critério de Sassenfeld

O Método de Gauss-Seidel também pode ser representado na forma matricial x¥*1 = Cx*+g
e critérios de convergéncia podem ser obtidos impondo a condigao ||C|| < 1. Aplicando a
Norma do Maximo das Linhas obtemos o seguinte critério de convergeéncia:

Teorema 3.2.2 (Critério de Sassenfeld) Dado o sistema linear Ax =b. Seja os (i, de
tal forma que:

1 k—1
B = (Z’ak,ﬂﬁﬂr Z |ak,g|) <1 parak=1,2,....n

|6Lk,k| j=k+1

Entdo o Método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia {x*} que converge para a solugdo do
sistema.

Exemplo 3.2.2 Dado o sistema linear

—71’1 + 3%2 + 21’3 = =2
T + 21’2 — T3 = 2
X1 + X9 — 21’3 = 0

vamos procurar uma aproximacao da solugcao, com precisao € = 0.1 na norma do mdximo,
usando o Método de Gauss-Seidel. Vamos tomar como condi¢do inicial o vetor x° =
(0.5,0.5,0.5)7".

O primeiro passo é verificar se o critério de convergéncia é satisfeito. Calculando os Py
temos

1 5
B o] (lara| + |ays]) -
1 6
ﬁQ |CL272‘ (|0J2,1|51 s ) 7
1 11
- — <1
[ a0l (las|B1 + lasp|B2) = 11

Logo o critério de Sassenfeld é satisfeito e com isto temos garantia que o Método de Gauss-
Seidel converge. Note que se aplicarmos o critério das linhas obtemos que as = a3 = 1, ou
seja, o critério das linhas nao € satisfeito. Este ¢ um exemplo em que ndo temos a garantia
de convergéncia do Método de Gauss-Jacobi.

Montando o processo iterativo temos

k1 1 k k
x§+) = —?(—2—3:52)—295;2))

N Y CR L N 2) (3.7

DN | —

1
xgk+l) _ 1 (0 B xgk-i-l) B xgk-&-l))
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Assim para k = 0 seque que

1
oV = —=(-2-3%0.5-2+05) = 0.642
m _ 1 _
) = (206424 0.5) = 0.929 (3.8)
m _ 1 _
2§ = —5 (0 0.642 —0.929) = 0.785

Verificando o critério de parada temos

0.642 — 0.500 0.142
x'—x% =1 09290500 [ = 0429 | = ||x* — x°||oc = 0.429 > ¢
0.785 — 0.500 0.285
Para k =1 temos
(2) 1
21” = —-(=2-3%0.929 — 2%0.785) = 0.908
1
2P = 5 (2 0.908 +0.785) = 0.938 (3.9)
1
2P = —5 (0 0.908 —0.938) = 0.923

Verificando o critério de parada temos

0.908 — 0.642 0.266
x?—x' =] 0938-0929 | =] 0.009 | = [|x? —x"||oc = 0.266 > ¢
0.923 — 0.785 0.138

Devemos continuar as iteragdes até que o critério de parada seja satisfeito (Exercicio).

3.3 Observacoes Finais

A escolha do método, que deve ser aplicado a um determinado problema, deve ser orientada
nas caracteristicas de cada método que apresentamos nesta secao.

Os métodos diretos apresentam a solucao de qualquer sistema linear nao singular, porém
nao temos um controle sobre a precisao da solucao. Aplicados em sistemas de grande porte
e matriz cheia ( dimensao acima 50 x 50 e poucos elementos a; ; = 0 ) apresentam grandes
erros de arredondamentos. Os métodos iterativos permitem um controle sobre a precisao da
solucao, porém estes nao se aplicam a qualquer sistema. O sistema deve satisfazer certas
condicoes de convergencia para que determinado método seja aplicado.
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O Método de Gauss-Jacobi é indicado para processamento paralelo ou vetorial, pois os
elementos no passo k£ + 1 dependem somente dos elementos no passo k. Se T for o tempo
que uma maquina seqiiencial toma para executar uma iteracao. Numa maquina paralela este
tempo cai para [T/Np], onde Np é o niimero de processadores.

O Método de Gauss-Seidel nao é indicado para processamento paralelo, pois o calculo de
2k depende de L gkl oo kL Porém este converge mais rapidamente que o Método
de Gauss-Jacobi, quando ambos sao executado em processamento seqiiencial. Além disso,
todo sistema que satisfaz o Critério das Linhas também satisfaz o Critério de Sassenfeld.
Ou seja, todo sistema em que podemos aplicar o Método de Gauss-Jacobi, automaticamente

podemos aplicar o Método de Gauss-Seidel.

3.4 Exercicios

Exercicio 3.1 Resolva o sistema linear abaizo, usando o Método de Eliminacao de Gauss.

1.7¢7 4+ 2.3z — 0.52z3 = 4.55
1.1zy 4+ 0.6z, — 1.6z3 = —-340
2.7Tr; — 08zy + 1.5x3 = 5.50
Exercicio 3.2 Ache a inversa da matriz abaizo.
1 -2 2
2 -3 2
2 =21

Exercicio 3.3 Um sistema € dito ser tridiagonal se este € formado pela diagonal principal,
a primeira diagonal secunddria inferior e a primeira diagonal secunddria superior. Os outros
elementos sao nulos. Isto €, a matriz associada é da forma:

11 A12 0 0 0 0 0 0
Q21 Q22 A3 0 0 0 0 0
0 azo2 Aaz3 A34 0 cee 0 0 0
0 0 Qg3 Q44 QA45 0 0 0
0 0 0 0 0 *rr Qp—1n—2 Ap—1n-1 An—-1n
o 0 0 0 0 - 0 Unpo1 Onn

Fa¢a uma modificacao no Método de Eliminagao de Gauss explorando a forma do sistema.
Implemente o algoritmo em MatLab.
Exercicio 3.4 Considere o sistema linear

2.73'1 + 21’2 = 4

Calcule a solugao do sistema por Eliminacao de Gauss e Pivotamento Parcial, usando 4 casas
decimazis, sem arredondamento. Calcule o residuo r = b — AX e comente seus resultados.
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Exercicio 3.5 Dado o sistema linear

0.780x + 0.563y = 0.217
0913z + 0.659y = 0.254

a) Calcule a solugao do sistema por (i)-Eliminacao de Gauss e (ii)- Pivotamento Parcial,
usando no minimo 7 casas decimais, sem arredondamento.

b) Calcule o residuo r =b — AX para os casos (i) e (ii).

c) Se no item a) tivéssemos usado 3 casas decimais, o que ocorreria com a solugdo do
sistema? Comente seus resultados.

Exercicio 3.6 Mostre que, se um sistema linear satisfaz o Critério das Linhas, entdo este
também satisfaz o Critério de Sassenfeld.

Exercicio 3.7 Seja k um numero inteiro, positivo, considere:
kl’l + Ty = 2

k
k$1+2$2+g$3:3
kl’1+$2+2$3:2

a) Verifique para que valores de k , a convergéncia do Método de Gauss-Jacobi pode ser
garantida.

b) Verifique para que valores de k, a convergéncia do Método de Gauss-Seidel pode ser
garantida.

c) Utilize um método iterativo adequado para calcular a aprorimacgao da solugdo deste
sistema de equacoes considerando:
(i) x\© = (1.0,1.0,1.0)"
(ii) Escolha k como o menor inteiro que satisfaca as condi¢oes de convergéncia.
(11i) Faga duas iteragoes e calcule o erro absoluto cometido, usando a norma do mazximo.

Exercicio 3.8 Dado o sistema Ax = b podemos montar um processo iterativo da sequinte

forma
X = (I+A)x*-b

a) Enuncie uma condi¢do suficiente de convergéncia baseada na Norma do Maximo das
Linhas.

b) Faga trés iteragoes do processo acima para o sistema linear

{ 051, — 05wy = 0 omando xT={ g4



Capitulo 4

Ajuste de Curvas: Método dos
Minimos Quadrados

Em geral, experimentos em laboratorio gera uma gama de dados que devem ser analisados
para a criagdo de um modelo. Obter uma fun¢ao matemética que represente (ou que ajuste)
os dados permite fazer simulacoes do processo de forma confidvel, reduzindo assim repetigoes
de experimentos que podem ter um custo alto. Neste capitulo vamos analisar o esquema dos
Minimos Quadrados, que fornece uma funcao que melhor represente os dados.

4.1 Meétodo dos Minimos Quadrados - Caso Discreto

Dado um conjunto de pontos (z, f(zx)), k =0,1,2,...,m. O problema de ajuste de curvas
consiste em encontrar uma funcdo ¢(x) tal que o desvio em cada ponto k, definido por

dp = f(ﬂﬂk) - SD(IBk),

seja minimo, onde ¢(x) é uma combinagao linear de fungoes continuas g;(z), i = 1,2,...,n,
escolhidas de acordo com os dados do problema. Isto é

o(x) = a191(x) + aaga(w) + - + angn(T)

Neste caso dizemos que o ajuste é linear. A escolha das fungoes g; depende do grafico dos
pontos, chamado de diagrama de dispersao, através do qual podemos visualizar que tipo de
curva que melhor se ajusta aos dados.

Exemplo 4.1.1 Vamos considerar a tabela de pontos dada abaizo.

z || 0.10]0.20 | 0.50 | 0.65 | 0.70 | 0.80 [ 0.90 | 1.10 | 1.23 | 1.35 [ 1.57 [ 1.70 | 1.75 | 1.80 | 1.94
f(x)]]0.19]0.36 | 0.75 [ 0.87 | 0.91 | 0.96 | 0.99 | 0.99 | 0.94 | 0.87 | 0.67 | 0.51 | 0.43 | 0.36 | 0.11

A andlise do grdfico de dispersao (Fig. 4.1) mostra que a fun¢do que procuramos se
comporta como uma pardbola. Logo poderiamos escolher as fungoes gi(z) =1, ga(x) = x €

49
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Figura 4.1: Diagrama de Dispersao

g3(x) = 22, pois p(x) = a191(z) + aaga(x) + azgs(x) representa “todas” as pardbolas e com
a escolha adequada dos c; teremos aquela que melhor se ajusta aos pontos.

O Método dos Minimos Quadrados consiste em determinar os «; de tal forma que a
soma dos quadrados dos desvios em seja minimo, Isto é: Achar os «; que minimizam a
funcao

m o(wk)

F(O‘h Qo, ..., an) = Z [f(xk)_ (&lgl(xk) + e O‘ngn(xk))P'

A funcdo F' é uma fungao que satisfaz F(a) > 0 Va € R™. Isto é, uma funcdo limitada
inferiormente e portanto esta tem um ponto de minimo. Este ponto pode ser determinado
pelo teste da primeira derivada, sendo

oF
3 =0 :=1,...,n
o (a1 yeeeyn)
Desta forma temos
—2 Z [f(zr) — crg1(wk) — ago(wr) — - - angn(@r)] gj(72) = 0 =

k=1
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m m m m
a1 Y gi(ze)gi(ze) + o2 Y gi(ze)ge(ze) + - +an Y gi@r)gn(z) = Y flze)gi ()
k=1 k=1 k=1 k=1
m m m m
ar Y ga(ze)gi(zr) + a2 Y ga(an)ge(zn) + - +an Y g2(an)gnlzr) = > flaw)ga(zr)
k=1 k=1 k=1 k=1
- : L : : o -
a1 Y gn(@r)gr(zr) + a2 > gn(zr)ga(ar) + -+ an Y gnl@r)gn(z) = Y fzr)gn(ar)
k=1 k=1 k=1 k=1
Que representa um sistema linear n x n da forma
a0+ ap0e + arzas v a0, = b
Az + G000 + G303 - Qg0 = by
as1ovp  + azpe 4+ azzas v azn0y, = by
Qp, 1001 + Qp 2009 + Ap 303 - AppQy = bn
onde
m m
ai; =Y gilzr)gi(z) e b= flar)gi(xs)
k=1 k=1
Este sistema tem uma tnica solugao se os vetores formados por gx = (gx(1), - - g (zn))

sdo linearmente independentes. Isto é equivalente a ter as fungoes g;(z) linearmente inde-
pendentes. A matriz A associada ao sistema é uma matriz simétrica, ou seja a;; = a;;.
Logo, para um sistema n X n, serd necesséario calcular (n? —n)/2 elementos.

Exemplo 4.1.2 Usando a tabela do exemplo (4.1.1), vamos ajustar os dados por uma
pardbola. Para isto vamos tomar gi(z) = 1,go(x) = x e gs(x) = 22. Calculando cada

uma das fungoes nos pontos xy temos.

0.10 | 0.20 | 0.50 | 0.65 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 1.10 | 1.23 | 1.35 | 1.57 | 1.70 | 1.75| 1.80 | 1.94

T
f(z) |/ 0.190.36 | 0.75 | 0.87 | 0.91 | 0.96 | 0.99 | 0.99 | 0.94 | 0.87 | 0.67 | 0.51 | 0.43 | 0.36 | 0.11

10}1010(10}10|10}10| 10|10} 10| 10 |10 ] 10| 10| 1.0

g1()
g2(z) || 0.10 | 0.20 | 0.50 | 0.65 [ 0.70 | 0.80 | 0.90 | 1.10 | 1.23 | 1.35 | 1.57 | 1.70 | 1.75 | 1.80 | 1.94
g3($) 0.0110.04]/025/1042({049]0.6410.81]1.21|1.51|1.82]2.46|2.89(3.06]3.24|3.76

Calculando os elementos da matriz e o vetor dos termos independentes temos

15

a1 = Zg1<£€k) * gl(xk) =15
k=1
15

12 = Z g1<l'k) * gg<£€k) =16.29 = a1
k=1
15

a3 = Z g1<l'k) * g;g(l'k) = 22.62 = as1
k=1
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15

Q22 = Z g2(xk) * ga(xr) = 22.62
k=1
15

Q23 = Z 92(1%) * 93($k) =34.92 = asz.2
k=1
15

aszs = Z gg(l’k) * g3<$k) = 57.09
k=1
15

k=1
15

by = > flxp)* ga(zy) = 10.28
k=1
15

by = > flxk) * gs(zy) = 12.66

k=1
Obtendo assim um sistema linear que pode ser resolvido por um esquema numérico estudado
no capitulo 3. A solugcao do sistema € dado por

o = 000, Qg = 199, a3 = —0.99
Portanto a funcao ¢ € dada por
o(r) = 1.992 — 0.992°

A figura 4.2 compara a fungdo ¢(x) com o grdficos dos pontos.
Através da fungao ¢ podemos aproximar valores de f em pontos que ndao pertencem a
tabela. Por exemplo:

f(0) =~ »(0)=0
f() = p1)=1
f(2) = ¢(2)=0.02
No exemplo ajustamos os dados a uma parabola, mas outras funcoes bases poderiam ser
usadas. Como exemplo, poderiamos pensar que os dados representam o primeiro meio ciclo
de uma fungao senoidal. E neste caso poderiamos tomar ¢;(x) = 1 e go(x) = sen(27x) Mas
afinal qual seria a melhor escolha? (Veja exercicio 4.1) O desvio fornece uma medida que
pode ser usada como parametro de comparacgao entre ajustes diferentes. No caso do ajuste
pela parabola temos que o desvio é dado por

D= z_:(f(g:k) — o(z1))* = 0.0019

Se o ajuste feito por uma fungao senoidal tiver um desvio menor, entao este ajuste repre-
sentaria melhor os dados. Outro ponto a ser observado é que a dimensao do sistema linear
depende do nimero de fungoes bases que estamos usando. No caso da parabola usamos trés
funcoes bases e temos um sistema 3 x 3. No caso de uma funcao senoidal teremos um sistema
2 x 2.
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Figura 4.2: Diagrama de Dispersao com o grafico da ¢(x).

4.2 Método dos Minimos Quadrados - Caso Continuo

No caso continuo temos uma fungao f(z) dada num intervalo [a, b] e ndo mais uma tabela de
pontos. O procedimento é andlogo ao caso discreto. Escolhidas as fungoes bases g; devemos
determinar a funcao p(z) = a191(z) + aaga(x) + - -+ + angn(z) de modo que o desvio seja
minimo, onde

D= ["((e) ~ plw)da

Neste caso os a; também sao determinados pela resolucao de um sistema, onde o elemento
a; ; e é obtido através do produto interno entre as funcoes g;(x) e g;(x) e o elementos b; pelo
produto interno entre f(z) e g;(x), sendo

b b
a;; = / gi(z)gj(x)dx e b= / f(x)g;(z)dx
Exemplo 4.2.1 Vamos determinar a melhor pardbola que se ajuste a funcao f(x) = sen(mwz)

no intervalo [0,1]. Para isto devemos tomar, como fungéoes bases, as fungoes gi(x) = 1,
g2(7) =z e g3(x) = 2. Calculando os termos do sistema linear temos

aj, = /01 g1(x) g1 (x)dx =

ajp = /01 g1(x)ge(x)dx =

= G211

N = =
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1 1
aiz = /0 gi(x)gs(z)de = 3 = as,
E 1
w2 = [ g@)gp()de =
0 3
E 1
a3 = /0 92(2)g3(z)dz = 1 a3,2
1 ; 1
ass = /0 93(7)gs () $—%
1
o / F(@)(@)g1 (2)dz = 0.636
0
1
by = / f(z)g2(x)dx = 0.318
0
1
by = / f(z)gs(x)dx = 0.189
0
cuja a solugao € dada por a; = —0.027, ay = 4.032 ¢ a3 = —4.050. Assim temos que

o(z) = —0.027 + 4.032x — 4.05022. A figura (4.3) mostra o grdfico comparativo entre a
funcao f(x) ( linha: —) e o ajuste p(z) (linha: ---).

12

08

06

04F

0.2

Figura 4.3: — : f(x) = sen(nzx); -+ : ¢(x)
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4.3 Ajuste Nao Linear

Existem casos, onde o diagrama de dispersao de uma func¢ao indica que os dados devem
ser ajustado por uma fungao que nao ¢ linear com relagao aos a;. Como exemplo, vamos
considerar os dados

z | -10|-05| 0 | 05 | 1.0 | 1.5 | 20 | 25 | 3.0
f(x) ] 0.157]0.234 ] 0.350 | 0.522 | 0.778 | 1.162 | 1.733 | 2.586 | 3.858

Montando o diagrama de dispersao (Veja figura 4.4) podemos considerar que f(z) tem um
comportamento exponencial. Isto é, f(z) =~ ¢(x) = a;e*?®. Desta forma, um processo

4

251 b

15F b

05F o] i

0 ! ! ! ! ! ! !
-1 -05 0 05 1 15 2 25 3

Figura 4.4: Diagrama de dispersao

de linearizacao deve ser empregado, para que seja possivel aplicar o Método dos Minimos
Quadrados. Neste caso podemos proceder da seguinte forma.

f(z) = 1e™® = z =In(f(x)) = In(ay) + .

Fazendo (31 = In(ay) e B3 = ap 0 problema consiste em ajustar os dados de z por uma reta.
Para isto tomamos ¢1(z) = 1 e ga(x) = z. Calculando as fungoes em cada um dos pontos
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temos
T —1.0 —0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
f(x) 0.157 0.234 0.350 0.522 0.778 |1.162|1.733 | 2.586 | 3.858
z = ln(f(:c)) —1.851| —1.452 | —1.049 | —0.650 | —0.251 | 0.150 | 0.549 | 0.950 | 1.350
g1 (w) 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000
gg(x) —1.0 —0.5 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Calculando os elementos da matriz e vetor dos termos independente temos que

|
M

a, = g1(zk) * g1(zx) =9
k=1
9
a12 = Z 91(2%) * 92(%) =9= 2.1
k=1
9
(1272 = Zgg(:pk) * gg({['k) = 24
k=1
15
by = 2(xy) * g1(xg) = —2.254
k=1
15
by = 2(xg) * go(xp) = 9.749
k=1

Cuja a solucao ¢é dada por
Gy =-1.060 e [ =0.800

Desta forma os valores de «; sao dados por:
ap=e"=0349 e ay= [ =0800

Portanto temos
o(z) = ae® = 0.349¢0-8007

A figura 4.5 mostra a comparacao dos dados com a fung¢ao obtida. Para verificar se fung¢ao
escolhida para a aproximacao foi bem feita, usamos o teste de alinhamento. Este consiste
em tomarmos os dados “linearizados”, isto é, os pontos z da tabela, e fazer o diagrama de
dispersao. Se os pontos estiverem alinhados, entao a escolha da funcao foi boa. A figura
4.6 mostra o diagrama de dispersao dos dados em z, obtidos no nosso exemplo. Podemos
concluir que a nossa escolha pela exponencial foi uma escolha acertada.

4.4 QObservacgoes Finais

O ajuste de curvas permite extrapolar os valores tabelados. Isto é, se os dados estao tabelados
num intervalo [xg, z,,,] podemos aproximar um Z & [z, x,,] com uma certa seguranga. Como
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-1 -0.5 0 05 1 15 2 25 3

Figura 4.5: Diagrama de Dispersao e o Gréfico da ¢(z)

os dados provém de experimentos que estao sujeitos a erros de medicoes, podemos ter mais
de um valor para um determinado ponto. (Veja exercicio 4.4) A fungao obtida considera os
dois valores faz “ uma média ” entre estes valores.

Os elementos a; ; sao obtidos pelo produto interno entre as funcoes g; e g; definidos por

m

Caso Discreto: (g5, 9;) = Z gi(xr)g; ()
k=1

b
Caso Continuo:  (g;, ;) :/ gi(x)g;(z)dx

Se as funcoes g; forem ortogonais, isto é

) 0, parai#j
<g“gj>{k:i, para i = j

a matriz obtida serd diagonal e conseqiientemente a solucao do sistema ¢é imediata. Como
exemplo, veja exercicio 4.5.



Grupo I: gi1(z) =1 e go(x)

Grupo II: ¢1(x) =1 e ga(x)
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Figura 4.6: Diagrama dos dados linearizados

4.5 Exercicios

Exercicio 4.1 Usando os dados abaizo, fa¢a um ajuste de curva com gi(z) =1 e go(x) =
sen(2mx). Calcule o desvio e compare com os resultados obtidos no Exemplo (4.1.1).

z || 0.10]0.20 | 0.50 | 0.65 | 0.70 | 0.80 [ 0.90 | 1.10 | 1.23 | 1.35 [ 1.57 | 1.70 | 1.75 | 1.80 | 1.94

S()]]0.19]0.36 | 0.75 [ 0.87 | 0.91 [ 0.96 | 0.99 | 0.99 | 0.94 | 0.87 | 0.67 | 0.51 | 0.43 | 0.36 | 0.11

Exercicio 4.2 Dada a tabela abaizo
z | 050 075 100 1.50 2.00 2.50 3.00

flx) H 0.479 0.681 0.841 0.997 0.909 0.598 0.141

Entre os grupos de funcoes bases abairo, escolha aquele que representard melhor re-
sultado num ajuste de curvas. Justifique sua escolha. Faga um ajuste considerando sua
escolha.

x.

xT

I
)

Grupo IIT: gi(x) =1 e go(z) = 2°.
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Exercicio 4.3 A tabela abaixo representa o calor especifico da agua em funcdao da tempera-

tura.
o) o 5 10 25 30 35

C(t) | 1.00762 1.00392 1.00153 0.99852 0.99826 0.99818
Fac ca um ajuste linear, um quadrdtico e um cubico. Faca um ajuste nao linear da
forma p(z) = a1e”*2, com ai,as > 0. Calcule o desvio e ache uma aprorimacgdo para
t =15 em cada um dos casos. Sabendo que o valor exato da fun¢do C(15) = 1.00000, qual
dos casos acima apresentou melhor aprorimacdo?

1
z | 01 08 05 05 07 08 08 110 1.80 1.80
f(z) H 0.833 0.625 0.500 0.510 0.416 0.384 0.395 0.312 0.277 0.217
Verifique, pelo teste do alinhamento, qual € a melhor escolha para ajustar os dados entre
as fungoes z = ajan® e z = aqx®. (Obs: Note que neste caso a tabela apresenta dois valores
diferentes para os pontos x = 0.5 e x = 0.8. Isto pode ocorrer se estamos considerando que
0s dados provém de experimentos que sao realizados mais de uma vez. )

Exercicio 4.4 Ajustar os dados abaizo a fun¢ao z =

1
Exercicio 4.5 Usando os polinémios de Legendre g,(x) = 1, go(z) = 7 e go(2) = =(32%—1),

que sao ortogonais em [—1,1], ache a melhor pardbola que aprozima a funcgdo f(x) = cos(x)
no intervalo [—3,3]. (Obs: A ortogonalidade dos polinémios nos forneceria uma matriz
diagonal, se o ajuste fosse feito no intervalo [—1,1]. Logo devemos fazer uma mudan¢a de
varidvel de tal forma que obteremos novas g; que serao ortogonais em [—3,3] )



Capitulo 5

Interpolacao Polinomial

A interpolacao é outra forma de encontrar uma funcao que represente um conjunto de dados
tabelados. Interpolar um conjunto de dados (x, fx), k = 0,1,---,n, consiste em encontrar
uma funcao p,(x), escolhida numa classe de fungoes, tal que esta satisfaga certas propri-
edades. Neste capitulo vamos considerar o caso onde p,(x) é um polinémio de tal forma
que

fk :p(l'k), k :O,1,2,---,n.

Esta condigao é chamada de condicao de interpolacao e o polinomio que satisfaz esta condicao
¢ chamado de polinémio interpolador.

Teorema 5.0.1 (Existéncia e Unicidade) Dado o conjunto de n + 1 pontos distintos
(g, fx), k= 0,1,---n, Isto é, xy # x; para k # j. Ezxiste um dnico polinomio p(x) de
grau menor ou igual a n, tal que p(xy) = fx, para k =0,1,2,--- n.

Prova: Seja p(x) = ag + a1 + apx® + -+ - + a,2". Para obter os a; usamos a condicao de
interpolagao fy = p(xy) para k =0,1,2,---,n. Logo, segue que:

Jfo = p(xo) = ap+ a1z + asTo” + -+ + anzo"

fi = plzy) =ao+ax +agr* + -+ apz”

fn - p(xn) = Qp + a1Ty, + agan + -+ anxnn

Que corresponde ao sistema linear da forma

2 n
1 2z w* -+ x agp fo
2 n
T I R 5| a1 f1
1 ) .3622 s ZCQn a9 = f2
1 2 . n f

60
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A matriz A, associada ao sistema, é uma matriz de Vandermonde, cujo o determinante é

dado por
n -1

Det(A) =[] [T (z — =)

1=14=0

Como x; # x; para | # j, segue que o determinante da matriz A ¢é diferente de zero e
portanto o sistema admite uma tnica solugao |

Exemplo 5.0.1 Vamos achar uma aprozimagao para f(0.3) usando o polinémio interpola-
dor dos dados abaixo.

| 0.0 0.2 04
fr | 4.00 3.84 3.76

Como temos, trés pontos (n+1 = 3), o grau do polinémio serd menor ou igual a dois. Logo
p(x) = ap + a1 + asx’
Impondo a condi¢ao fi, = p(xy) obtemos:

fo=4.00 = p(0) = ag+ a0+ ay0?
fi=384 = p(0.2) = ag + a:10.2 + a30.2?
fo=3.76 = p(0.4) = ag+ a;0.4 + ay0.4>

Que equivale ao sistema linear na forma matricial

1 0 0 [4.00
1 0.2 0.04]3.84
1 04 0.16 | 3.76

A solucdo deste sistema € ag =4, a; = —1 e ay = 1, obtendo assim
plr) =2 —x+4

Desta forma
£(0.3) = p(0.3) = 3.79

Existem outras formas de encontrar o polinomio interpolador que a resolucao de sistemas.
Teoricamente estes procedimentos resultam no mesmo polinéomio p,(x). A escolha de uma
ou outra forma depende dos dados que devemos interpolar.
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5.1 Forma de Lagrange

Vamos considerar o conjunto de n+1 pontos (xy, fx), k = 0,1,...n distintos e vamos consi-
derar o polinomio representado por

pale) = folofa) + ALa(&) + -+ fulon(@) = 3 (o)

onde Lg(x) é um polinomio de grau < n que satisfaz a relagao

0 sek#j
Lk(xj)z{ 1 sek=jy

Com isto temos que

1
po(x)) = foLof/erflLlff '+ijj§@?)+"'+fnLn%§:fj

Logo p,(z) é o polindémio interpolador de f(z) nos pontos xg,z1,...,x,. Os polindmios
L (x) sdo chamados de polinomios de Lagrange e estes sdo obtidos da forma:

(x —wo)(x —a1) - (& — wp1) (@ — Tpsr) -+ (& — )
(xr — wo)(x — 1) -+ (2 — Tp—1) (T — Tpg1) - (T — Tn)

Exemplo 5.1.1 Vamos considerar a tabela de pontos do exemplo anterior

z | 00 02 04
f(x) | 400 3.84 3.76

Calculando os Ly(x) temos

(=) (2 — ) _(:L‘—O2)(x—04) I,

Lo@) = o ooz~ (0=02)(0—=04) 008 —0-6r+008)
_ (E—w)(z—z) _ (z-0)(z—04) -1,

L) = G m =) 02-0)02-04) 001" 047
(= m)(r—21) (- 0)(z—02) 1,

Lae) = O @)~ 04=0)04-02) 008 —267)

Assim temos que
p(r) =2 —x+4

Observe que o polinomio é o mesmo obtido pela resolucao de sistema. Isto ja era esperado,
pois o polinémio interpolador é tinico.
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5.2 Forma de Newton

A forma de Newton do polinémio interpolador é baseada nos operadores de diferencas divi-
didas. Seja f(x) uma fungao tabelada em n + 1 pontos distintos g, z1, ..., x,. Definimos o
operador de diferenca dividida de ordem zero em z; por:

flze] = flzr).
O operador de diferenca dividida de ordem um, nos pontos x, ri.1, € definido da seguinte

forma:
flan] = flop]

Tk — Tk+1

fler, Trga] =

Este valor pode ser interpretado como uma aproximagao para a primeira derivada de f(z),
em xj. O operador de diferenca dividida de ordem dois, nos pontos xx, g1, Trio, ¢ definido
da seguinte forma:

flor, rga] — flTrgr, Trgo]

f[$k7$k+1,$k+2] = ‘
L — Tk+2

De forma analoga, definimos o operador diferenca dividida de ordem n, nos pontos zy, i1, - - -, Thin,
da seguinte forma:

_ flos Thin—1] — flTre1, Tt
f[a]k,lik+1,...,$k+n] = .
Tk — Tk+n

Note que a forma de calculo desses operadores é construtiva, no sentido de que para obter
a diferenca dividida de ordem n necessitamos das diferencas divididas de ordem n — 1,n —

2,...,1,0. Um esquema pratico para o calculo desses operadores é dado pela tabela abaixo
x| flar] flew zri]  Flor Tt Togo] o Tk Thit, - o Thoin)
" & Jo=f

> o
1 bil > W
> fimfe
x1—T2
L2 p) > %{W
fo—T fl20, @ 1]—Fl@1,. 0]
S > ool fin
r3 | f3
Tp-1 | fa—1 ; ;
e

Tn fn
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5.2.1 Construgao do Polinémio

Vamos considerar o conjunto de pontos zg, x1, ..., T,, onde conhecemos os valores da funcao
f(z), dados por fy, f1, ..., fu. Calculando a diferenca dividida de ordem dois entre os pontos
T, To, T, temos

flz, o] — flwo — 2]

r — I

fla, xo, 2] =
Isolando a diferenca de ordem um que depende de x segue que
fla,@o] = flwo, x1] + (x — 21) [z, 2o, 1]
Aplicamos a definicao de diferenca de ordem um no primeiro termo, assim segue que

f(@) = f(xo)

T — Zo

- f[m()’xl] + (ZL‘ - Jil)f[$7l'0,$1],

e isto implica que
f(x) = f(x0) + 7 — 20 f[w0, 21] + (7 — 70) (T — 1) f [T, T0, 1] = P1(T) + Er(2).

Ou seja a funcao f(x) é igual a um polinomio de grau um ,p; (z), mais uma fungao E;(z) que
depende da diferenca dividida de ordem dois. Desta forma podemos dizer que a fungao f(z)
é aproximada por p;(z) com erro de Fi(x). O polinémio p;(z) é o polinémio interpolador
de f(x), nos pontos zg, 1, pois,

pi(zo) = f(zo) + (w0 —/gop)f[%ﬂ?l] + (o —/ﬁ?)(x — x1) fz, 20, 71]
= f(xo)

pi(r1) = f(xo) + (21 — x0) fl20, 71] + (21 — 20) (2 —/{f)f[%xoaxl]
f(zo) — f(21)

= [f(zo) + (21 — 20 P

= f(z1)

De forma analoga, podemos calcular a diferenca dividida de ordem mn, sobre os pontos
x,xg,T1,...,T,, obtendo

f(z) = pu(x) + En (1),

onde

pa(z) = f(20) + (x — 20) flw0, 1] + (T — W0) (T — 1) fl20, 1, T2] + - -+ +

(x —zo)(x —21) - (¥ — pr) flwo, 1 - - -, T (5.1)

E.(x) = (v —xo)(x —x1) - (x —x,) flr, x0, 21, - . ., Tp) (5.2)
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Assim podemos aproximar f(x) por p,(z), sendo que o erro é dado por E,(x). O polinémio
pn(x) é o polindomio interpolador de f(z) sobre os pontos zg, 21, ... x,, pois p(z;) = f(z;),
para 7 =0,1,...,n.

Exemplo 5.2.1 Vamos considerar a funcao f(x) tabelada abaizo.

z | 0 0.5 1 L5
f(x)]0.0000 1.1487 2.7183 4.9811

Montando a tabela das diferencas divididas temos

v | floe]  flowxea] floe, o Tepe] flow, o Tras
0.0 | 0.0000

2.2974
0.5 1] 1.1487 0.8418

3.1392 0.36306
1.0 2.7183 1.3864

4.5256
1.514.9811

Através da equagao (5.1) podemos notar que as diferencas divididas que necessitamos sao as
primeiras de cada coluna. Logo polinomio interpolador € dado por

p(x) = f(xo) +x —xof[vo,z1] + (x — 20)(x — 1) f20, 21, 22] + (7 — 20) (2 — 21) (2 — 22) f[20, X1, T2, T3]
= 0.00 4 (x —0.0)2.2974 + (z — 0.0)(z — 0.5)0.8418 + (2 — 0.0)(x — 0.5)(z — 1.0)0.36306
= 2.05803x + 0.2972122 + 0.363062>

5.3 Estudo do Erro

A equagao (5.2) representa o erro cometido na interpolagao sobre os pontos zg, ..., z,. Se
aproximamos f(Z) ~ p,(Z) o erro serd dado por FE,(Z). Porém este depende da diferenca
dividida f[z, zg, x1,. .., Z,), que por sua vez, depende do valor de f(Z). Como a fungao f(z)
é tabelada, nao temos como calcular este valor. Estimativas para o erro podem ser obtidas
se conhecemos algumas propriedades da fungao.

Teorema 5.3.1 Sejam xg,x1,...,2,, n+ 1 pontos distintos. Seja p,(z) o polinémio in-
terpolador sobre xg,x1,...,x,. Se f(x) én+ 1 vezes diferencidvel em [xq,x,] entdo para
T € |xo, 2, 0 erro € dado por:

foE)

En(z) = f(T) = pn(Z) = (T — 20)(T — 1) -+ (T — m”)m

com & € [0, T
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Prova: Seja G(z) = (z — xo)(z — x1) - - - (x — x,), logo G(z;) =0 parai=0,1,...n.
Seja H(t) = E,(z)G(t) — E,(t)G(x), logo H satisfaz

1: H(t) possui derivadas até ordem n + 1, pois G e E,, possuem derivadas até esta ordem.

2: H(t) possui pelo menos (n + 2) zeros em [xg, x,], pois para t = xi temos

0
H(z) = B0~ Bupd] 6w) =0
e para t = x temos H(x) = En(x)G(x) — En(x)G(x) = 0.
3: Aplicando o Teorema de Rolle a H(t) e suas derivadas até ordem n + 1, temos

H(t) tem n+ 2 zeros em [z, Ty,
H'(t) tem n+ 1 zeros em [xg, z,,)

H"(t) tem n zeros em [z, T,

H+D tem 1 zeros em [zg, T,,]

Por ouro lado temos que
H(t) = B, ()G (t) — B, (1)G(2)
onde,

E,"V() = fUI() = pa I (8)
G = (n+1)!

Como o polinoémio p,, é de grau n temos que p, "V (t) = 0 e segue que
H" (1) = By(2)(n+ 1)! = V()G (x)

A fungao H™*V(t) possui um zero em [xg,7,] que vamos chamar de . Substituindo na
equacao acima temos que

(n+1)
En(ZE) = (ZL“ — xo)(x — 351) o (.’E _ %)m
|
Na pratica usamos um limitante para o erro, sendo
£+ (a)

[Bn(@)| <[ —zo) (@ =) - (& = )| max Zommur

onde temos que ter alguma informacao sobre a funcao que permita limitar sua derivada de
ordem n + 1.
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5.4 Escolha dos Pontos

Uma das caracteristicas da interpolacao é que esta pode fornecer uma aproximacao local,
sem a necessidade de usar todos os dados disponiveis. Como exemplo, vamos considerar a
tabela abaixo

z |02 034 04 052 06 0.72
f(x) 016 022 027 029 032 037"

Vamos achar uma aproximagao para f(0.44), usando um polinémio de grau 2. Neste caso,
necessitamos de 3 pontos e o ideal é escolher aqueles que estao mais proximos do valor que
desejamos aproximar. Logo a melhor escolha serda zy = 0.34,2; = 0.4 e x5 = 0.52. Isto se
justifica pela féormula do erro, pois

|/ ()]

’f(n 1)(x)|
E,(0.44)] <1](0.44—0.34)(0.44—0.4)(0.44—0.52)] m = 0.00032 m
[En(0-44)] < [( ) I ) :ce[x%,}o(@] (n+1)! xe[r??;Q] (n+1)!

Se tivéssemos escolhido xg = 0.2 e x5 = 0.72, o erro estaria limitado por

(n+1)
B, (0.44)] < 0.00268 max L)
x€|zo,2z2] (n+1)'

5.5 Interpolacao Inversa

Considere o seguinte problema:

Dada uma tabela de pontos (zy, fr) e um numero y € [fo, fu]. Desejamos achar o valor
de z de tal forma que f(x) =vy.

Temos duas formas de resolver o problema: Obter o polinémio interpolador de f(x) e
resolver a equagao p,(x) = y. Em geral a equagao p,(x) = y tem mais de uma solugao e se
o grau do polinémio for maior que 2, nao temos um procedimento analitico que determine
as solugoes. A outra forma de se achar = é fazer uma interpolacao inversa. Se f(x) é
inversivel num intervalo contendo y, entao interpolamos a fungao inversa, isto é consideramos
o conjunto de dados x = f~!(y) e achamos o polinomio interpolador de f~!(y).

A condicao para que a funcao seja inversivel é que esta seja monodtona crescente ou
decrescente. Em termos dos pontos tabelados isto significa que os pontos devem satisfazer

fo<fi<--<faoufo>fi>->fy
Exemplo 5.5.1 Dada a tabela de pontos

z | 02 03 04 05 06 07 08
f(x) | 0.587 0.809 0.951 1.000 0.951 0.809 0.587
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Vamos procurar uma aproximagao de x de tal forma que f(x) = 0.9, usando uma interpolacao
quadrdtica na forma de Newton.

Em primeiro lugar devemos determinar em que intervalo pode ocorrer f(x) = 0.9. Neste
exemplo temos duas possibilidades, para x € [0.3,0.4] ou z € [0.6,0.7]. Em segundo lugar
devemos verificar se a funcao f(z) admite inversa. Para o primeiro caso temos que a fung¢do
f(z) é crescente no intervalo [0.2,0.5]. Logo esta admite inversa neste intervalo. No sequndo
caso a fungdo admite inversa no intervalo [0.5,0.8], pois esta € decrescente neste intervalo.
Como desejamos uma interpolagdo quadrdtica temos que ter no minimo trés pontos e nos
dois casos temos quatro pontos. Portanto € possivel achar as duas aprorimagoes. Vamos nos
concentrar no primeiro caso. Montando a tabela da funcao inversa temos

y | 0587 0.809 0.951 1.000
[T 02 03 04 05

Como desejamos um polinomio de grau 2, devemos escolher trés pontos e a melhor escolha sdo
0s pontos que estao mais proximos do valor a ser aprozimado, y = 0.9 (o = 0.809, 21 = 0.951
e 9 = 1.000). Calculando as diferencas divididas temos

y | f' ordem 1 ordem 2
0.809 | 0.3
0.704
0.951 | 0.4 6.999
2.040
1.000 | 0.5

e conseqiientemente o polinomio € dado por

p(y) = 0.3+ (y—0.809)0.704 + (y — 0.951)(y — 0.809)6.999
= 5.115 — 11.605y + 6.994y>

Portanto o valor de x tal que f(z) = 0.9 € aprozimado por x = f~1(0.9) ~ p(0.9) = 0.3315.

5.6 Observacoes Finais

Como no caso do ajuste de curvas, a interpolacao aproxima uma func¢ao, sobre um conjunto
de dados. Porém a interpolacao exige que os pontos sejam distintos. Fato que nao precisa
ocorrer com o ajuste de curvas. Além disso, o grau do polindomio interpolador depende
da quantidade de pontos. Logo para um conjunto de 100 pontos teremos um polinomio
de grau < 99, o que nao é muito pratico se desejamos montar um modelo matematico.
A interpolagao é mais indicada para aproximacoes quantitativas, enquanto que o ajuste de
curvas € indicado para uma aproximacgoes qualitativas. Se desejamos saber a taxa de variacao
de uma determinada fungao (ou seja a derivada), o mais indicado é o ajuste de curvas, pois
na interpolagao nao temos garantia de que f’'(z) =~ p! (z) (Veja figura 5.1).
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Se a funcao que estamos interpolando, sobre n + 1 pontos é um polinomio de grau < n,
entdo o polinoémio interpolador é a prépria f(z). Isto pode ser verificado pela férmula do
erro, onde o termo f"+V (&) = 0 V¢ € [xg, 7).

A interpolacao é mais indicada para aproximacoes quantitativas, enquanto que o ajuste
de curvas é indicado para uma aproximagao qualitativa.

A medida que aumentamos a quantidade de pontos num intervalo [a, b], ocorre o fenémeno
de Runge, que é caracterizado em aumentar o erro nos pontos extremos do intervalo e me-
lhorar a aproximacao nos pontos centrais. Isto é justificado pela férmula do erro, em que os
pontos extremos do intervalo faz com que o fator (x — xg) - - (z — z,,) seja grande. Desta
forma, o polinomio interpolador nao ¢ indicado para extrapolar valores, isto é aproximar
valores que ndo pertencem ao intervalo [xg,z,]. Abaixo apresentamos um exemplo imple-
mentado no MatLab, onde a figura 5.1 mostra o fenémeno de Runge.

2

0.5

~05 ! ! ! ! ! ! ! ! !
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.1: Fenémeno de Runge. - - - p,(x), — f(x)

% Diciplina de Calculo Numerico - Prof. J. E. Castilho
% Forma de Lagrange do Pol. Interpolador

% Interpola a funcao f(x)=1/(1+25x"2) nos pontos

% x=[-1.0,-0.8,-0.6,...,0.6,0.8,1.0]

» Calcula o polinomio e a funcao nos pontos

=
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% xf=[-1.0,-0.98,-0.96,...,0.96,0.98,1.0]

% Compara os graficos e mostra o fenomeno de Runge
b

clear;

xf=-1:0.02:1;

f=1./(1+25 *xf."2);

x=-1:0.2:1;

fk=1./(1+25 *x.72);

% Forma de Lagrange
n=size(xf); % pontos onde vamos calcular o polinomio
m=size(x); ' pontos de interpolacao

for s=1:n(2)
p(s)=0;
for 1=1:m(2)
L=1;
for k=1:1-1
L=L*x(xf(s) -x(k))/(x1)-x(k));
end;
for k=1+1:m(2)
L=Lx(xf(s) -x(k))/(x(1)-x(k));
end;
p(s)=p(s)+fk(1)*L;
end;
end;
plot(xf,f,xf,p,’:’);
print -depsc figbl.eps

5.7 Exercicios

Exercicio 5.1 A tabela abaizo fornece o nimero de habitantes do Brasil (em milhoes) de
1900 o 1970.

ano | 1900 1920 1940 1950 1960 1970
Hab. | 174 30.6 41.2 51.9 70.2 93.1

a) Usando o polinomio interpolador de grau 2, na forma de Lagrange, ache uma apro-
xrimacgao para a populacao mo ano de 1959.

b) Usando interpola¢ao quadrdtica na forma de Newton, estime, com o menor erro possivel,
em que ano a populacao ultrapassou os 50 milhoes.
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c) Com os resultados obtidos no item a) podemos estimar a tara de crescimento da po-
pulacao neste periodo? Justifique sua resposta.

Exercicio 5.2 Considere a fungio f(x) = \/x e 0s pontos xo = 16, 11 = 25 e x5 = 36.
Com que precisao podemos calcular /20, usando interpolacdo sobre estes pontos?

Exercicio 5.3 Considere o problema de interpolacao linear para f(x) = sen(x)+z, usando
0s pontos Ty e x4 = g + h. Mostre que |Ey(x)| < h?/8.
Exercicio 5.4 Dada a tabela abaizo.

z | 02 -01 01 015 055
f(x) ] 0.980 0.995 0.996 0.988 0.955

a) Quando possivel, ache uma aproximacao para f(—0.25) e f(0) , usando o polinémio
interpolador na forma de Newton, com o menor erro possivel.

b) Se tivéssemos usado o polinomio interpolador na forma de Lagrange sobre os mesmos
pontos obteriamos melhor resultado? Justifique.

Exercicio 5.5 Num experimento de laboratorio, uma reacao quimica liberou calor de acordo
com as medicoes mostradas na tabela abaixo

hora ‘ 8:00 hr  9:00 hr  9:30 hr  10:00 hr
col 0 150 210 360

a) Determine uma fungdo que dé a temperatura em fungdo do tempo, de modo que 0s
pontos tabelados sejam representados sem erro.

b) Calcule a provdvel temperatura ocorrida as 9:45 hr.



Capitulo 6

Integracao Numérica - Féormulas de
Newton Cotes

O objetivo deste capitulo é estudar esquemas numéricos que aproxime a integral definida de
uma funcao f(z) num intervalo [a,b]. A integragao numérica é aplicada quando a primitiva
da fungao nao é conhecida ou quando sé conhecemos a fungao f(x) num conjunto discreto
de pontos.

As férmulas de Newton-Cotes sdo baseadas na estratégia de aproximar a func¢ao f(x)
por um polinémio interpolador e aproximamos a integral pela integral do polinémio. As
aproximacoes sao do tipo

n

[ P Aof (o) + Arfm) + - Auflw) = 3 Aif ()

1=0

onde os pontos sao igualmente espagados, isto é xy = xg + kh, com h = (b — a)/n, e os
coeficientes A; sao determinado pelo polinémio escolhido para aproximar a funcao f(x).

6.1 Regra do Trapézio

A Regra do Trapézio é a formula de Newton-Cotes que aproxima a fungao f(x) pelo polinémio
interpolador de grau 1 sobre os pontos g = a e 1 = b. O polindmio interpolador de grau
um, na forma de Newton é dado por

pi(r) = f(zo) + flwo, z1](z — o).

Desta forma vamos aproximar a integral da fungao f(z) pela integral do polindémio, obtendo

[ r@s ~ [ s

= [ #@o) + fleo. i) — z)de

0

72
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= St = an) + o] (% = %~ e o))
= Jleoe - o)+ LIS (o)

= B0 () 1 )

= 2fa0) + T,

2

onde h = z1 — xy. A férmula acima representa a drea do trapézio que tem f(z1) e f(xg)
como os valores das bases e h como o valor da altura. Na figura 6.1 temos uma representacao
desta aproximacao.

6.2 Calculo do Erro

No capitulo de interpolagao vimos que uma fungao f(z) pode ser representada por

f(z) = pu(x) + En (),
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onde p,(x) é o polindémio interpolador e FE,(z) o erro na interpolac¢do definido no Teorema
5.3.1. Calculando a integral da fungao f(x) no intervalo [a, b], segue que

_/abf(:t)dx = /abpn(x)dx + /ab E,(x)dz,

ou seja o erro na integragao é dado pela integracao do erro cometido na interpolagao. No
caso da Regra do Trapézio segue que o erro é dado por

b= [ B = [ —ao)@ e e = 2 pre) ecfa

Como o erro depende do ponto &, que é desconhecido, na pratica usamos a estimativa

3

h
E < - "
Bl < 1 o 176

Exemplo 6.2.1 Como exemplo, vamos considerar a func¢dio f(x) = e‘xz, cuja a primitiva
nao tem uma forma analitica conhecida. Vamos aprozimar a integral no intervalo [0,1]

usando a Regra do Trapézio. Desta forma temos que h=1—0 =1 e seque que
1 g2 1 —02 12
/ e~ (e 4 e") = 06839307
0

Para calcular o erro cometido temos que limitar a sequnda deriwvada da funcao no intervalo
[0,1]. Sendo
f'(x) = (42® = 2)e™

temos que nos extremos do intervalo vale
1£'(0) =2 e [f"(1)] = 0.735759.

Para calcular os pontos criticos da f"(x), devemos derivar f"(zx) e igualar a zero, obtendo,

(@)= (120 -8 e " =0 rx=0ouz ==+ 2

Como o unico ponto critico pertencente ao intervalo é x = 0 seque que

max | f*(§)] = 2

£€la,b]

Com isto temos que
3

h 1
Er < — max | f” = — = 0.166667
r < 35 max €] = 3
Note que esta estimativa do erro informa que a aproximacao obtida nao tem garantida nem

da primeira casa decimal como exata. Logo a solucao exata da integral esta entre os valores
0.6839397 £+ 0.166667.
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6.3 Regra do Trapézio Repetida

A Regra do Trapézio aproxima bem fungoes suaves ( |f'(z)| < 1) e/ou em intervalos de
integracao de amplitude pequena. Para intervalos de amplitude grande podemos fazer uma
subdivisao do intervalo de integragdo [a,b] em n subintervalos de mesma amplitude e apli-
camos a Regra do Trapézio em cada subintervalo (Ver Figura 6.1). Neste caso temos que

1000

a b

Figura 6.1: Regra do Trapézio Repetida

b—a

h = e xxy =x9+kh comk=0,1,....,n

Aplicando a Regra do Trapézio em cada subintervalo [xy, )4 1] segue que

b
[ F@dr m Dot )+ S+ )+ Sk ) 4 S+ fa) + e+ )

_ g[f0+2(f1+f2+--'+fn1)+fn]

O erro cometido na aproximagao ¢ igual a soma dos erros cometidos em cada subinter-
valo, logo temos que o erro é da forma

3

h
E < o 1!
|Erc| <o gndgfélf €3]
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. . . .2
Exemplo 6.3.1 Considerando a funcao do exemplo anterior, f(x) =e=*" em [0, 1], vamos
determinar o numero de subintervalos necessarios para que a Regra do Trapézio Repetida
forneca uma aproximacgao com pelo menos 3 casas decimais exatas. Para isto devemos ter

que |Erg| <107, logo
3

x [ /()] < 107

Sendo h = (b—a)/n e que o mdzimo da sequnda deriwada da func¢ao em [0,1] € 2 (Ver ex.
anterior) seque que

12{601

h? 11
n — max |[f(§)]<107* & n— —2<107*

12 ¢€lo, 1] n3 12
1 4
= = <6 x10
n
< n? > 1666.666

& n > 40.824

Devemos tomar no minimo n = 41 subintervalos para atingir a precisao desejada. Abaizo
apresentamos o uso da func¢ao trapz.m do MatLab que fornece a aproximacgao da integral pela
Regra do Trapézio. Usando 41 subintervalos temos a aproximacgao It = 0.746787657

% Diciplina de Calculo Numerico - Prof. J. E. Castilho
% Exemplo do uso da funcao trapz(x,y)

% Calcula a integral usando a regra do trapezio

% para os pontos

% x=[xo0,x1,...,xn]
% f=[fo,f1,...fn]
yA

h=1/41;

x=0:h:1;
f=exp(-x.72);

It=trapz(x,f)

6.4 Regra de Simpson 1/3

Neste caso, usamos o polinémio de grau 2 que interpola a func¢ao f(x). Para isto necessitamos
de trés pontos xg,z; e x2. Como os pontos devem ser igualmente espacados, tomamos
h = (b —a)/2. Na figura 6.4 temos uma representacao desta aproximacao. Para obter a
aproximacao da integral vamos considerar o polindmio interpolador na forma de Newton,

p2(x) = f(xo) + (x — @0) f[wo, 21] + (x — @) (2 — 1) f[zo, 1, 2].
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E com isto segue que a integral da funcao f(z) é aproximada por

Q

/ab f(x)dx /:2 po(z)dx

0

De forma analoga a Regra do Trapézio, obtemos a formula do erro, integrando o erro cometido
na interpolagao. Desta forma obtemos

" h5
&),

Sl =~ f(e), ¢ € fa ]

Eg = /ab Ey(z)dr = /ab(a: —x0)(x — 1) (T — x2)

Na pratica usamos a estimativa para o erro

5

h .
Eol < — (i)
| S|_90 gne[gflg]lf (&)]

Exemplo 6.4.1 Vamos considerar a fun¢ao do exemplo anterior: f(x) = e~ no intervalo
[0,1]. Para usar a Regra de Simpson temos que ter trés pontos. Desta forma tomamos
~b—a 1-0 1

h=—F"=—75"73
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E com isto seque a aprorimacao € dada por:

/: f(z)dr ~ é<f(0) +4f(1/2) + f(1)) = 0.74718

A limitacao do erro depende da limitacdo da quarta derivada da fun¢dao no intervalo
0, 1], sendo:
FO(z) = (12 — 4822 4 162Y)e ™™

Calculando nos extremos do intervalo temos
1£E0) =12 e |f%(1)] = 0.735759
Calculando os pontos criticos temos
FO(x) = (—322° 4+ 1602° — 1202)e ™ = 0 < 2 =0 ou z = +0.958572 ou = = +2.02018
Como o ponto x = 0.958572 pertence ao intervalo [0,1] temos
| £09)(0.958572)| = 7.41948

Assim temos que

(iv) _
max =12
e |f (§)|

Obtemos desta forma que

5

h .
Eo =< — @) (&) = 0.00416667
s =< 95 gme[%!f 3]

Desta forma podemos garantir que as duas primeiras casas decimais estao corretas.

6.5 Regra de Simpson Repetida

Podemos melhorar a aproximagao da mesma forma que fizemos com a Regra do Trapézio.
Vamos dividir o intervalo de integracao em n subintervalos de mesma amplitude. Porém
devemos observar que a Regra de Simpson necessita de trés pontos, logo o subintervalo que
aplicaremos a férmula serd da forma [xy, zj.2] 0 que implica que n deve ser um nimero par.
Neste caso temos que

b—a

h = e xy=x9+khk=0,1,...,n

Aplicando a Regra de Simpson em cada subintervalo [z, zx12] segue que

/ab f(z)dz

Q

ot AR+ )4 ot At ) bt st Ao Faa) (st a4

= ;L[f0+4(f1+f3+"'+fn—1)2(f2+f4+"'+fn—2)+fn]
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O erro cometido nesta aproximagao é a soma dos erros em cada subintervalo [z, xxi2] €
como temos n/2 subintervalos segue que:

5
|Esr| <n

e (iv)
180 Dax FARC3]

Exemplo 6.5.1 Considerando a integral da fun¢ao f(z) = e, no intervalo [0,1‘], vamos
determinar o numero de subintervalos necessdarios para obtermos uma aproximacgao com tres
casas decimais exatas. Para isto limitamos o erro por |Esg| < 107%. Sendo h = (b—a)/n e
maxeco,1) | fE)(€)] = 12 seque que

h If@(E)) <107t < L 12 g
n —— Inax n— —
180 ¢€fab] - nd 180 —

1
& — <15x10™
n

< n* > 666.66666
& n > 5.0813274

O menor valor de n que garante a precisio é n = 6. Note que a Regra de Simpson necessita
de bem menos subintervalos que a Regra do Trapézio (n = 41).

6.6 Observacoes Finais

As férmulas de Newton-Cotes sao obtidas aproximando a funcao por um polinémio interpo-
lador. Quanto maior for o grau do polinomio, mais preciso sera o resultado obtido. Porém a
estratégia das férmulas repetidas permitem obter uma aproximagao com uma certa precisao
desejada, usando férmulas que sao obtidas por polinomios de baixo grau.

Pelas férmulas de erro podemos observar que a Regra do Trapézio é exata para po-
linomios de grau um, enquanto que a Regra de Simpson é exata para polinomios de grau
tres.

6.7 Exercicios

Exercicio 6.1 Calcule as integrais pela Regra do Trapézio e pela Regra de Simpson usando

seis subintervalos.
/4 \/_d /0.6 dl’
xdr e
1 o 14z

Exercicio 6.2 Calcule o valor de w com trés casas decimais exatas usando a relagao

7r_/1 dx
4 Jo 1+ a2
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Exercicio 6.3 Mostre que se f'(x) € continua em [a,b] e que f"(x) > 0, Va € [a,b], entdo
a aproximacao obtida pela Regra do Trapézio é maior que o valor exato da integral.

Exercicio 6.4 Dada a tabela abaixo, calcule a integral /.150‘30f(x)dx com o menor erro
0

x | 015 0.22 0.26  0.50
flx) | 1.897 1.514 1.347 1.204

possivel.

Exercicio 6.5 Baseado na Regra de Simpson, determine uma regra de integracdo para a

integral dupla
b pd
/a/ S, y)dx dy

Aplique a regra para calcular uma aproximagao para

11
/ / 2 4+ yidx dy
0o Jo



Capitulo 7

Equacoes Diferenciais Ordinarias

(P.V.L.)

Muitos dos modelos matematicos nas areas de mecanica dos fluidos, fluxo de calor, vibracoes,
reagoes quimicas sao representados por equagoes diferenciais. Em muitos casos, a teoria
garante a existéncia e unicidade da solugao, porém nem sempre podemos obter a forma
analitica desta solucao.

Neste capitulo vamos nos concentrar em analisar esquemas numéricos para solucao de
Problemas de Valor Inicial (P.V.1.), para equagoes diferenciais de primeira ordem. Isto é ,

achar a funcao y(x) tal que
{ y = f(z,y)

y(xo) = yo
A aproximagao de y(x) é calculada nos pontos xi, z3,x3,. .., onde x; = xo + kh. O valor
da fun¢ao no ponto x; é aproximado por i, que é obtido em funcao dos valores anteriores
Yk—1,Yk—2, - - -, Yo. Com isto podemos classificar os métodos em duas classes:

Métodos de Passo Simples: Sao aqueles em que o calculo de ¥, depende apenas de y;_.

Métodos de Passo Multiplo: Sao aqueles em que o calculo de y, depende m-valores an-
teriores, Yx_1, Yk—2, - - -, Yk—m- Neste caso dizemos que o método é de m-passos.

7.1 Método Euler

Dado o problema de valor inicial

y(wo) = yo

Uma forma de aproximar a derivada de uma funcao no ponto x; é dado por

{y’zf(x,y)

Y/ (z) = lim y(ao + h]z —y(zo) _ ylzo + h])l — y(o) (7.1)

81
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Como x1 = xg + h e pelo P.V.I. segue que

Y1 — Yo
h
Com isto relacionamos o ponto y; com yp, um valor dado no P.V.I. Assim obtemos uma
aproximacao y(z1) ~ y;. De forma andloga podemos obter y, em fungao de y;, sendo que
de uma forma geral teremos

= f(wo,y0) = y1 = Yo + hf (20, %0)

Ye+e1 = Y + hf(ﬂ:: yk)

Este método é conhecido como Método de Euler.

Exemplo 7.1.1 Consideremos o sequinte problema de valor inicial

y =x—2y

y(0) =1
Neste caso temos que vro = 0 e yo = 1. Vamos usar o Método de Euler para obter uma
aprozimagao para y(0.5), usando h = 0.1. Desta forma temos

y1 = Yo+ h(xog—2y)=1+0.1(0—2x%1)=0.8 ~y(x;) =y(0.1)
yo = y1+h(x; —2y) =084 0.1(0.1 — 2% 0.8) = 0.65 =~ y(z3) = y(0.2)
ys = Y2+ h(xe —2ys) = 0.654 0.1(0.2 — 2 % 0.65) = 0.54 ~ y(x3) = y(0.3)
ys = ysz+ h(xs —2y3) =054+ 0.1(0.3 — 2 % 0.54) = 0.462 ~ y(x4) = y(0.4)
(

s = ys+ h(xy —2ys) =0.462 +0.1(0.4 — 2 % 0.462) = 0.4096 ~ y(x5) = y(0.5)

~— — ~—
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A solugao analitica do P.V.I. é dada por y(z) = (5e™** + 2x — 1)/4. No grdfico abairo
comparamos a solucao exata com os valores calculados pelo Método de Fuler. Note que em
cada valor calculado o erro aumenta. Isto se deve porque cometemos um “erro local” na
aprozimacao da derivada por (7.1) e este erro vai se acumulando a cada valor calculado. Na
prozima secao daremos uma forma geral do erro local.

12

0.8

0.6

04r

0.2

) -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

7.2 Meétodos da Série de Taylor

Vamos considerar o problema de valor inicial

{y’=f(w,y)

y(wo) = yo

Aplicando a série de Taylor para y(z) no ponto xy, temos

_ Y () y" (1) 2 y™ (a) A3 il
y(x) = y(zp) + 1 (7 —a)+ 9] (x—zp) "+ + ol (z—ap)" + (n+1)! (v —wp)
Calculando no ponto xy.; e considerando que xyy; — xrx = h temos que

Y(ve), | y'(7r) o y" (2x) y" )
= h h? 4o g 2 it 7.2
y(@re) = ylaw) + 1! * 21 Tt n! + (n+1)! (7.2)

Como y'(zx) = f(xk, yr) podemos relacionar as derivadas de ordem superior com as derivadas
da fungao f(x,y). Como exemplo consideremos

V@) = o few)
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= fx + fyy/
= fat fof
y"(xr) = fy(fot fof )+ L2 Foy +2f foy + fon

Desta forma podemos obter uma aproximacao para o calculo do P.V.I., substituindo as
relagoes do tipo acima na série de Taylor. Os métodos podem ser classificados de acordo
com o termo de maior ordem que usamos na série de Taylor, sendo

Definicao 7.2.1 Dizemos que um meétodo para a solucao de P.V.I. é de ordem n se este
coincide com a série de Taylor até o n-ésimo termo. O erro local cometido por esta apro-
ximacgao serd da forma

o y(n+1) (5) hn+l

Eloe(Tp11) = (n+1)! € € [Tk, Tt

Como exemplo temos que o Método de Euler é um método de 12 ordem, pois este
coincide com a série de Taylor até o primeiro termo, logo o erro local é dado por

&;ﬂ

9] € € [Tk, Tt

Eloc<xk+1) =

Em geral, podemos determinar a ordem de um método pela féormula do erro. Se o erro
depende da n-ésima derivada dizemos que o método é de ordem n — 1.

Exemplo 7.2.1 Vamos utilizar o método de 22 ordem para aprozimar y(0.5), usando h =
0.1, para o P.V.IL
{ y=x—2y

y(0) =1
Neste caso temos que f(x,y) =z — 2y, logo seque que
y,/:fx+fyf:1_2($_2y)
Substituindo em (7.2) temos que

Y (re),  y'(zr),,
TR

y(zee1) = yloe) +
= ylon) + A= 2y()) + (1 = 2+ dya)

Portanto o método € dado por

h2
Ykr1 = Yk + bz — 2yp) + 5(1 — 2y, + 4yi)



CAPITULO 7. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (P.V.L) 85

Sendo xog =0 e yo = 1 obtemos que

2

h
y1 = yo+ h(zo—2yo) + ?(1 — 20 + 4yo)
2

0.1

= 1—|—0.1(0—2*1)+T(1—2*0+4*1)20.825
h2

Y2 = y1+h(9ﬁ1—2y1)+3(1—2x1+4y1)

0.12
= 0.825+0.1(0.1 — 2% 0.825) + T(l —2%0.1+4%0.825) = 0.6905

h2
Yz = y2+ h(ze —2y2) + ?(1 — 2x9 + 4y2)
0.12
= 0.6905 + 0.1(0.2 — 2% 0.6905) + T(l —2%x0.24+4x% 0.6905) = 0.58921
h2
ys = y3+ h(xs—2ys3) + ?(1 — 223 + 4y3)
0.12
= 0.58921 + 0.1(0.3 — 2% 0.58921) + 7(1 —2%0.3+4x% 0.58921) = 0.515152

2

h
Ys = ys+ h(xg —2y4) + ?(1 — 2x4 + 4ysq)
2

0.1
= 0.51515240.1(0.4 — 2 % 0.515152) + 7(1 —2%0.444%0.515152) = 0.463425

O gréfico na figura 7.1 compara os resultados obtidos por este método, com os resultados
obtidos pelo método de Euler.

Os resultados obtidos pelo método de 292 ordem sdo mais precisos. Quanto maior a
ordem do método melhor sera a aproximacao. A dificuldade em se tomar métodos de alta
ordem ¢é o calculo da relacdo de y"*V(z) = [f(z, y)]™.

7.3 Meétodos de Runge-Kutta

A estratégia dos métodos de Runge-Kutta é aproveitar as qualidades dos métodos da Série
de Taylor (escolher a precisdo) sem ter que calcular as derivadas totais de f(x,y).

O método de Runge-Kutta de 1° ordem é o Método de Euler, que coincide com o método
da Série de Taylor de 19 ordem. Vamos determinar um método de 29 ordem, conhecido
como método de Euler Melhorado ou método de Heun. Como o proprio nome diz, a idéia é
modificar o método de Euler de tal forma que podemos melhorar a precisao. Na figura 7.2-a
temos a aproximacao ye,+1 = Yn + hf(z,, yn) que é obtida pela aproximagao do método de
Euler.

Montamos a reta L; que tem coeficiente angular dado por y'(x,) = f(xn, Yn)-

Ll(x) = Un+ (:L‘ - xn)y; =Yn+ (:L‘ - xn)f(xna yn)
Ll (xn—i-l) = Un + (xn+1 - xn)y:@ = Yn + hf(xm yn) = YCn+t1



CAPITULO 7. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS (P.V.L) 86

12

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2 I I I I I I
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Figura 7.1: Método de Euler "o’ — Método de 2° ordem * ’

Montamos a reta Ly com coeficiente angular dado por f(z,y1,vent1) = f(Tn,yn + hy') €
passa pelo ponto P ( Ver figura 7.2-b ).

Ly(x) = yepi1 + (. — 2pi1) f(Tns1, Yenta)

Montamos a reta Ly que passa por P e tem como coeficiente angular a média dos coeficientes
angular de Ly e Ly (Ver figura 7.2-¢). Finalmente a reta que passa pelo ponto (z,,y,) e é
paralela a reta Ly tem a forma

L@) = g+ (2 = 22) 5 () + Fner, v+ b))

Calculando no ponto x,,; temos

1
Yn+1 = Un + h§(f<l'n, yn) + f(xn-i-lv Yn + hy;))

Podemos observar que o valor de ¥, (Ver figura 7.2-d) estd mais préximo do valor exato
que o valor de ye,,,. Este esquema numérico é chamado de método de Euler Melhorado,
onde uma estimativa do erro local é dado por

h3
|Bioc(a)| < - _max_ |y ()

£6[$n7$n+1]
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Figura 7.2: Método de Euler Melhorado

Determinamos o método de Euler Melhorado por uma construcao geométrica. Também
podemos obter uma demonstracao analitica. Desenvolvemos a série de Taylor da funcao
f(z,y) e calculando no ponto (.41, yn + hy.,). A expressao encontrada deve concordar com
a Série de Taylor até a segunda ordem. Em geral um método de Runge-Kutta de segunda
ordem ¢ dado por

Yn+1 = Un + alhf(xna yn) + a2h'f(xn + blh'a Yn + bzh?/;z)a
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onde
a;+ay, =1
a2b1 = 1/2 (73)
CLQbQ = 1/2

O método de Euler Melhorado é obtido com a; = ay =1/2 e by = by = 1.
Métodos de ordem superior sao obtidos seguindo o mesmo procedimento. Abaixo apre-
sentamos um método de 39 e 42

R-K 39 ordem:
2 1 4
n = y,+-K - K. -K
Yn+1 y+9 1+3 2+93
Ky = hf(zn,yn)
R-K 49 ordem:

1
Ynt1 = yn+6(K1+2KQ+2K3+K4)

Kl - hf(xnayﬂ)

K4 = hf(xn + ha Yn + K3)

7.4 Métodos de Adans-Bashforth

Sao métodos de passo multiplos baseados na integragdo numérica. A estratégia é integrar a
equagao diferencial no intervalo [z, z,41], isto é

[ @i = [T fay@)de = (7.4)

yan) = ye)+ [ e y()da (75)

Tn

Integracao Numérica

A integral sobre a fungao f(x,y) é aproximada pela integral de um polinémio interpolador que
pode utilizar pontos que nao pertencem ao intervalo de integracao. Dependendo da escolha
dos pontos onde vamos aproximar a func¢ao f(x,y) os esquemas podem ser classificados como:

Explicito: Sao obtidos quando utilizamos os pontos x,, x,_1,...,T,_,, para interpolar a funcao

f(x,y).

Implicito: Sao obtidos quando no conjunto de pontos, sobres os quais interpolamos a funcao
f(z,y), temos o ponto 1.
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7.4.1 Meétodos Explicitos

Vamos considerar o caso em que a fungao f(z,y) é interpolada sobre os pontos (z,, f,)
e (zn_1, fu_1), onde f, = f(zn,yn). Considerando o polinomio interpolador na forma de
Newton temos

flz,y) = p(x) = fuor + flen—1, 20)(x — ,-1)

Integrando sobre o intervalo [z, 1] temos

Tp41 Tn+1
/ p(x)dr = / foo1 + flen—1, zn)(x — 2y_q)dx

$n+12 an

- fn—l(xn—l-l - 'rn) + f[xn—lv xn] 9 — Tp—1Tp41 — 7 + Xp_1Tn
n -~ Jn— 1

= hfp1+ fhfl 3 (:anQ —2(x — R)Tpy1 — 22+ 2(2p — h)xn)
n~— Jn— 1

= hf,1+ fhfl 3 (xn+12 — 220 Tpy1 + 0%+ 2R(Tpy1 — :cn)>

o fn B fn—l 1 2 2

= hfn,1 + T 5 (($n+1 — flfn) + 2h )

h
= 3 (2fn-1+3fn)

Substituindo a aproximagao da integral em (7.5) obtemos o seguinte método

h
Yn+1 = Yn + § (2fn—1 + 3fn)

Este método é um método explicito, de passo dois. Isto significa que ¥, depende de y, e
Yn—1- Logo necessitamos de dois valores para iniciar o método: yy que é dado no P.V.L.; 1
que deve ser obtido por um método de passo simples. De uma forma geral, os métodos de
k-passos necessitam de k-valores iniciais que sao obtidos por métodos de passo simples, de
ordem igual ou superior a ordem do método utilizado.

Obtemos o método, aproximando a funcao pelo polindmio interpolador de grau um.
Assim o erro local, cometido por esta aproximacao sera

[ B = [ @)@ - xn)fﬂ(g’;f(g))dx

B2 (E) € € [n s

12

Com isto temos a seguinte estimativa para o erro local

5)
Eoo(, < h*= max "
B S 1D mase [3"(6)
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Exemplo 7.4.1 Considere o sequinte P.V.I.

y = —2zy
y(0.5) =1

Vamos achar uma aprozimacdao para y(1.1) pelo Método de Adams-Bashforth explicito , de
passo dois, usando h = 0.2.

Do P.V.I seque que yo = 1 e xg = 0.5. Este é um método de passo dois e vamos ter
que calcular y, por um método de passo simples que tenha ordem igual ou superior ao do
M¢étodo de Adams-Bashforth. Como o erro local depende da 39 derivada de y(x) temos que
este método € de 29 ordem. Assim vamos utilizar o método de Euler Melhorado, que é um
método de 29 ordem.

1 /
Y1 = y0+h§(f($o,yo)+f(9307y0+hyo))

0.2
= 1+ 7(—2 x0.5% 1+ (=2)%x05%(1+0.2%(—=2%05%1))) =0.82 ~ y(0.7)

Tendo o valor de yy ey, podemos iniciar o Método de Adams-Bashforth, sendo

h
Yo = Y1+ 5 (2fo + 3f1)

0.2
= 0.82+ 7(2 % (—2) %« 0.5%x 14+ 3% (—2) % (0.7) x 0.82) = 0.2756 ~ y(0.9)

h
Y3 = Y2+ 5 (2f1 + 3f2)

0.2
= 02756+ (2% (=2) * 0.7 0.82 + 3 (—2) » (0.9) % 0.2756) = —0.102824 ~ y(1.1)

Se tivéssemos aproximado a func¢ao f(x,y) por um polinémio de grau 3, sobre os pontos
(T, fr), (Tn1s fa1), (Tn_2y fu2), (Tn_3, fn_3) obterfamos o método de passo 4 e ordem 4
dado por
251

h
Yn+1 = yn""ﬂ [55fn - 59fn—1 + 37fn—2 - 9fn—3] Eloc(xn+1) - h5ﬁ0y(v) (6) com 5 S [In, xn—&-l]

Neste caso necessitamos de quatro valores iniciais, 4o, ¥1, %2 € y3, que deve ser calculados por
um método de passo simples de ordem maior ou igual a quatro (Ex. Runge-Kutta de 49
ordem).

7.4.2 Meétodos Implicitos

Neste caso o ponto (z,11, fny1) ¢ um dos ponto, onde a fungdo f(x,y) serd interpolada .
Vamos considerar o caso em que a fun¢ao f(z,y) é interpolada sobre os pontos (x,, f,) e
(Zna1, fne1). Considerando o polindémio interpolador na forma de Newton temos

f(xay) ~ p(x)fn + f[xm xn+1](x - l‘n)
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Integrando sobre o intervalo [z, 1] temos

/nﬂp(m)dm = /n+ fo+ flon, xoa](x — x,)de

xn+12 an
- fn(xn—i—l - mn) + f[xna xn-{—l] T — TpTp+1 — 7 + X2y,
_ hfn fn+1h fTL 2 ($n+1 . xn)Q

h
= 5 (fn + fn+1)

Substituindo a aproximagao da integral em (7.5) obtemos o seguinte método

h
Yn+1 = Yn + 5 (fn + fn+1)

O erro local, cometido por esta aproximagcao sera

/:Lnﬂ Ei(x)dx = /g:l+1 (x — Tpy1)(x — xn)‘f(gé?(g))dx

1
—h’ 12y///(€) § € [xnaxn-i-l]

Note que o célculo de y,4; depende de f,11 = f(@n,Ynt1). Em geral a f(z,y) ndo
permite que isolemos y, 1. Desta forma temos que usar um esquema Preditor-Corretor. Por
um método explicito encontramos uma primeira aproximagao para y,.1 (Preditor) e este
valor sera corrigido através do método implicito (Corretor).

Exemplo 7.4.2 Vamos considerar o sequinte problema:

y = —2xy -y’
y(0) =1

Usando h = 0.1 vamos achar uma aproximag¢ao para y(0.2), usando o esquema

Pt Y1 = Yo+ hf (0, yn)

C' ¢ Ypg1 = Yn + Z (2fn + fut1)
Sendo xog =0 e yo =1 temos
P iy =yo+hf(zo,y0) =1+01(-2%0%1—1%)=0.9
C oy :yo+g(2f0+f1) = 1+% (<2051 =12 =2501%0.9 - 0.97) = 0.9005 ~ y(0.1)
P yp=y+ hf(xl y1) = 0.9005 + 0.1(—2 % 0.1 % 0.9005 — (0.9005)2) = 0.8013
C

0.1
Y=yt 5 (f1 + f2) = 0.9005 + —- ( 2% 0.1 % 0.9005 — (0.9005)2 — 2 % 0.2 % 0.8013 — 0.80132>
— 0.8018 ~ y(0.2)
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7.5 Equacoes de Ordem Superior

Uma equacao de ordem m pode ser facilmente transformadas em um sistema de m equacgoes
de primeira ordem. Este sistema pode ser visto como uma equagao vetorial de primeira
ordem e assim poderemos aplicar qualquer um dos métodos analisados nas secoes anteriores.
Como exemplo vamos considerar o problema de terceira ordem dado por

y/// — 22 4+ ?/2 _ y/ _ 2y”95

y(0) =1
y'(0) =2
y'(0) =3

Para transformar num sistema de primeira ordem devemos usar varidveis auxiliares. Fazemos
Y =w=1y" =w efazemos 3y’ = w' =z = y”" =w" = 2. Com isto a equagao acima pode
ser representada por:

~

y=w
w' =z
Z =24y —w— 2z
y(0) =1
w(0) =2
2(0)=3
O sistema acima pode ser escrito na forma matricial, onde
Y 0 1 0 Y 0
w =10 0 1 w |+ 0
z' y —1 —2x z x?
———
' A Y X

Desta forma temos a equacao vetorial

Y =AY + X
Y(0) = Yo

onde Yy = (1,2,3)T. Vamos aplicar o método de Euler na equacao acima obtendo

Yo =Y, + h(AY, + X,)

ou seja
Yn+1 Yn 0 1 0 Yn 0
Wpe1 | = wn | +h 0 0 1 w, |+ 0
Zni1 Zn Yo —1 —2x, Zn T2

Tomando h = 0.1, vamos calcular uma aproximagao para y(0.2). Calculando Y; ~ Y(0.1)
temos que

A Yo 0 1 0 Yo 0
wy | =1 wy | +h 0 O 1 wo | + 0 =
Z1 20 yo —1 —2xg 20 Zo
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Y1 1 0 1 0 1 0 1.2
wy | =12 |+0.1 0 0 1 2 |+ 0 =1 2.3
21 3 1 -1 —-2x%0 3 02 2.9
Calculando Y3 ~ Y (0.2) temos
Ya Y1 0 1 0 Y1 0
Wo = w1 +h 0 0 1 w1 + 0 =
Z9 21 y —1 —2x 21 12
Yo 1.2 0 1 0 1.2 0 1.430
we | = 2.3 | +0.1 0 0 1 23 | + 0 = | 2.590
2 2.9 1.2 —1 —2x%0.1 2.9 0.12 2.757

Note que neste caso nao estamos achando apenas o valor aproximado de y(0.2), mas também
de ¥'(0.2) e y”(0.2), sendo

y(0.2) 1.430
y'(0.2) |~ | 2.590
y"(0.2) 2.757
7.6 Exercicios
Exercicio 7.1 Dado o P.V.I.
y=z—y
y(l) =2.2

a) Considerando h = 0.2, ache uma aproximacao para y(2.6), usando um método de
sequnda ordem.
b) Se tivéssemos usado o método de Euler, com o mesmo passo h, o resultado obtido seria

mais preciso? Justifique.

Exercicio 7.2 O esquema numérico abaixo representa um método para solucao de E.D.O.

h 251
Yn+1 = Un + ﬂ [gfn—I—l + 19fn - 5fn—1 + fn—Q] com Eloc(xn-i-l) = hB%y(E)) (g)

Classifique o método de acordo com o numero de passos, se este € implicito ou explicito, a
ordem do método, procurando sempre dar justificativas as suas respostas.

Exercicio 7.3 Determine o método de Runge-Kutta, de 22 ordem, obtido com a; = 0,ay = 1
e by =by=1/2 (ver (7.3)). Aplique o método para o P.V.I.
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Exercicio 7.4 Considere o P.V.1I.
Yy =y
y(0) =1

a) Mostre que quando aplicamos o método de Euler Melhorado ao problema temos
h2 n+1
Ynt1 = <1+h+2>

b) Comparando com a solugao exata do problema, vocé esperaria que o erro tivesse sempre
o mesmo sinal? Justifique.

Exercicio 7.5 Considere o P.V.1I. abaizo.

{y’zx—Qy
y(0) =1

a) Ache as aproximacoes, para y(x) no intervalo [0,2], usando h = 0.2 e o esquema
numérico bairo

Pt Y1 = Yo+ hf(@n + /2y, + 1/2y)
h
C 5 Yny1=Yn+ §(fn+1 + fn)
b) Sabendo que a solugdio exata é dada por y(x) = (5e™** +2x —1) /4, plote (novo verbo?)

um grdfico com os valores obtidos pelo esquema Preditor e pelo esquema Corretor.
Compare os resultados.

Exercicio 7.6 Determine uma aproximacao para y(1) utilizando o método de Euler com
h =0.1, para o P.V.1. abaizo.

y' =3y +2y=0
y(0) = —1y'(0) =0



