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Capitulo 1

Introducao

A matematica é, de alguma maneira, usada na maioria das aplicagoes da
ciéncia e da tecnologia. Tem sempre havido uma relagdo muito préxima
entre a matematica de um lado e a ciéncia e tecnologia do outro.

Algumas de suas dreas surgiram e foram desenvolvidas na tentativa, as vezes
até frustrada, de solucionar problemas reais, ou seja, aqueles relacionados
com alguma situagao pratica.

Com frequéncia estes problemas reais nao podem ser convenientemente so-
lucionados através de férmulas exatas. Assim se for possivel aceitar uma,
solugao aproximada os métodos numeéricos serao as ferramentas adequa-
das para sua solugao.

Uma grande fonte de métodos numéricos sao as solugoes e demonstragoes
matematicas que geram métodos construtivos ou algoritmicos. Os al-
goritmos gerados sao utilizados para se obter as solugoes numeéricas.

1.1 Solugoes Nao Construtivas

Um exemplo de solugao que nao gera método contrutivo sao as demons-
tragoes de teoremas de existéncia e unicidade feitas por contradi¢do. Este
tipo de demonstracao, geralmente, baseia-se na suposi¢ao da nao existéncia
de solugao, ou de sua nao unicidade, e nos conduz a uma contradigao. Uma
prova deste tipo evidentemente nao nos fornece informagoes que nos possibi-
lite determinar a solucdo. Apesar disso é de vital importancia nos permitin-
do, de antemao, evitar a procura de solucoes para problemas sem solucao.
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1.2 Solugoes Construtivas

Vejamos agora um exemplo de método construtivo para o célculo de uma
aproximacao da raiz quadrada de um numero real positivo maior do que 1.

Algoritmo de EUDOXO de Cnido

Seja p um nuimero real positivo maior do que 1. Para determinar ,/p devemos
determinar um nimero z de modo que z? = p.

1 2 N/ xo:@ p

Figura 1.1:

Como p > 1 temos que 1 < /p < p.

Escolhe-se entao xo, primeira aproximagao para ,/p, tomando-se a média
aritmética entre 1 e p.

2o := 3(1+p).(veja figura 1.1)
Pode-se mostrar que p/x¢ < |/p < Zo.

Escolhe-se agora outra aproximacao x1 calculando a média aritmética entre
xo e p/xo

x1 := (2o + p/x0)/2

Temos novamente p/x; < \/p < z1.

Continuando deste modo podemos considerar a seqiiéncia de aproximagoes
sugerida por Eudoxo definida como:

(1+p)/2 se n=0

Ty 1= P (1.1)
(Tp—1+ )/2 se n>1
Tn—1

Vamos utilizar o algoritmo proposto acima para calcular algumas aproxi-
macoes para /2.
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Algoritmo de Eudoxo para /2

Tp x2
1.50000000000000 | 2.25000000000000
1.41666666666667 | 2.00694444444444
1.41421568627451 | 2.00000600730488
1.41421356237469 | 2.00000000000451

1.41421356237310 | 2.00000000000000

Slwlin ol 3

Observando a tabela acima podemos até ficar surpresos com a velocidade e
precisao do algoritmo, mas o leitor mais atento poderia questionar:

Como podemos ter certeza que a seqiiéncia definida em (1.1) realmente
converge para /p 7

Na verdade este é sempre um ponto crucial quando estamos utilizando um
algoritmo ou método numeérico, ou seja a necessidade de provar que o método
ou algoritmo proposto realmente nos leva a solucao do problema.

Utilizando alguns teoremas da analise matematica pode-se demonstrar que
a seqiiéncia definida em (1.1)converge para ,/p.

A seguir daremos exemplos de problemas reais e os respectivos métodos
numéricos que sao utilizados para sua solugao.

1.3 Problemas Reais x Métodos Numéricos

Gostariamos de salientar que o objetivo desses exemplos é simplesmente
tomar um primeiro contato com alguns problemas e os respectivos métodos
numéricos utilizados na solugao. Nao temos como objetivo a modelagem dos
problemas e nem a deducao das equacoes neles envolvidas.

1.3.1 Calculo da Idade da Lua

Em junho de 1969 o programa espacial americano culminou com a Apolo
XI levando trés astronautas a lua. No regresso foram trazidos 22kg de
material lunar e distribuidos por laboratorios em varias partes do mundo
para estudos.

Um estudo interessante foi a determinacao da idade desse material onde
foram utilizados processos relacionados com a desintegracao radioativa.

Define-se a atividade de uma amostra radioativa como o nimero de desin-
tegragoes por unidade.

Como observado desde o inicio do estudo da radioatividade, a atividade
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é proporcional ao numero de atomos radioativos presentes. Isto pode ser
modelado do seguinte modo

Seja N (t) o numero de dtomos radioativos na amostra no instante ¢. Entao
a atividade satisfaz a equacao diferencial

dN(t) _ _
—= 7 =AN() A=cte>0 (1.2)

A é dita constante de desintegracao do material.

Designando por Ny o ntimero de atomos radioativos no instante t = 0 a
solucdo de (1.2) é dada por

N(t) = Noe™™

A desintegracao radioativa pode ser usada para se calcular a idade de amos-
tras de determinados materiais sabendo-se que:

e Com a desintegracao radioativa o Uranio 238 (Ussg) se transforma em
Chumbo 206 (Pbags) e 0 Uazs em Pbygr através das equagoes

206 _ n7238( ,A23s8t
NPb _NU (6 238 _1)

207 __ 235 ( ,A235t
N2 = N235(hasst _ 1)

e O quociente NIQJ38 /N(2]35, em qualquer amostra, é sempre constante e
igual a 138. Essa constante é denominada razao isotdpica.

N}%(l))6 _ N(2]38 (e)\238t _ 1) _ L (e>\238t _ 1)
N]%%? N[2]35 (6)\235t _ 1) 138 (e)\235t _ 1)

Podemos entao determinar a idade de uma amostra de rocha da qual co-
nhecemos a razao isotdépica N pb207/N 2% determinando o valor de ¢ na
equagao

(A2ss)t _ 207

(&

oo = 138]\712;7(’;6 (1.3)
€ -1 Pb

onde Aogg, Aags € N]%%7 / N]%%G sao constantes conhecidas.
Como nao é possivel explicitar o valor de ¢t na equacao 1.3.

A solugao deste problema exigira a utilizacdo de métodos numéricos para
determinar Zeros de Funcgoes

12
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1.3.2 Crescimento de Bactérias em uma Colonia

Seja N(t) o nimero de bactérias existentes em uma colonia no instante ¢.
Um laboratorista colheu os seguintes dados sobre o tamanho da colonia.

t/horas | 0 | 1 | 2 | 3| 4 5
N() |27 |42 60|87 | 127 | 185

Para efeito de dosagem de medicamento o laboratorista precisa determinar
o tamanho da colonia para um tempo ¢t = 24, com os dados ja colhidos e
sem obviamente esperar pelo transcurso das 24 horas.
O crescimento dessas bactérias pode de um modo simplificado ser modelado
através da seguinte equacao diferencial

dN (t)

dt

A solugao da equagao diferencial (1.4) é dada por

=kN(t) onde k=cte (1.4)

N(t) =af' onde « e 3 sdo constantes ndo conhecidas.

Temos aqui um problema de previsao. Para determinar a fungao N (t) deve-
mos encontrar as constantes o e 3 de modo que N (t) se ajuste aos valores da
tabela da melhor maneira possivel. Uma vez determinadas essas constante
teremos uma férmula explicita para N(t) e poderemos prever o tamanho da
colonia para ¢t = 24 simplesmente calculando N(24). A solugao deste pro-
blema exigira a utilizacdo de métodos numéricos para Ajuste de Curvas.

1.3.3 Deflexao de uma Viga Simplesmente Engastada

- L >

3

Figura 1.2: Viga Engastada

Considere uma viga simplesmente engastada de comprimento L sujeita a
uma carga P em sua extremidade livre (figura 1.2).

Seja x a distancia medida ao longo do eixo da viga com x = 0 na extremidade
engastada.
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A variavel y mede a deflexdo da viga com a direcao positiva sendo tomada
para baixo.

Denotando por ET o médulo de rigidez a flexao da viga pode-se mostrar que
a deflexao y(z) é solucao do seguinte problema de valor inicial para uma
equacao diferencial de segunda ordem

v _ P _
T A
y(0) =0

y'(0) =0

A solugao deste problema utilizara os métodos numéricos para Solucao de
Equacgoes Diferenciais Ordinarias.

1.3.4 Calculo de Probabilidades - Distribuicao Normal

6722/2
Funcao de Densidade z) =
¢ P(2) W
3
fo o(2)dz
T T T ] T T T T
-3 -2 -1 0 1 ¢ 2 3

Figura 1.3: Distribuicao Normal

Na estatistica a distribuigao normal de Gauss tem papel fundamental.

Em intimeras aplicagoes torna-se necesséario o seguinte calculo

¢ e
Pr(OSsz):/O qb(z)dz:\/%/o 72 dz (1.5)

A integral que aparece no iltimo membro de (1.5) representando a area ha-
chureada da figura 1.3 nao pode ser calculada através dos métodos classicos
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para determinagao de uma primitiva da funcdo ¢(z). Podemos nesse caso
utilizar um método de integragao numérica para resolve-la.

As tabelas com os valores dessa integral para diversos valores de £ que apare-
cem nos livros de estatistica sao construidas utilizando métodos numéricos.
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Capitulo 2

Erros

Nenhum resultado obtido através de célculos eletronicos ou métodos numé-
ricos tem valor se nao tivermos conhecimento e controle sobre os possiveis
erros envolvidos no processo.

A analise dos resultados obtidos através de um método numérico representa
uma etapa fundamental no processo das solugbes numéricas.

2.1 Numero Aproximado

Um nimero z é dito uma aproximagao para o nimero exato x se existe uma
pequena diferenca entre eles. Geralmente, nos cédlculos os niimeros exatos
nao sao conhecidos e deste modo sao substituidos por suas aproximagoes.
Dizemos que £ é um numero aproximado por falta do valor exato x se T < .
Se T > x temos uma aproximagao por excesso.

Exemplo 2.1.1

Como 1.41 < v/2 < 1.42 temos que 1.41 uma aproximacao de v/2 por falta
e 1.42 uma aproximacao de v/2 por excesso.

2.2 Erros Absolutos e Relativos

2.2.1 Erro Absoluto

A diferenga entre um valor exato x e sua aproximagcao z é dito erro absoluto
o qual denotamos por e,.

€y =T —ZX

17



2.3. Fontes de Erros S.R.FREITAS

2.2.2 Cota para o Erro

Na pratica, o valor exato é quase sempre nao conhecido. Como o erro é
definido por e, := x — T consequentemente também serd nao conhecido.
Uma solucao para este problema é ao invés de determinar o erro determinar
uma cota para o erro. Isso permitird que, mesmo nao conhecendo o erro,
saber que ele estd entre dois valores conhecidos.

Dizemos que um numero € > 0 é uma cota para o erro e, se |ez| < €

lez| <€ <= [z —F|<e <= T—e<ax<T+e

Assim, mesmo nao conhecendo o valor exato, podemos afirmar que ele esta
entre £ — € e T + € que sao valores conhecidos.

E evidente que uma cota € s6 tem algum valor pratico se ¢ =~ 0

2.2.3 Erro Relativo

Considere : x =100 ; £ = 100.1 ¢ y = 0.0006 ; § = 0.0004.
Assim e, = 0.1 e e, = 0.0002.

Como |e,| é muito menor que |e,| poderiamos ”imaginar” que a aproximacao
y de y é melhor que a & de x. Numa analise mais cuidadosa percebemos
que as grandezas dos numeros envolvidos sao muito diferentes.

Inspirados nessa observagao definimos:

que é denominado erro relativo. Temos entao para os dados acima:
E, =e,/Z=0.1/100.1 = 0.000999
E, =e,/y = 0.0002/0.0006 = 0.333333

Agora podemos concluir que a aproximacgao & de x é melhor que a g de y
pois |E| < |Eg|.

2.3 Fontes de Erros

2.3.1 Erros Inerentes

Sao os erros que existem nos dados e sao causados por erros inerentes aos
equipamentos utilizados na captacao dos dados.

18



2.3. Fontes de Erros S.R.FREITAS

2.3.2 Erros de Truncamento

Sao os erros causados quando utilizamos num processo algoritmico infinito
apenas uma parte finita do processo.

Exemplo 2.3.1

. 2 28 > "

Podemos assim usar 1 + 2 + 2%/2! + 2% /3! como uma aproximagdo para o
valor exato e*. Observe que para isso truncamos uma série infinita utilizando
apenas uma parte finita dela. No exemplo utilizamos para a aproximagao
apenas quatro termos da série.

Usando a aproximacao acima temos:

e=1+1+1/2+1/6 =2.66666 que é uma aproximagao muito pobre para e

2.3.3 Erros de Arredondamento

Erros de Arredondamento sao os erros originados pela representacao dos
nuameros reais utilizando-se apenas um nimero finito de casas decimais.
Como se sabe, desde a mais simples calculadora até o mais potente compu-
tador, utiliza apenas um ntumero finito de casas decimais para representar
um ndmero real.(nimero real é denominado niimero de ponto flutuante nas
linguagens de programagao)

Dizemos entao que os equipamentos eletronicos utilizam nos calculos a cha-
mada aritmética finita.

Ao longo desse capitulo veremos que algumas propriedades que sdo validas
nas operacoes com os numeros na chamada aritmética infinita, por exem-
plo a lei comutativa da adigdo (a+b=b+a), podem nao valer na aritmética
finita.

Exemplo 2.3.2

Suponha que tenhamos um computador que trabalha com 5 casas decimais
e que nele estejam armazenados os nimeros : x = 0.23454 e y = 0.15567.

Queremos calcular z = zy. Observe que como x e y tem 5 casas decimais
z terd 10 casas decimais. Como proceder para armazenar z com 10 casas
decimais nesse computador que s6 pode armazenar nimeros com 5 casas
decimais 7
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A seguir veremos duas maneiras de solucionar este problema. Para tanto
serd necessario introduzir os conceitos a seguir.

2.3.4 Aritmética de Ponto Flutuante

Seja x = 123.432. Utilizando poténcias de 10 o nimero x pode ser repre-
sentado das seguintes maneiras:

123.432 = 12.3432x 10 (2.1)
123.432 = 0.123432 x 10° (2.2)
123.432 = 12343.2 x 1072 (2.3)
123.432 = 0.00123432 x 10° (2.4)

Estas representacoes podem ser unificadas impondo-se a condicao de que o
nimero que multiplica a poténcia de 10 esteja entre 0.1 e 1.
Observe que :

12.3432 > 1
12343.2 > 1
0.00123432 < 0.1
0.1 <0.123432 < 1

Assim, apenas igualdade (2.2) satisfaz a condigao imposta.

Dizemos que um nimero nao nulo x esta representado na forma normali-
zada na base 10 se

1
xr=m x 10° ondeﬁg\m|<1

m é dita mantissa do niimero x e e seu expoente.
De um modo esquema&tico podemos sempre representar um nimero de ponto
flutuante como

sinal mantissa expoente
+ a1|a2|---|an e

Observe que como a mantissa m satisfaz a desigualdade 0.1 < |m| < 1
ela pode sempre ser escrita como

m = +0.a1a2a3 - - - a, com a; € {0,1,2,...,9}ea; #0
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2.3.5 Representacao de um Nimero com t Digitos

Seja x # 0 um nimero de ponto flutuante. Assim x pode ser escrito como

x = £0.a1a2 ... a1a441 - . . ap x 10° com a; € {0,1,2,...,9} ea; #0
Como
0. a1 a2 ... a
+ 0. 0 0 ... 0 a1 ... ay (2.5)
0. al a9 . ag  Ai41 e Qp,
e 0.00...a:41...0, =0.a441...a, x 107" (2.6)

Usando 2.5 e 2.6 temos :

x = =£(0.a1az...ata¢41 ... ayn) x 10°
+(0.a1az...a; +0.00 ...a141...a,) x 10°
+(0.a1a9 ... a; x 10° + 0.a41 . .. ap) x 10°7¢

f=0.a1a92...a¢

Fazendo { (2.7)

temos © = f x 10° + g x 10°"  ondef e g satisfazem as condicdes

{0.1 <|fl<1 (2.8)

0<g<1

Observe que f esta na forma normalizada e tem ¢ digitos (casas decimais).

2.4 FErros de Arredondamento

2.4.1 Arredondamento Truncado

Como acabamos de mostrar todo nimero real (de ponto flutuante) nao nulo
pode ser colocado na seguinte forma

r=fx10°+ g x 10" com f e g satisfazendo (2.8)
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2.4. Erros de Arredondamento S.R.FREITAS

Vamos considerar T = f x 10° como uma aproximagao para .
O erro cometido ao aproximarmos x por Z é denominado erro de arredon-
damento truncado sendo definido por

egi=x— 0 =gx10°"¢

ATENCAO!

Note que aproximar x por I é equivalente a considerar apenas
t casas decimais de x e desprezar as restantes.

Exemplo 2.4.1 Seja x = 234.726. Determine uma aproximacao de para x
usando arredondamento truncado e 4 digitos(4 casas decimais).

Observe que x = 234.72621 nao estd na forma normalizada, assim devemos
colocé-lo nesta forma.

x = 0.23472621x10% = (0.2347 + 0.00002621)x10°

Temos entdo como aproximacio para z o valor & = 0.2347 x 103.
O erro cometido neste caso serd dado por
ex = 0.23472621 x 103 — 0.2347 x 10® = 0.00002621 x 10 = 0.02621

2.4.2 Arredondamento Simétrico

Como ja vimos Vxr € R pode ser escrito separando-se t digitos na forma
normalizada como z = f x 10 4 g x 107,
Quando consideramos a aproximacao & para x definida por

5;—{ f x 10¢ se 0<g<05

fx10°4+10" se 05<g<1 (2.9)

entao o erro cometido é denominado erro de arrendondamento simétrico
e é dado por

. g x 10¢7 se 0<g<0.5
T (g—1)x10°t  se 05<g<l1

Proposicao 2.4.1 O arredondamento simétrico definido em (2.9) é equi-
valente a conhecida regra de arredondamento de um numero com t casas
decimais:
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e Se o valor do algarismo que fica na (t+ 1)-ésima casa decimal for me-
nor do que 5 arredondamos o numero desprezando-se todos algarismos
apds a t-ésima casa decimal;

e Se for maior ou igual a 5 soma-se 1 ao algarismo na t-ésima casa
decimal e desprezam-se os algarismos restantes.

Antes de demonstrar a proposicao vejamos um exemplo.

Exemplo 2.4.2

Sejam x = 0.236721 e y = 0.4513486. Se estivermos arredondando os
nimeros z e y usando 3 casa decimais teremos z = 0.237 e § = 0.451
pois no primeiro caso temos na quarta casa decimal temos algarismo 7 que é
maior que 5 e assim devemos somar 1 ao algarismo na terceira casa decimal
(6+ 1 =7) e desprezar os restantes. No segundo caso temos algarismo 3 na
quarta casa decimal, que é menor que 5 e entao apenas desprezamos todos
algarismos a partir da quarta casa decimal.

Demonstragdo. = fx10°se 0<¢g <05

Como f=0waj...a; e ¢g=0.a441...a, temos
= (0.a1a2...a;) x 10° se 0<g<0.5

0<9g<05 <<= 0<0.a441...ap <05 <= a1 <5.

Isto mostra a primeira parte da equivaléncia. Para a segunda parte temos
&= (0.a1az...a;) x 10°+ 10" se ¢g>0.5
g>05 <= 0.at41...ap, =05 < a1 >5H
Basta agora verificar que
T = (0.a1az...a;) x 10+ 107" = (0.a1 ...a; + 107") x 10° =
(0.a1...a;+0.00...1) x10° = (0.a1...a; + 1) x 10°
¢

ATENCAO!

Na aritmética finita ou seja quando os niimeros de ponto
flutuante sao representados apenas por um nimero finito de casas decimais
as operacoes aritméticas envolvendo estes nimeros introduzem sempre um
erro de arredondamento. Como ja salientamos todo equipamento eletrénico
de calculo desde a mais simples calculadora até o mais potente main frame
utiliza a aritmética finita em seus calculos.

Veremos a seguir que os erros introduzidos pela aritmética finita podem ser
controlados.
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2.4. Erros de Arredondamento S.R.FREITAS

2.4.3 Cotas para os Erros de Arredondamento
Proposigao 2.4.2

Suponha que estejamos utilizando arredondamento truncado e uma ari-
tmética finita com t casas decimais.

Entao 101t € uma cota para o erro relativo cometido a cada operacao efe-
tuada.

Demonstracao. No caso de arredondamento truncado temos:

lez|  lg] x 1077 10e7t 1007
|Z|  |f] x 10e T (0.1)10¢  10e-1

|E,| = =101

Proposicao 2.4.3 Suponha que estejamos utilizando arredondamento simé-
trico e uma aritmética finita com t casas decimais.

1
Entao 5101% € uma cota para o erro relativo cometido a cada opera¢ao
efetuada.

Demonstracgao.
o g x 10¢7t se 0<g<3
v (g—1) x10°t se 1<g<l1
g x 107/ f x 10¢ se 0<g<3

(9—1) x 10°7t/(f x 107t +10°7)  se L<g<1

1 1 1 1
Observandoque 0 < g< = =g/ <=z e = <g<l=|g—-1|< =

2 2 2 2
lglloe=* 1, 1
W < 510 Se 0< g < 5
‘E:C‘ =
lg — 1]10° lg— 1]10°t 1

< < -10t l<g<i
[ F]10°—t + 10°-1 [ F]10°t 9 ¢ 3=9

2.4.4 Casas Decimais Exatas

Dizemos que uma aproximacao £ de um numero exato x tem r casas deci-
mais exatasse

|z — F <0.5x 107"
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Exemplo 2.4.3 Seja & = 0.1393 com 4 decimais exatas.

O que se pode afirmar sobre o valor exato x 7

Temos |z — %] = |z —0.1393] < 0.5 x 10~% = 0.00005 <

(0.1393 — 0.00005) < = < (0.1393 — 0.00005) < (0.13925) < x < (0.13935)
Ou seja pode-se afirmar que (0.13925) < z < (0.13935)

2.5 Propagacao dos Erros

2.5.1 Propagagao dos Erros Absolutos

Seja £ uma aproximacao para x e §j Uma aproximagao para y ou seja
e; =T — I eey=y—y Entao temos:

1. Soma

Exty = €z T €y

Demonstragao.

Claty) =@ +Y) —@+Y) =@ -2+ (Y -9 =ex ey

2. Subtracao

€x—y = €z — €y

Demonstragao.

Co—y) = (T —Y) =@ -9 =2-T-(Y—-9) =ex—¢

3. Multiplicacao

ery = Ty + Yy

Demonstracao. Por definicao e, =2 -7 e ey =y —y

zy = (T +ez) (U +ey) =Ty + Jey + Tey + ezey (2.10)
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2.5. Propagagao dos Erros S.R.FREITAS

Como e, e e, sao supostamente pequenos o produto e e, torna-se
desprezivel com relagao aos outros termos de 2.10 e assim podemos
escrever

TY =TY R Tey +ye, —
(zy) = (xy) — (27) = Tey + Yey
4. Divisao
€ T
6(5) == — -5 2€y
RN ()
Demonstragao.
Comox=2+e, e y=y+ e, temos:

r  (TH+eg) 1

—=—— =+ ez)m (2.11)

Yy (G+ey)
Mas Va € R com |a| < 1 vale a igualdade

=1+a+a’+---+a"+... (Série Geométrica )

1—-a
€y « : ! Cy
e como — ¢é proximo de zero, ou seja |—| < 1, podemos fazer a = ——
Y Yy
na igualdade acima e teremos
e €y 2 €y .3
=1-2+(E) - (&) +...
e R

€y 3

y

=)

Yy

Substituindo esta aproximagao na equagao 2.11 temos
r (T +es)
Y y

: . ey 2 < Lo
pois como —Z é pequeno os fatores (—2) , ( . sao despreziveis.

€y,  TY+yey — Tey — €zey
t=5)= Ok

K

€r
— = —ey—s
~ y ~ 2
y ¥ (¥)
Assim é bastante razoavel considerar
er T

ey = — —€y>=5
Wy )

pois ezey ~ 0

~
~

|
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2.5. Propagacao dos Erros S.R.FREITAS

2.5.2 Propagacgao dos Erros Relativos

1. Soma e Subtragao

> _ex:I:ey: exiey_iEiL
@) T 31y ity akg i+y C kg

Ly

onde a ultima igualdade foi conseguida substituindo e, por TFE, e e,

por yE,.

By

H <

7
E(yiy) = E, +
@) " iy " T iy

2. Multiplicagao

. _ N - -
By = o Bt ies ey G 6y & _p g
iy Ty ooy 7
3. Divisao
PO B RS IS S
DT TRV TRy e T

Exemplo 2.5.1 Seja 0 < 21 < z9 < 23 < x4 onde os numeros x; sao exatos
ou seja By, =0,1=1,2,3,4.

Determine uma cota para o erro cometido no calculo de w = z1+xo+2x3+24,
supondo que estejamos usando uma aritmética finita com t casas decimais

e arredondamento simétrico.

E claro que na aritmética infinita a ordem com que somamos os fatores
x; para calcular w ¢é irrelevante pois vale a lei comutativa da adicdo, ou
seja, (r1 + x9 = x9 + x1). Veremos a seguir que o mesmo nao acontece
na aritmética finita ou seja neste caso a ordem em que efetuamos as somas

parciais pode influir no resultado.
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2.5. Propagagao dos Erros S.R.FREITAS

Observe que a cada operagao realizada na aritmética finita é introduzido um
erro de arredondamento que vamos denotar r;, +=1,2,3....

Como estamos utilizando t casas decimais e arredondamento simétrico temos
que |r;| < 5101_t.

I

€2
- 7E 7E T =7r
) + To 1 + ) + 1 1

E(x1+x2) 71 + 72

pois como z; e 2 sao exatos Ey, = Fy, =0

_ _(mtma) PN B
T+ g+ D) 4 1
X1+ X2

= —7"r1+7r2
r1 +x2 + X3

E(:v1+x2)+x3 By + 12

B (x1+x2+m3)
T1+ X2+ T3+ T4
T4
T+ X2+ T3+ T4

r1 +x2 + x3 r1 + 22
= (7’1 +T2)+T3
T+ T2 +x3+2x4 X1+ T2+ T3

E(w1+ar2+1’3)+a:4 (z14z9+a3) T

E., +r3s (FEy =0)

961+332+963(T T+ X2
= 1
w 1+ T2 + 3

E($1+$2+1‘3)+$4 + T2) + 73

(7’2(1'1 + 29 + xg) + 7’1(%1 + x2) +
(1 + x2 + 3+ 24)

(331(7”1 + 1o + 7“3) + a?2(7"1 +7ro+173) +
3(7“2 + 7'3) + 1347“4)

gl B

8

Portanto temos :

1
|Bw| < —(@1(|r1] + [re| + |r3]) + z2(r1| + |2 + [rs]) +

z3(|r2| + |r3|) + 24lra])

g

1 1 1
< —(3x1 + 322 + 223 + :Jc4)§101*t (pois |ri| < 5101’15)
w

Observe que o tamanho de |Ey,| depende do tamanho da expressao
(3x14+3x9+2x3+24). Esta por sua vez atinge seu valor minimo quando temos
r1 < 290 < x3 < 24. No exemplo acima se tivessemos mudado a ordem da
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soma, ou seja, se tivessemos utilizado parcela x4 no lugar da parcela x; a cota
para o erro seria maior pois como x4 > x terfamos (3x4+ 3xs+2x2 + 1) >
(321 + 322 + 223 + 24).

E claro que na aritmética finita isto nao aconteceria pois pela lei comutativa
da soma teriamos : 1 + o + T3 + T4 = T4 + T2 + 3 + X1

. - a—> a b
Exemplo 2.5.2 Considere as expressoes u = ( ) ev= <7> — (> .
c c c
Supondo a, b e ¢ positivos e exatos mostre que embora tenhamos v = v na
aritmética infinita o erro relativo por arredondamento em v pode ser muito

maior que em u se a >~ b.

b
E(a—b):aibEa—a_bEb—i—rlzrl (E, = Eb=0)

Ev=FEwwn=FEa-b)—E.+m2=rl+r2 E.=0

1
Assim  |E,| < |rl| + || < 2510H =10
Por outro lado

E(%):EG—EC—F’I“g:Tg

E(g):Eb—Ec+T4:T4

() (o) a
Ey: £ EE — £ FE = —
B-0 @ @ O T e
a b al bl 1
E,| < < 1)-10
b
Basta agora observar que lim(|a’ + 1o +1)=+00

a—b ]a — b|
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2.6

1-—

Exercicios Propostos

n
Seja w = E T; € T; aproximacoes para x;.
i=1
Sabendo-se que |z — 7;| < e parai=1,... ,n.
Mostre que o erro maximo cometido no cédlculo de w é n X e.

Seja S = 1+ V2 + ---++/100. Supondo que as proximacoes para
as raizes foram calculadas com 2 casas decimais exatas teremos S =
671.38

Quantas casas decimais exatas tem esse resultado?

1000
Deseja-se determinar o valor de S = E e'. Supondo que desejamos
i=1
obter o valor de S com 3 casas decimais exatas com que precisao
deveremos calcular os valores de e* 7

Quantos termos devemos considerar na soma da série

1 1 1 1 1
5 3 175
para que tenhamos uma aproximacgao para a soma com 3 casas deci-
malis exatas.
Sugestao: Pode ser provado que o erro cometido quando se trunca
uma série alternada decrescente no termo de ordem n é menor que o
valor absoluto do termo de ordem n 4 1. Por exemplo, se aproximar-

mos a série por, digamos, 1 — % + é o erro cometido serd menor que
1

T

Suponha que a seja um nimero positivo e exato e que o nimero 2
possa ser representado de maneira exata num computador.
Determine limites para os erros relativos cometidos em v = a + a e
v = 2a e conclua que este limites sdo iguais.

Suponha que a seja um numero positivo e exato e que o nimero 3
possa ser representado de maneira exata num computador.
Determine cotas para os erros relativos cometidos em u =a+a+a e
v = 3a.

Conclua que a cota para a expressao u € maior que a cota para a
expressao v.
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7 —

10 -

Suponha que a e b sejam ntmeros positivos exatos.
Mostre que o limite superior do erro relativo cometido no cédlculo de
u = 3(ab) é menor que o cometido em v = (a + a + a)b.

Suponha: a e b positivos e exatos e que a > b.

Mostre que, embora em precisao infinita seja verdadeira a igualdade
a+b=(a®—-b%/(a—0), os erros de arredondamento podem tornar o
valor da expressao a esquerda da igualdade diferente do da direita.

Suponha que a seja exato e positivo e que 1 possa ser corretamente
representado. Considere as expressoes u = (1+a)? e v = 1+ (2a+a?).
Mostre que quando a torna-se muito grande os limites de erro relativo
para u e v aproximam-se da igualdade mas quando a torna-se muito
pequeno o limite para o erro relativo em u se aproxima de trés vezes
o limite do erro relativo em v.

Considere as expressoes u = a(b— ¢) e v = ab — ac, nas quais supomos
que a,b,c sao exatos, a > 0,b > 0,¢c >0, b >ce b= c Mos-
tre que u tem uma exatidao relativa muito melhor sob as condicoes
estabelecidas.
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Capitulo 3

Zeros de Funcoes

Dada uma fungao f : R — R dizemos que a € R é um zero da funcao f se
fla)=0.

Observe que determinar os zeros de uma fungao f é equivalente a determinar
as raizes da equacdo f(x) = 0, ou seja determinar os valores x € R que
satisfazem f(z) = 0.

Exemplos

a) f(z)=3x—4

b) f(x) =2%+2x -3

c) f(x) =sen(x) —x

d) f(x) =ze* —2
Podemos sem grandes dificuldades determinar os zeros das funcoes dos items
a) e b).
No caso da funcao do item a) temos um tnico zero x = 4/3.
Para a fungao do item b) podemos usar a férmula de Baskhara para encon-
trar as raizes r1 = 1 e 9 = —3 da equacao 2 +2x—3=0.
Para a funcao do item c) o valor = 0 é evidentemente um zero de f. Serd
que nao existe outro zero?
No caso da funcao do item d) nao é nada evidente que a fungao tenha algum

zero e caso tenha qual seja seu valor. Assim o problemas de determinacgao
de zeros de uma funcao envolvem obviamente as seguintes questoes basicas:

e A funcéo tem algum zero ?
e Ele é tnico 7

e Qual é seu valor ?
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3.1 Delimitacao dos zeros de uma fungao

Dada uma fungao f : R — R delimitar os zeros de f significa determinar
intervalos (a,b) que contenham os zeros de f. Existem dois métodos para
resolver este problema.

O Método Grafico e o Método Analitico

3.1.1 Método Grafico

Como j4 foi observado, determinar os zeros de f é equivalente a determinar
as raizes da equacao f(x) = 0. Tendo como base esta observagao o método
grafico consiste em :

e Escrever f como a diferenca de funcoes g e h ou seja f = g — h onde
possamos sem muito esforgo esbocar os gréaficos das fungoes g e h;

e Usar f(z) =0 <= g(z) = h(z);

e Esbocar, da melhor maneira possivel, os graficos de g e h e determinar
por inspecao os intervalos onde estao os pontos de intersecgao de g(z)
e h(x) ou seja os pontos T onde ¢g(z) = h(Z)

Exemplo 3.1.1 Delimitar os zeros da funcio f(z) =e® + 22 — 2.

f(x)=0 <= " +22-2=0 = e* =2 —2?
Assim temos g(z) = e® e h(z) =2 — 2% (Veja Figura 3.1)

A

gla) =e

Figura 3.1:

.37 zero de f € (0,4/2) e I g zero de f € (—/2,0)
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Exemplo 3.1.2 Delimitar os zeros da fungao f(z) = In(z) + x

f(x)=0 <= In(z)+2=0 <= In(z) = —x (Veja Figura 3.2)

h(z) = In(x)

v

-8
Lm—

g(x) =~z

Figura 3.2:

s.dxzerode f:x € (0,1)

Exemplo 3.1.3 Delimitar os zeros da funcao f(z) =e* —1/x .

f()=0 <= e*—1/z =0 < e* =1/z (Veja Figura 3.3)

3

=

Figura 3.3:

g(@) = 1/x

s.3Zzerode f:x € (0,1)
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3.1.2 Método Analitico

Este método é baseado no seguinte teorema

Teorema 3.1.1 Teorema do Valor Intermediario (T'VI)

Seja f: R — R continua.
Se existem a e b € R talque f(a)f(b) <0 entdo I c € (a,b): f(c) =0.

ATENCAO!

O TVI assegura que se f troca de sinal nos pontos a e b
entao f tem pelo menos um zero entre estes pontos. E’ claro que existe a
possibilidade de que a funcao tenha mais do que um zero no intervalo.

O exemplo a seguir ilustra esse fato.

Exemplo 3.1.4 Seja f: R — R, f(z) = 23 — x.

f(2):8—1:7>Oef(—2)2—8—12—9<0gftemumzerono
intervalo (—2,2) .
Na verdade f tem 3 zeros nesse intervaloz = —1, 2 =0eZz=1.

O exemplo a seguir mostra a necessidade da hipdtese da continuidade da
funcdo f no teorema do valor intermediario.

1 0
Exemplo 3.1.5 Seja f: R — R definida como f(z) = {Q/x se z # .
se v =

f(x)>0sex >0
Observe (Figura 3.4) que ¢ f(x) <0sex <0
mas f(z) #0 Vr € R

Note que a funcao f definida acima é descontinua no ponto z = 0 pois
i f(2) # f(0) . (lim f() = +o0 e [(0) =2)

Exemplo 3.1.6 f: R— R f(z) =xe® —2

fO)==2ef(l)=e—2>0= f(0)f(1) <0 = 3 T zero de f tal que
z€(0,1)
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y=1/z

Figura 3.4:

Uma pergunta natural neste ponto é sobre a existéncia ou nao de outro zero
neste intervalo. O teorema a seguir nos ajuda a responder essa questao.
Teorema de Rolle

Seja f : R — R ; continua em [a, b] e derivavel em (a,b).

Sejam 1, z2 € [a,b] tal que f(x1) = f(z2) = 0.

Entao 3 x1 € (21, 22) tal que f/'(§) = 0.

O teorema afirma que entre dois zeros da fungao sempre existe um zero da
derivada.

Nas provas de unicidade usaremos o teorema de Rolle na sua forma contra-
positiva

Contra-positiva do Teorema de Rolle
Se f'(x) #0, Vz € (a,b) entdo f(z) # f(z), Vx,z € (a,b) com x # 2z

Exemplo 3.1.7 Prove que f: R — R; f(x) = ze” — 2 tem um tnico zero
em (0,1).

Temos que:
f(z) =xe® —2 = f'(x) =e"(1 — x).
S fi(x)=€e"(1—2)#0 Vze(0,1).

Isso prova que no intervalo (0, 1) existe um unico zero de f.
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Exemplo 3.1.8 Seja f : R — R; f(z) = e*+x2—2. Determine um intervalo
contendo um tunico zero de f.

f0)=1-2<0;f(1)=(e—1)>0= I T zerode f € (0,1) .
fl(x)=e"4+22x >0 Vze (0,1) = T é zero unico.
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3.2 Meétodo da Bisseccao - MB

Vamos considerar f: R — R uma fung¢éo continua. Suponhamos que existe
um intervalo (ag,bg) onde f(ap)f(by) < 0. Entdo pelo teorema do valor
intermedidrio(TVI) teremos que:

3z zero de f no intervalo (ag, bp).

Para determinar uma aproximcao para T podemos utilizar o METODO DA
BISSECCAO que consiste em :

Determinar uma seqiiéncia de intervalos (ag, by) satisafazendo as seguintes
condigoes:

i) S (ak,bk),kZO,I,Q,...
ii) (ak,bk) C (akfl,bkfl),k‘ = 1,2,3, ...

(bk—1 — ak—1)

i) (bp — ay) = 5 k=1,2,3,...

Vamos construir uma seqiiéncia de intervalos com as propriedades acima
descritas.

Vamos supor, sem perda de generalidade, que f(ag) < 0 e que f(bg) > 0.
Caso contrario basta trocar f por —f pois f e —f tém os mesmos zeros.
Entao os intervalos (ay,bx) para k=1,2,3,...

podem ser determinados da seguinte maneira:

(ag—1 +brp—1)/2

Ty,
(ag, b)) = {(xk’bk—l) se f(wg) <0 (3.1)

(ag—1,zK) se f(zr) >0

Observe que:

e Se f(xx) = 0 entdo nds encontramos o zero T = xj que estamos pro-
curando.

e f(ar) <0e f(br) > 0 pela construcao de (a, by)

Proposicao 3.2.1 Considerando a seqiéncia de intervalos definidos em
(3.1) e apds n etapas teremos (Figura 3.5)
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(bO — (10)
27L

[ I I ]
(7% Tn+1 X bn

>

A

Figura 3.5: n-ésima etapa do Método da Bissecgao

i) T € (an,by);

i) (bn = an) = 2220,

(bo — ao)
2TL

i11) |Tps1 — 7| <
w) lim zp4 ==
n—00
Demonstracgao.
i) Pela construcao dos intervalos em (3.1) nota-se que
Flan) < 0e f(by) > 02 7 € (an, by).

ii) Pela definigao de (ag, by) temos

(b1 —a1) = (bo—ao)/2

(bg — ag) = (b1 — CL1)/2 — (bg — a2) = (bo — a())/22
(b3 —a3) = (b2 —az)/2 — (b3 — az) = (bo — ag)/2°
(ba —as) = ( )

bg—ag /2 :>(b4—a4):(b0—a0)/24

(b, - ap) = (bn_l. —ap—1)/2 2 (bn, — an) - (bo — ap)/2"

an + by,
2

iii) Como zp41 = = Znt1 € (ap,by)
colengr — 2 < (bp — an) = (b — ap)/2" ( Veja Figura 3.5 )

iv) 0 < lim |zp41 — 2| < lim (bp —ap)/2" =0

Solim zp =7
n—oo
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Pela proposicao 3.2.1, para se determinar uma aproximacao T para T

com erro inferior a € ou seja |T — Z| < € basta determinar n satisfazendo

by — b
M<eeentéotomari:an+ no
AL 2

Exemplo 3.2.1

Determine uma aproximacio para v/3 com erro inferior a 1072.

Observe que o problema é equivalente a determinar o zero de f(z) = 22 — 3
com erro inferior a 1072.

flx)y=22-3, f(1)=—2e f(2) =1 =37 zero de f em (1,2)

f'(x) =2z #0Vx € (1,2) = T é tnico.

Vamos calcular quantas etapas serao necessarias para atingir a precisao de-
sejada ou seja determinar n tal que (by — ag)/2" < 1072

by — 2—1
(02nao)<102 — ( o )<10*2 = "> 10? =

In(2") > In(10%) <= nIn(2) > 2In(10) <= n > 2In(10)/In(2) = 6.64

Logo n = 7 ou seja devemos realizar 7 etapas.

k| ax by, Thy1 f(Tri1)
011 2 1.5 <0
115 2 1.75 >0
2115 1.75 1.625 <0

3] 1.625 1.75 1.6875 <0
4 | 1.6875 1.75 1.71875 <0

51 1.71875 | 1.75 1.73438 >0

6 | 1.71875 | 1.73438 | 1.72657 <0

7 | 1.72657 | 1.73438 | £ = (1.72657 + 1.73438)/2 = 1.73048

Exemplo 3.2.2

Determine o zero de f(z) = = + In(z) com erro inferior a 1072

Como ja vimos anteriormente o zero T € (0,1).

Como comprimento do intervalo onde se encontra o zero e a precisao desejada
sao os mesmos do exemplo anterior, o nimero de etapas também sera mesma
ou sejan =1.

41



3.2. Método da Bisseccao - MB

S.R.FREITAS

k| ag bi; Thy1 J(@py1)
010 1 0.5 <0
1105 1 0.75 >0
21 0.5 0.75 0.625 >0
3105 0.625 0.5625 <0
4 1 0.5625 | 0.625 0.5938 >0
51 0.5625 | 0.5938 | 0.5781 >0
6 | 0.5625 | 0.5781 | 0.5703 >0
71 0.5625 | 0.5703 | x = 0.5664
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3.3 Meétodo Iterativo Linear - MIL

Como ja vimos, para utilizar o método da bisseccao é necessario que exista
um intervalo no qual a funcéo troca de sinal.

E claro que existem funcoes que nao satisfazem esta propriedade. Uma
fungao f tal que f(x) > 0 tem obviamente zeros que nao podem ser deter-
minados através do método da bissecgao.

Assim serao necessarios outros métodos para se determinar aproximacgoes
para os zeros nestes casos.

Um desses métodos é o método iterativo linear que como veremos a seguir
estd intimamente ligado ao método das aproximacoes sucessivas.

O método das aproximacoes sucessivas determina aproximacoes para pon-
tos fixos de fungbes como sera visto em seguida.

Definigao 3.3.1 Dada uma fungao f: R — R, dizemos que 3 € R é ponto
fixo de f «— f(B) =5

Exemplos
1- f(x) =2 V€ R éponto fixo de f ;
2- f(xr)=2% B=-1,8=0,8=1 sdo pontos fixos de f;
3 - f(z) =sen(x) « =0 é ponto fixo de f;

4 - f(x) =sen(r)+x —2 nao tem pontos fixos.

ATENCAO!

Os pontos fixos acima foram determinados resolvendo-se a
seguinte equacao:

f(z) =2 < f(x) — 2 =0. No item 2 resolvemos z°> =z <

3 —2=0 <= (2% 1) =0 que tem raizes —1;0 e 1

3

As equivaléncias acima nos indica que o problema de determinar zeros de
uma funcao f pode ser transformado no problema de determinar os pontos
fixos de uma funcao adequada g sendo esta transformacao fornecida pela
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equivaléncia das equagoes

’f(x) =0 <= x =g(r) paraalgumag

ATENCAO!

Observe que geométricamente determinar os pontos fixos de
uma func¢ao g(x) é determinar os pontos de intersec¢ao entre as curvas

y=g(x)
y=x

(Veja a figura 3.6)

Figura 3.6:

E facil ver que é sempre possivel transformar f (r) =0 < z = g(z) para
alguma g.

De fato, basta ver que f(z) = 0 <= x = z + f(x) e assim escolher

g9(x) =z + f(z).
Pode-se mostrar também que esta equivaléncia nao é Unica ou seja a equagao
f(z) = 0 pode dar origem a diversas equagoes equivalentes x = g(z).

Vejamos alguns exemplos deste fato.

i- f(x)=¢€"—x
f(2)=0 <= " —2=0 {x—
=

i - f(z) =a2-2
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r=2+1—2
f@)=0 <= 22 -2=0 <= {2z =2/

r=(x+2/x)/2

Proposicao 3.3.1 Método das Aprozimagoes Sucessivas (MAS)

Seja g : R — R continua e xqo arbitrdrio € R.
Considere a seqiiéncia (xy,) definida recursivamente por:

T sen=20
Ty 1= 0 (Veja figura 3.7)
g(Tn—1) sen>1
Ay
y=x
Observe que: (w0, 1)
r1 = g(xo > (371,1‘1)
T2 = g(T1 Y
/1 En Ty = g(a)
(] |
X0 T;b l‘ll =Z‘

Figura 3.7: Interpretacao Geométrica do(MAS)

Se lim(z,) = B entdo g(8) = B ou seja [ € um ponto fizo de g.

Demonstracao.

. def. xp 7. ti .
B= lim () B lim gl 1) 7 2™ g(lim 1) = 9(5)

Observe que a seqiiéncia (z,,) depende de g. Assim é de se esperar que a
convergéncia de (x,) esteja vinculada a alguma propriedade de g.
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AV 0<yg'(z)<1 y=z Y -1<g'(z) <0

A

|
|
|
A |
|
|
|

Zo T X9 g7 ro T2x X T

8l

Figura 3.8: Seqiiéncias Convergentes

A proposigao (3.3.2), a seguir, esclarece esta questao.
Na demonstracao a seguir vamos utilizar o seguinte teorema do

cdlculo diferencial

Teorema do Valor Médio (TVM)
Seja f : [a,b] — R continua em [a, b] e derivavel em (a,b).
Entao Va1, zo € [a,b], FE € (x1,22) : f(z1) — f(x2) = f/(&)(x1 — 2)

Proposigao 3.3.2 Método Iterativo Linear

Seja f : (a,b) — R; T € (a,b) zero de f e xg € (a,b) arbitrdrio.
Considerando a equivaléncia f(x) =0 <= x = g(z) definimos a seqiiéncia
(xn) recursivamente como

(an) = { g(rp_1) se n>1
Entao temos:

(i) Se |d'(x)| < L <1 paratodox € (a,b) entio limzx, = Z. (Veja a
figura 3.8

(i) Se |¢g'(z)| > M >1 para todo x € (a,b) entao x,, é divergente. (Veja
a figura 3.9

Demonstracao. Vamos demonstrar inicialmente o item (i).
Como T € zero de f = & € ponto fixo de g pois pela equivaléncia temos
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(@) =0 <= 7 =g(7)
_ i (TVM) _
|z — 2| = [g(ar—1) —g(@) " =" 1g'Ollek1 -7 VkeN  (32)
Usando a hipdtese |¢'(z)] < L Vz € (a,b) temos
‘(L‘k - .’Z” < L|xk,1 - .f’ Vk e N (33)

Fazendo k=0,1,2...,n em 5.3 temos
(1'1 — .f') = L(.%'O — i‘)

(ra —2) = L(x; — )
(x3 —7) = L(x2—2)

(:UQ - f) < L2(a}0 -
(.Tg — i’) < L3($0 —

K

—
=

L)

(T - T) = L(:cn;l -I) = (a:n —I) < L™(xo— )

Portanto

0< |oy — & < L"|zo — & =

0 <lim |z, — Z| <lim L"|z¢ — Z| “y
(*) 0<L<1=>lmL"=0

Logo lim |z, — Z| = 0 = limz, = & como queriamos demonstrar .

Vamos demonstrar agora (ii).

g@)>M ou

g'(x) < -M

Usando a equag¢ao 3.2, a observagdo anterior e procedendo como em (i)
temos

Observe que |g'(z)| > M <= {

Ty — T M"(xo—Z) ou (3.4)
(=M)"(zo — z) (3.5)

Como M > 1 temos:

>
<

Ty — T

lim M" = 400 = lim(x,, — &) = +00 = (x,) € divergente.
lim(—M)*" T = —0o = lim(z9p41 — T) = —00 = () € divergente.
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N g (x) < —1 y=g(z)

y=u

5\

Figura 3.9: Seqiiéncias Divergentes

Exemplo 3.3.1 Considere f(z) = ze® — 1, que como ja vimos no exem-
plo 3.1.3, tem um zero z € (0,1)

Vamos determinar uma aproximacao para este zero usando o MIL.
i) g(x) =e”
i1) g(x) = —In(x)
i)g'(x) =—e" =g ()| =" =e""

Como a funcao f(x) = e™* é decrescente no intervalo (0,1), teremos
e=® < e’ paratodo z € (0,1).

x

fla)=ze* —1=0 <= x:e_“”:>{

Concluimos entao quelg’(z)] <1 Vzx € (0,1).
Assim escolhendo xy € (0, 1) a seqiiéncia x,, := g(x,—1) = €*"~! convergira
para T que é o ponto ponto fixo de g e portanto o zero de f.

it) ¢ (x) = —lnx = |¢/(z)| = |1/z| > 1 Vz € (0,1).

Essa escolha para g nao é adequada.
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Vamos usar seqiiéncia definida em i) para calcular aproximagoes para &

k| op=g(wg—1) = €™ | |z — 2pp—1]
0 | 0.5 (arbitrario)

1 | 0.6065 0.1065
2 1 0.5452 0.0613
3 | 0.5797 0.0345
4 1 0.5601 0.0187
5 | 0.5712 0.0111
6 | 0.5649 0.0063
7 | 0.5684 0.0020
8 | 0.5664 0.0020
9 | 0.5676 0.0012
10 | 0.5669 0.0007
11 | 0.5673 0.0004
12 | 0.5671 0.0002

3.3.1 Critérios de Parada

Como a seqiiéncia x, é convergente —> lim |z — zx_1| = 0. Ou seja a
k—o00
diferenca entre iterados consecutivos fica cada vez menor.

Isso, no entanto, nao nos permite fazer nenhuma inferéncia sobre o érro
cometido nessas aproximacoes para T .

No exemplo acima utilizamos |x; — xp_1| apenas como “critério de parada”,
ou seja calculamos os iterados x até que |z — xp_1| < 0.0002.

Podemos apenas considerar que z15 = 0.5171 é uma aproximagao para z. O
quao boa ou ruim é esta aproximacao nada podemos afirmar, até agora.

Um outro ”critério de parada” muito usado para os métodos iterativos é
aquele em que fazemos as iteragoes até que seja atingida a condicao:

|f(x;)] <e onde e=0
Observe que se z; ¢ um zero de f temos que |f(z;)| = 0.

Exemplo 3.3.2 Seja f(x) = 22 — 2 (Observe que Z = v/2 é zero de f)
Usando o MIL determine:

a) Uma funcio g “adequada” para o clculo de aproximacoes para T = /2
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b) Calcule as aproximacdes até que : |z — zp_1| < 1076

Solugao de a)
f(1.5)f(2) < 0= 3z zero de f € (1.5,2)

f(2)=0 = 12 =2 <= 2 =2/1 —

1 2
r=-(x+ —) paraz € (1.5,2)
x

2
o) = S+ D) > ) = 51— )

Precisamos mostrar agora que |¢'(z)| < L < 1Vz € (1.5,2)

Vamos mostrar que 0 < ¢'(z) < 1/4 Vx € (1.5,2)

Denotemos h(z) = ¢'(z) = h'(z) = 2/2% . K'(x) > 0V € (1.5,2)

= h(z) é crescente em (1.5,2) .. h(1.5) < h(x) < h(2) Yz € (1.5,2) =

0 <¢'(z) <1/4 = a funcao g definida acima é adequada para nossos
propositos.

Solugao de b)

rp = g(TK-1) |z — Tp—1]
1.750000000
1.446428571 | 3.03571428571429 x 101
1.414572310 | 3.18562610229276 x 102
1.414213608 | 3.58702541713773 x 10~%
1.414213562 | 4.54908342106819 x 10~8

=W N = O

Exemplo 3.3.3 Seja f(z) = 2tg(z) — z — 1 que tem um zero = € (—m,m)

Determine uma fun¢ao de iteragao g tal que f(z) =0 <= z = g(z) que
gera uma seqiiéncia convergente para o MIL.

flz) =2tg(z) —2—1=0 <= x=2tg(x) — 1 = g(x) = 2tg(x) — 1
g (z) =2(1+tg*(x)) = |¢'(z)| > 1 Vo € (—m,7) .. esta g ndo é adequada.
Vamos tentar outra escolha

2tg(z) — 2 —1=0 <= rz=2tg(x) -1 <= tg(z) = (z+1)/2 <=
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z+1

1
xr = arctg(%) = g(z) = arctyg( 5 )
1 1 1
, Pg— —
9@ =3 —iiE <2
1+ 1

1
wg(z) = arctg(%) é a fungao de iteracao adequada.

E claro que no MIL a escolha de uma funcao de iteragcdo adequada é a parte
fundamental do método. Infelizmente nao existe uma “regra geral ” para se
conseguir a equivaléncia f(z) =0 <= x = g(x). As observagdes abaixo
podem ajudar nesta escolha.

ATENCAO!

A equivaléncia “mais natural” é com certeza f(x) =0 <=

r=z+ f(x).

Infelizmente esta equivaléncia nos fornece a fun¢ao de iteracao g(x) = x +
f(z) que é, maioria das vezes, inadequada pois |¢'(z)| = |1 + f'(x)| é quase
sempre maior do que 1.

ATENCAO!

Toda vez que na equivaléncia f(x) = 0 <— z = g(x)
tivermos |¢'(x)| > 1 um procedimento natural é utilizar a fun¢ao inversa de
g para conseguir a seguinte equacao equivalente:

(Y =1/g teremos

(g™ T=1/lgI <1

o1



3.3. Método Iterativo Linear - MIL S.R.FREITAS

3.3.2 Ordem de Convergéncia do MIL
Definicao 3.3.2 Ordem de Convergéncia

Considere x,, tal que lim xz, = a.
n—oo

Dizemos x,, tem ordem de convergéncia p <= lim [en+1] =k
n—oo |(en)?|

onde : k=cte ee, .=, — «
Observe que:

1i |€n+1‘
n—oo |(en)P|

=k < lent1| < C|(en)?| para alguma contante C e n > ng

Quando p = 1 a convergéncia € dita linear, quando p = 2 ¢ dita quadratica
e quando p = 3 € dita cubica.

Proposicao 3.3.3 A convergéncia do método iterativo linear € linear.

Demonstracao.

lent1l = [wni1 — 2] = [g(zn) — g(2)| = | (E)llzn — 2] = 1g'(&)]]en]

. €n
tim 1“1l e,

n—oo |(en)|

Proposicao 3.3.4 Seja f: (a,b) —» R e T € (a,b) zero de f .
Considere a equivaléncia f(z) =0 <= = = g(z) em (a,b)

Seld ()| <L <1Vaz€E(ab) =T -z, <

1_ L|xn - xn—l‘

Demonstracao. Usando o TVM, podemos escrever que:
Para algum & entre x,, e Tpi1

Tpt1 — Tn = g(Tn) — g(Tn-1) = gl(f)(mn —Tp-1) VnEN

|Tnt1 — xn| < Llzy —2p—1] YR EN

Assim para m > n temos :

‘xn—i-l - xn’ < L|xn - xn—1|
‘$n+2 - J7n—|—1’ < L|xn+1 - wn| = ‘xn+2 - J7n—1’ < LQ’-rn - xn—l’

‘xm - xm—l‘ < L‘$m—1 - xm—?‘ = ’xm - xm—l‘ < Lm|xn - xn—1|
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Como
|Zm = Zn| = |(Tm — Tm-1) + (Tm-1 — Tm—2) + + - + (Tnt1 — Tn)|
Temos
[Zm — an| < [Tm = Tpoa| + Tt — Bma| -+ [Tagn — 20
< (I™+L™ 4 4 L)z, — x|
Mas

( série geométrica de razao L)

iLiiL(l—Lm)iL—Lm“
~"  1-L = 1-L

] ] (L—Lm+1)
i fem = @l < W = o — 2

Usando a desigualdade anterior e observando que :

lim z,, =% e lim L™ =0
m—0o0 m—0oQ

temos

‘j_xn’ < ‘xn_xn—ﬂ

1-L

Corolario 3.3.1 Pela proposicdo anterior, para determinar T zero de f
com erro inferior a € > 0, devemos fazer iteragoes até atingir a condi¢do
1-L

L

< € ou seja [Ty — Tp_1| < €

’xn - xn—1|

1—L
Exemplo 3.3.4 Seja f : (—1,1) — R dada por f(z) = ¢* — 3z Usando o

MIL determine uma aproximacao para o zero de f com erro inferior & 1073
f(=1)f(1)<0=3z€(-1,1)

f(2)=0 <= " —-32=0 <= z=¢€"/3=g(z) =€"/3
J(x)=¢€e"/3=|¢(x)] <09Vx e (—1,1)

Assim devemos calcular iteragoes x,, até que

1-0.9
0.9

Ty — Tp_1] < ( 1073 = 1.1 x 107*
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n Tn = g(fEn—l) ‘-Tn - xn—l’ n | Tn= g(xn—l) |xn - ﬂgn—l‘

0 | 0.5 (arbitrario) 8| 0.61684 0.00138

1 0.54957 0.04957 9 0.61769 0.00085

2 0.57750 0.02793 10 0.61821 0.00052

3 0.59386 0.01636 11 0.61853 0.00032

4 0.60366 0.00979 12 0.61874 0.00020

) 0.60960 0.00594 13 0.61886 0.00012

6 0.61323 0.00363 14 0.61894 0.00008

7 0.61546 0.00223 T =~ 0.61994
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3.4 Meétodo Iterativo Linear Modificado

A seguinte modificagdo no MIL foi proposta por Weigstein. Como vere-
mos a seguir essa modificacdo acelerara a convergéncia das seqiiéncias
ja convergentes para o MIL, e o que é melhor, tornard as seqiiéncias di-
vergentes convergentes. Vamos considerar, como de praxe, a equivalencia
f(x)=0< 2z =g(x) e T um zero de f.

Denotando h,, = g(z,) — x, podemos definir a seqiiéncia de iterados para o
MIL como:

g arbitrario,
Tyt i= (3.6)
Tp+h, n>1.

Nosso objetivo é definir uma seqiiéncia do tipo :

B o arbitrario,
Tp+l = (37)
T, +ah, n>1.

onde o valor de a deve ser escolhido de modo que Zy11 fique mais préximo
de Z. A melhor escolha é sem duvida quando Z,4+1 = Z. Vamos impor essa
condigao e determinar o valor de . (Veja figura 3.10)

t(0) = (a—1)hy, _a—1

ahy, «

Por outro lado temos também que:

9(z) — g(xy)
(Z — )

tg(0) = =g (&); £ € (wn,T) (TVM)

Assim temos que

a—1 , 1
=9@)=a=—=
a 1-4'(§)
Como nao conhecemos o valor de ¢'(£) vamos usar a seguinte aproximagao
para g'(£)

7€) ~ g(zn) — g(xn-1) _ glzn) — zn

Tp — Tn—1 Tn — Tp—1
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9(7)
(a — 1Ay,
g(n
ah,
)
Ty Tp+1 T
Figura 3.10:
Assim temos que:
1 LTy — Tp—1
o= _
1 g(‘rn - xn) 22y — Tp—1 g(l‘n)

Tpn — Tn-1

Substituindo o valor de o em (3.7) temos:

2

. xn—lg(‘rn) — T
(f(wn) B xn) B g(xn) + Xp1 — 22y

Tn — Tp—1

2xy — Tp—1 — g(zp)

Tptl = Tp +

VAMOS A SECUIR ANALISAR O ” COMPORTAMENTO” DO METODO ITERATIVO
MODIFICADO.

CONVERGENTE

0<g'(€) <1 ou,

\d@ﬂ<1¢${_1<¢@)<a

0<gdE)<l=>-1<—-¢<0=0<1-¢<1=

1
l< ——<x=l<a<x
1—g'(€)
Observe que no MIL o = 1. Assim o método proposto, nesse caso, alargara

os passos de um fator o > 1.
(Veja as figuras em 3.8)

De modo andlogo para o caso em que —1 < ¢'(§) < 0 temos que 1/2 < ae < 1
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Logo o método neste caso diminue os passos de um fator entre 1/2 e 1. (Veja
a figuras em 3.8)

DIVERGENTE

g’(£)1< “-1=1<—g@=2<1-4=
=@ < 1/2=a<1/2

Nesse caso os passos eram demasiadamente grandes impedindo a conver-
gencia da seqliéncia de iterados. Agora os passos ficam reduzidos de fator
menor que 1/2.(Veja as figuras em 3.9)

Pode ser mostrado que ¢'(£) > 1 = a < 0. Nesse caso as iteragoes se afas-
tavam da solugao. Multiplicando por a < 0 as iteracoes irao se aproximar
da solucdo. (Veja as figuras em 3.9) Podemos entao considerar o seguinte
algoritmo para o Método Iterativo Linear Modificado.

zo (Dado)
(n=1,2,3,...
Tn = g(Tp_1)

hy = g(xn) — Tn
Tp — Tn—1

2z, — Tp—1 — g(xn)
Tptl = Tn + ahy
n:=n+1

o =

Vejamos a seguir alguns exemplos da utilizacao do Algoritmo.

Exemplo 3.4.1 Determinar, através do Método Iterativo Modificado, o ze-
rode f(z) = ze® — 1;2 € (0,1).
f(z) =0« z =g(x) onde g(x) = e ".
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S.R.FREITAS

ld'(z)| =e™® < 1; Va € (0,1).

Tn

|$n+1 - xn|

FACZD)

5.0000000000E-01

N~ O3

5.6762387641E-01

6.7623876409E-02

1.3284890447E-03

5.6714331444E-01

4.8056196647E-04

6.6407665145E-08

Exemplo 3.4.2 Determinar, através do Método Iterativo Modificado, o ze-

ro de f(z) = 22 — 2 no intervalo (0, 2).
f(x) =04 z=g(z) onde g(z) = 2/x.

lg'(z)| = 2/2? > 1Vx € (0,1). Observe que para esse caso nio podemos

garantir a convergencia para o MIL.

Ln

|[Zn1 — @

|f ()]

6.0000000000E-01

1.9666666667E+00

1.3666666667E+00

1.867777T778EA-00

1.4918079096E+00

4.7485875706E-01

2.2549083916E-01

1.4162315443E4-00

7.5576365338E-02

5.7117869801E-03

1.4142150002E+00

2.0165440983E-03

4.0667036956E-06

g |wlN o3

1.4142132227E4-00

1.7774764274E-06

9.6075928013E-07

Exemplo 3.4.3 Determinar, através do Método Iterativo Modificado, o ze-

ro de f(z) = e® — 3z no intervalo (—1,1).
f(z) =0« z = g(x) onde g(x) = In(3z).

lg'(z)] = [1/x] > 1Vx € (—1,1). Também para esse caso nao podemos

garantir a convergencia para o MIL.

Ln

‘xn—&—l - xn‘

|f ()|

5.0000000000E-01

0.7768577349E-01

7.7685773491E-02

4.8852591801E-02

6.1359764200E-01

3.5911868511E-02

6.2716107495E-03

6.1896009982E-01

5.3624578131E-03

1.1564755368E-04

BSlwliNn—~lo3

6.1906127102E-01

1.0117120109E-04

1.7964339349E-08
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3.5 Meétodo de Newton - MN

Um método muito popular e eficiente para o calculo de zeros de fungoes
é o chamado método de Newton. Como o MIL, ele é um método de
aproximagoes sucessivas mas com uma ordem de convergéncia muito melhor
que os métodos da bisseccao e iterativo linear.

No que segue iremos utilizar com muita freqiiéncia o seguinte teorema

Teorema de Taylor

Seja f: R — R com derivadas continuas até ordem n. Entao
/ h2 " hn n
fle+h) = f2) +hf(@) + 5 (@) + -+ 5 (@) + Ba

hn+1

onde Rn = m

frTH€) para algum € € [z, x + h)

3.5.1 O Algoritmo de Newton

Seja f: R — R e x, uma aproximacao para Z zero de f. Nosso objetivo é
determinar uma aproximagao T,4+1 = T, + « para algum « de modo que a
aproximacao x,4+1 seja “melhor” que a aproximacao x,.

E claro que a melhor escolha para a é aquela em que z, + a = T.

Vamos usar a férmula de Taylor para escolher o com a propriedade desejada.

a2
0= f(z) = f(wn +a) = f(wn) + af (@) + o f"(€)

Como z, é uma aproximagao para T temos que o = — x,, ~ 0.

- 2 .
Podemos entao, desprezando-se o termo - 1" (&), considerar

0= f(zn+a) = f(z) +af (zn)

o — f(zn) f(@n)
f'(zn) f'(zn)
Definimos entao a seqiiéncia de aproximagoes no método de Newton do
seguinte modo

eentao Tp41 = Ty —

xo (arbitrario) sen =0
Tn41 = (3.8)

xn—% sen>1
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ATENGAO! . :
¢ Observe que o método de Newton é equivalente a considerar

a funcao

/(@) como funcao de iteracao no MIL pois

=)
f(xn)

Tn+1 = g(xn) = Tn — f/(l'n)

3.5.2 Interpretacao Geométrica

Seja r a reta tangente a curva y = f(z) no ponto (x,, f(z,)
soriy— f(zg) = f(zn)(x — xy,). Entdo x,41 = r N eixox.

De fato, zp41 =rNeixor <= y =0 para = = z,4+1

f(zn)

S @a) = FEn)@at1 = @0) > Tusr = 20 = GRS

Figura 3.11:

Exemplo 3.5.1 Seja f: R — R dada por f(x) = ze® — 1.

f(0O)f(1) < 0= 3z € (0,1) zero de f.
f'(x) = e*(1 + z). Entdo a seqiiéncia zp,+1 = g(zn) = xn — f(2n)/ [ (xn)
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serd dada por :
(zpe™ —1) 1— z2en
— - 3.9
Tn41 Tn em”(l n -Tn) emn(l + -Tn) ( )

Vamos calcular algumas iteracoes para o Método de Newton usando a se-
qiiéncia definida pela equagao (3.9)

Tn |xn+1 - xn|
1.0 (arbitrario)

0.683939721

0.316060279

0.577454477

0.106485243

0.567229738

0.010224739

0.567143297

0.000086441

g |lwlNo~ol3

0.567143290

0.000000006

3.5.3 Condicoes de Convergéncia

Proposicao 3.5.1 Convergéncia do Método de Newton
Seja f : (a,b) — R e T € (a,b) zero de f.
g a)f'(x) #0 Va € (a,b), x # Z;
e
b)f"(x) é continua em (a,b)

Entao 4 h > 0 :

)
A= )

()] < L <1Vx €I =[z—h,Z+h], onde

ATENCAO!

A proposicao anterior garante a convergéncia da seqiiéncia
Tni1 = g(xy) para o zero T desde que xg seja escolhido convenientemente,
ou seja xg € 1.

Podemos entao afirmar que:

Desde que o valor inicial x( seja escolhido suficientemente proximo de T

estard garantida a convergéncia doMétodo de Newton
Demonstragao.

f'()? — f(2)f" (=)

) (3.10)

g(x)=1-
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f'(z)?

f'(@)?
Observando (3.10) e usando a continuidade de f”(x) concluimos que ¢'(x) é
continua.

<. lim ¢'(2) = ¢'(2) = 0

r—x

=0

Como f(z)=0=¢'(z) =1

Ousejadh>0:|¢(z)| <L <1Vx e[z —h,T+h]

Exemplo 3.5.2 Secja f: R — R dada por f(z) = 2%(2% — 1).

Observe que T = —1 ; 2 =0 e T = 1 sao zeros de f.
Vamos calcular os iterados x, através do método de Newton e usando os
seguintes valores iniciais zp = 0.2 (tabela 3.1) ; £y = —2.0 (tabela 3.2) e

xo = 1.5 (tabela 3.3)

n Ty, |Tnt1 — T
0 | 0.2 (arbitrério)

1 0.095652174 0.104347826
2 0.047380354 0.048271820
3 0.023636755 0.023743599
4 0.011811767 0.011824988
D 0.005905059 0.005906708
6 0.002952427 0.002952633
7 0.001476200 0.001476226
8 0.000738099 0.000738102
9 0.000369049 0.000369050
10 0.000184525 0.000184525

Tabela 3.1:

ATENCAO!

Observe através das tabelas acima que a convergéncia para o
zero T = 0 (tabela 3.1) é muito mais lenta que no caso dos zeros T = —1
(tabela 3.2) e & = 1(tabela 3.3).

Como veremos a seguir o observado nos exemplos faz parte de um fato geral
e esta relacionado com a ordem do zero.
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n Tn |y — Tp—1]

0 | —2.0 (arbitrario)

1 —1.571428571 0.428571429

2 —1.278312361 0.293116210

3 —1.099631469 | 0.178680893

4 —1.018541981 | 0.081089488

5 —1.000808550 | 0.017733430

6 —1.000001630 | 0.000806920

7 —1.000000000 | 0.000001630

Tabela 3.2:

n| Ty, ==Ipn-1— ;/((27;:11)) ’xn - xn—1|
0 1.5 (arbitrério)
1 1.232142857 0.267857143
2 1.075375542 0.156767315
3 1.011308128 0.064067414
4 1.000307850 0.011000278
5 1.000000237 0.000307613
6 1.000000000 0.000000237

Tabela 3.3:

Definigao 3.5.1 Ordem de um Zero

Dizemos que T € um zero de ordem m de f <= T € zero de f e todas suas
derivadas até a ordem m — 1, ou seja

fll@=f'@=-=f"12)=0 e f™z)#0

Sem =1 o zero € dito simples e se m = 2 ¢ dito zero duplo

Exemplo 3.5.3 Vamos considerar a funcao do exemplo anterior, ou seja,
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f(z) = 2%(2? — 1) e analizar a ordem dos zeros de f.
flz)=2%*@2>-1)=0 <= z=0,r=1louz=—1
f'(x) = 22(22% — 1)

f(z) = 122% — 2

f(0)=f(0)=0e f’(0)#0 .. 0 ézero duplo de f
f(1)=0e f/(1)#0 .. 1ézerosimples de f
f(=1)=0e f'(-1)#£0 .. —1 ézerosimplesde f

3.5.4 Ordem de Convergéncia

Proposicao 3.5.2 Ordem de Convergéncia do Método

Seja f : R — R satisfazendo as condigées da Proposi¢ao 3.5.1 e (zy) a
seqiéncia definida em (3.8).

Suponhamos T um zero de ordem m de f.

Entao:
i) Se m =1 o método tem ordem de convergéncia p = 2
it) Se m > 1 o método tem ordem de convergéncia p =1

Demonstragao de i)

Temos que 41 =T —Tpy1 €€ =T —Tp =T =2Tp + €y

Tallor

62
0=f(2)=f(znte) = [flzn)+ enf,($n) + Enf”(gn)

com T, <&, <xT,+ e,

2 2
. o € o ~ flzn) _ € o
o f(zn) = enf (Tn) + 9 (&) = () =én+ 9 (&)
Somando-se x, a ambos os membros da ultima igualdade temos
f () _ 6721 I _ 6% "
Tn Fxn) = (zn+en)+ 9 f(&n) = —ent1 = 5 (&)
ﬁf_/ x
Tn+1

Clenal 1176
B len|? 2 [f'(zn)]
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Como z,, < &, < T, + e, temos que T = limz, < lim§, < limz, +lime, =
Z+4+0=7=eentao limé, =2

po w1177

neos el 2[f(2)]

Demonstracao de ii)

Suponhamos Z um zero de f com ordem m > 1. Assim temos

f@)=f(@)=-=""2)=0c [f™z)#0 (3.11)
como e, = T — T, temos

Tallor m

e e
fan) = f(@ —en) =" f(@) —enf (@) + (@) = (1) 5" (En)
T — €n S é‘n S z
Usando (3.11) temos
f(@n) = (=1)" 5 " (&n)

Vamos utilizar agora a férmula de Taylor para f’

Tallor

62
fl@n) = '@ —en) =" f1(2) —enf(@) + Jf"(@) = -

em 1
G (mn_ 1)!fm(<9n) T—e, <0,<7
em—l
() = (—1)mmjtm(9n)

Assim temos

flen) 1 ™)

[ () B men 7 (0n)

m [ (0)
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COMO Tp41 — Ty = €y — €p41 temos que

e en g LI L 6

m f(6) m f(0n)

Como as seguintes desigualdades sao validas
T—e,<0,<x
T—e, <& <7
Teremos que lim &, = lim 6, = T e assim
n—oo n—oo

1 =] —1l—=]=—-1
A el " W Tl Y

Isso mostra que a convergficia neste caso é apenas linear

3.6 Meétodo da Secante - MS

O método da secante consiste em usar uma aproximacao para a derivada da
fungdo no método de Newton.
Usamos a seguinte aproximacao

f(l’n) - f(xn—l

Ty — Tp—1

fl(xn) =

temos

Tp — Tp—1 . xn—lf(xn) - xnf(xn—l)

Tptl = Ty — f(:xn)(f(l'n) _ f(mn—l) - f(.’Bn) — f(xn—l)

Observe que neste caso sao necessarios 2 valores iniciais para definir a seqiién-
cia 41 ou seja

g, r1 arbitrarios
Tnt1 =

-rnflf(xn) - wnf(xnfl)
f(@n) = f(zn-1)

paran > 2
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Y

Tn—1 Tn+1

- — — — — — — —

Tn x

Kl

(xnflv f(xnfl))

Figura 3.12:

3.6.1 Interpretacao Geométrica do MS

Seja r a reta que passa pelos pontos (zn, f(x,) € (Tn—1, f(Tn-1)

f(an) = f(an-1)

Tp — Tn-1

'-r:y_f(xn):( )(x_xn)

Entao x,41 = r Neixozr ( Veja figura 3.12 )
De fato, z,41 = rNeixoxr <= y =0 para = = Tp41

_f(xn) _ (f(xn) — f(xnfl)

Tp — Tn—1

)(Zng1 — Tp) =

Tpal = xn—lf(xn) - xnf(xn—l)
" F(an) = f(wn1)

e2:p _

Exemplo 3.6.1 Considere f: R — R, f(z) = o

aproximacao para o zero de f usando o método da secante e calculando as
iteracoes até que |z,11 — z,| < 1073

— 3. Determine uma
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Tn+1

’xn—i-l - xn|

.T():l

1‘1:3

0.917283206

2.082716794

0.857764050

0.059519156

0.710454815

0.147309235

0.694528899

0.015925917

0.693159100

0.001369798

U | W N O3

0.693147189

0.000011912

3.6.2 Ordem de Convergéncia

Proposicao 3.6.1 Ordem de Convergéncia do Método da Secante.

Com a utilizacao de algumas técnicas matemdticas que nao estaGo ao nosso
alcance mo momento € possivel demonstrar que o método da secante tem
ordem de convergéncia

m = (1++/5)/2=1.618 , ou seja

: |en+1’
1 o = P

n—00 ’en|
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3.7 Exercicios Propostos

1 — Localize graficamente todos os zeros das fungoes :

(a) f(z)=e"=3[z[;

(b) f(z) = sen(x) — z/2;

(¢) f(x)=2x—cos(z) —1;

(d) f(z)=2e*" —x—3;

(e) flz) =2z —tg(x);

(f) f(z) =in(z) — cos(x);
2 — Seja f(x) = 2% — 322

a) Determine um intervalo contendo um zero de f;

b) Usando o Método da Bissec¢ao calcule quantas etapas sao
necessarias para determinar este zero com erro inferior a 1073;

c) Faga 4 etapas.
3 — Usando o método da Bisseccao calcule /5 com erro inferior a 1072,

4 — Quantas etapas s@o necessarias para calcular o zero de f(z) = e*—z—2
usando o método da Bisseccio e erro inferior a 1071,

5 — Dada f(x) = 2° + = — 1000 .

a) Mostre que existe um zero de f em (9,10);

b) Determine uma fun¢ao de iteragdo g para o Método Iterativo
Linear de modo que f(z) =0 <= z=g(z) e |¢'(z)| <1 Vze
(9,10) .

6 — Coloque a equagao x + 2In(z) = 0 sob a forma x = g(z) de modo que
a seqiiéncia z, := g(x,—1) convirja para a raiz, partindo de um xg
arbitrariamente escolhido.

7 — Considere a funcdo f(r) = 2> — z — 5 que tem um zero no intervalo

(0,3). f(x) =0 <= x = g(x) onde :

(a) g(z) =27 = 5;
(b) g(x) = ¥/ (x +5);
(c) g(z) =5/(z? = 1);
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(i)

(i)
8 _

10 -

11 -

12 -

Para determinar o zero de f usando o MIL qual ou quais funcgoes g
vocé usaria ?

Calcule o zero com erro inferior a 1072.

Considere a equagao x + In(x) = 0 que tem uma raiz T ~ 0.5

(i) g(x) = —in(z);
(i) g(z) = e
(iii) g(z) = (x+e77)/2.

Qual ou quais das funcgoes de iteracao g dadas acima podem ser usadas
para calcular aproximagoes para T 7

Qual a “melhor” 7 (convergencia mais répida)
Seja f(z) =42% + 4z +1.

(a) Qual ou quais dos métodos abaixo podem ser usados para deter-
minar os zeros de f 7

(i) Bissecgao;
(ii) Newton;
(iii) Secante.

(b) Qual vocé escolheria para ter a convergéncia mais réapida ?

Seja f(z) = 2® — 322 — 50 — 9. Prove que f tem um tnico zero em
[0,5].

Usando o Método de Newton e usando como valor arbitrario inicial
xo = 1 teremos
xo=1;x1=—-1;29=1523=—1; -2, =(=1)"

E claro que z, nao converge para x. Como vocé explicaria o fato que
neste caso o método nao gera uma seqiiéncia convergente?

Seja f(x) = e* — 3z que tem um zero em [1,2].
Calcule, usando o Método da Secante, uma aproximacao para este zero
tomando T = x,, onde |z, — ,_1| < 1072 .

Usando o algoritmo de Newton e uma funcao adequada, faca um al-
goritmo para :
Dado um ntimero a > 0 calcular 1/a sem utilizar divisao.
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Capitulo 4

Zeros de Polinomios

Até agora foram consideradas sempre fungoes definidas em R e com valores
reais, ou seja, fungoes do tipo f: R — R.

Vamos agora tratar o caso especial das funcoes polinomiais com coeficientes
reais ou seja P : C — C onde P é definida por

P(z) = agz" + alznfl +---+ap-1z+a, com a; €R

onde estamos denotando por C' o conjunto dos nimeros complexos.

4.1 Numeros Complexos

E sabido que a equacdo z2 + 1 = 0 ndo tem solucdo em R.

A solucao dessa equacao nos complexos é representada pelo simbolo i ou

sejai2+1:O:>

Todo nimero complexo pode ser representado por um par de niimeros reais
da seguinte maneira :

z =a+ib onde a,b € R. (veja Figura 4.1)

Através da figura 4.1 podemos ver que

% = cos(0) = x = rcos(6)

NS

= sen(f) = y = rsen()
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Yy

0

a

Figura 4.1: Representacao Geométrica de um Complexo

2 =224+ y? = r =22+ 2

Usando estas relagoes temos a chamada representacao trigonométrica do
complexo, ou seja, z = cos(f) + isen(0)

O ndmero r é dito médulo de z e denotado |z| e 6 seu argumento.

’ Operacoes com complexos‘

Sejam z = a +ib,w = c+id € C com |z| # 0.
1) 2+w=(a+ib) £ (c+id) =ac*ti(b+d)

2) zw = (a+1ib)(c+id) = ac+i(bc+ad) +4%(bd) = (ac — bd) +i(bc+ ad)

1 1z 1 1
—_ = = ——— 7 = — — b
3) z 2z \z|22 a2+b2(a i)
w 1 1 . . .
4) ;_ ;:m(a—lb)(c+zd):m(ac+bd>+l(ad—b0)

’Conjugado de um complexo‘

Dado o complexo z = a+1ib definimos conjugado desse complexo e denotamos
Z o complexo z := a — ib.

’ Propriedades do conjugado ‘

Sejam z,w € C e o € R.
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3) 27 = (3)"

Exemplo 4.1.1 Mostre que se P(2) = agz"+a12" '+ - -+an_12+a, , a; €
R entao

P(z) = P(z)

P(z) = apz"4+ a1z '+---+ap1z2+a, =
apz™ + a1z 1+ -+ a1zt +a, =

ap(2)" +a1(2)" 1+ + an—1(2) + ap, = P(2)

Teorema Fundamental da Algebra

Todo polinémio de grau n > 1 tem exatamente n zeros.

Proposigao 4.1.1 Sejaa € C— R e P(2) = apz" +a12" ' +--- +a, com
a; € R.

Se a € raiz de P(z) =0 entdo & o conjugado de o, também € raiz.

Observe que a através da proposicao podemos concluir que as raizes comple-
xTas sempre aparecem aos pares.

Demonstragao. Como « é raiz de P(z) =0 temos que P(a) =0
0= P(a) = P(a) = P(a) = 0= a é raiz de P(2).

Proposigao 4.1.2 Se P(z) tem graun e n é impar entdo P(z) =0 tem ao
menos uma raiz real.

Demonstracao. Suponhamos que nao existam raizes reais.

Assim toda raiz a, « € C' — R = P(z) tem um numero par de raizes.(Veja
observacao da proposicao 4.1.1) Pelo Teorema Fundamental da Algebra o}
polindmio deve ter exatamente n raizes e como n por hipdtese é impar
chegamos a uma contradigdo. Assim nossa suposicdo da nao existéncia de
raizes reais é falsa ou seja existe ao menos uma raiz real.
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4.2 Delimitacao dos Zeros

E claro que podemos utilizar o método analitico para delimitar os zeros

reais de polinémios. Os zeros complexos nao podem ser delimitados por
essa técnica.

A
Z3
R .
Za Z1
Figura 4.2:

Proposigdo 4.2.1 Seja P(z) = agz" + a1z '+ -+ a, coma; € R e
ag # 0. Considere A = max{|ai|,|az|,... ,|an|}. Entao as raizes pertencem

ao circulo de centro 0 e raio R =1+ —

|aol
(figura 4.2)

Demonstracao. Usando a desigualdade |a + b| > |a| — |b| temos

P > aoll2 = (Jan ||z~ + Jaa[2[*~2 + - + [an])
> aoll2|" = A(]2]" 4 |22 4+ 1) =
n*l A
Jaoll=™ — A=) > (aol — f7)Il"
. Se |ag| — EE >0 =|P(z)| > 0= P(z) nao tem zeros.

Logo os zeros de P(z) devem satisfazer a desigualdade

A
<0=|2|<1l+—=R

lao
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ATENCAO!

Observe que {z € C: |z| < R} = {z,y € R: 2% + y* < R?}

Exemplo 4.2.1 Delimitar as raizes de P(z) = 26 —22° +32* — 22 — 1.

ap=1,a1 = —2,a2 =3,a3 =0,a4 = 0,a5 = —2,a¢ = —1
A=max{| 2,13, —-2|,| -1} =3=R=1+3/1=4

.. Os zeros estao no circulo {z € C': |z] < 4}

Proposigao 4.2.2 Seja P(z) = agz" +a12" ' + - +a, , coma; € R e
an # 0 . Considere B = max{|ag|,|a1],... ,|an—1|}. Entao as raizes sao

exteriores ao circulo de centro 0 e raio r =1/(1 + ﬁ)
Qnp,

Demonstragao. Considere w =1/z

1 1
“P(—=)=ap—
(w) aow” T

1
w1 +"'+an—la+an

Seja agora o polindmio () definido da seguinte maneira:

1
= w"P(=
Qw) = w"P(-)
~Q(w) =ap+aw+ -+ apw”
Pela proposi¢ao 4.2.1 aplicada ao polinémio Q(w) temos que as raizes de
Q(w) = 0 devem satisfazer

B B B
w<1l+— .. |1/z|=lw <1+ +—=2>1/(1+-—
|w] o 1/z] = |w] o 2] > 1/( Ianl)
ATENCAO!

¢ Observe (figura 4.3) que as raizes de P(z) =0

onde P(z) = apz" +a12" ' +---+a, comag#0 eag#0

estarao sempre no anel {z € C : r < |z| <R}

No caso do Exemplo 4.2.1 temos que as raizes de P(z) = 0 estdo no anel
{zeC:1/4<|z| <4} .
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-
N

Figura 4.3:

4.3 Zeros Racionais

Definicao 4.3.1 Sejam m,n € Z. Dizemos que m divide n e denotamos
m|n < IreZ : n=mr

Exemplos
e 2|6 pois 6 = (3)(2)
e 535 pois 35 = (7)(5)
o2 /TpoisZmeZ:7=2m

Proposigao 4.3.1 Seja P(z) = apz™ + a1z '+ --- +a, onde a; € Z e
ap # 0 en > 1. Sep/q é uma raiz racional, na forma irredutivel, de
P(z) =0 entao

plan eq|ap

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que p | a,.
Seja p/q zero de P(z) na forma irredutivel ou seja P(p/q) =0ep Jq

()" +ar(F)" T+t ana (B e = 0 =
agg—quaqu)Zj +"‘+an71§ = —an <
aop™ + ar1p" g+ - + an_1pg" ! = —ang" =
plaop™ t + a1p"2q+ -t an_1g"Y) = —ang" =
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Observe agora que r = agp™ ' + a1p" 2q+ -+ an_1g" 1 € Z
Sooopr=—anq" = plag” = pla,oup| ¢ . Como p Jg" pois caso
contrario p |q temos que p | ay,

Para mostrar que ¢ | ag considere o polindémio

Q(z) =2"P(1/2) =ag+ a1z + -+ an_12"" 1 + ap2".

Como p/q é raiz de P(z) = 0 entao ¢/p é raiz de Q(z) = 0.

Entao pela parte demonstrada inicialmente temos que ¢q | ag

Exemplo 4.3.1 Determine os possiveis zeros racionais de P(z) = 4z* —
423 +32% — 22+ 3.

Se p/q é zero de P(z) temos:
pl|3=pEtloup+t3
ql4d=qEtl,gt20uqg+4
p/q=+1,4+1/2,+1/4,+3 + 3/2 ou +3/4

4.4 Método de Horner - Avaliagao de P(z)

Como veremos, para calcular aproximagoes para os zeros de polinomios, fre-
qiientemente necessitaremos avaliar um polindmio para intmeros valores.
Ou seja dado z; € C' queremos avaliar P(z;),i = 1,2, ... onde

P(z) =apz"+a12" '+ +an,a; EReag #0 .

Por exemplo para o método de Newton teriamos que a cada etapa avaliar a
seguinte expressao

_ P(ZZ)
P'(z)

i+l = Zi

E claro que poderiamos usar o procedimento

P(z) =apzl + a1z '+ +ap_o 2l + an—1 zi + ay
N~ = N—— N~

n n—1 2 1

e neste caso terfamos 1 +2+--- 4+ (n—1) +n = n(n + 1)/2 multiplicagdes.
No sentido de diminuir o nimero de operagoes podemos proceder da seguinte
maneira:

4.5 Algoritmo de Horner - Caso Real

Dividindo P(z) por (z — a) onde o € R temos :
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4.5. Algoritmo de Horner - Caso Real S.R.FREITAS

P(z) = (z — a)Q(z) + r onde Q(z) tem grau n — 1 e r =cte.

. P(a) = r ou seja para determinar o valor P(«) basta determinar o resto
da divisao de P(z) por (z — «)

O algoritmo de Horner, ou divisao sintética, consiste em calcular a divisao
de P(z) por (z — a)) de modo eficiente.

Isto é feito da seguinte maneira:

P(2) = apz" + a12"  + -+ an,a0 £ 0

queremos determinar Q(z) = bgz" ' +b12" 2 +--- + b, 22+ b,_1 de modo
que

P(2) = (2 — 0)Q(2) + 7 =

ap?" +a12" Vb day = (2 — ) (o2 F b2 by oz by ) 1
Fazendo as multiplicacoes e igualando os coeficientes de mesma poténcia te-
mos:

bo = ao

by —abg =a1 = by = a1 + aby

bp-1—abyo=apn1=byp1=ap1+ ab, 2
r—ab,—1=a, =>1r=a, + ab,_1

Assim os coeficientes b; e r podem ser determinados por:
ag para =20
bi = .
a; +ab;,_1 para i=1,2...,n

onde r = b,.

ATENCAO!

Observe que neste caso cada b; parai =1,2,... ,n é calculado
com uma Unica multiplicagdo. Assim serao necessdrias apenas n multipli-
cagoes para calcular P(a).

Exemplo 4.5.1 Dado P(z) = z* + 523 + 722 — 32 — 9, calcule P(1)
Temos que ag = 1;a1 = 5;a9 =T;a3 = —-3;a4 = —9ea=1

7 bi:ai—i-abi_l
0 1

1 5+1=6

2 74+6 =13
3| -3+13=10
4| -9+10=1
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4.6 Algoritmo de Horner - Caso Complexo

Seja P(2) = apz™ +a12" ' +---+a, onde a; € R, ag #0en > 1.
Desejamos calcular P(w) onde w = a+ 8 com «,i3 € Re 3 # 0.

Vamos proceder de modo andlogo ao caso real e considerar as peculiarieda-
des do caso complexo.

Como ja observamos anteriormente as raizes complexas de equacoes po-
linbmiais aparecem aos pares, ou seja a raiz e sua conjugada, e torna-se
entdo necessario analizar um fator do tipo:

(z —w)(z —w) = 22 — z(w + W) + ww = 2% - 2a + (a® + ?)

Dividindo P(z) por (z —w)(z — w) temos pelo algoritmo da divisdo que

P(z) = (z —w)(z = 0)Q(2) +r(2)

onde grau de Q(z) =n—2e graude r(z) <1
Assim para calcular P(w) basta calcular r(w).
Para determinar Q(z) e r(z) procedemos da seguinte maneira

Vamos denotar m = 2a e n = —(a? + 3?)

L P(2) = (22 —mz —n)Q(2) + by_12 + by (4.1)
onde Q(z) = bpz" 2 4+ b12" 3 + - 4 by_o.
As constantes by, b1,...,b,_9,b,_1,b, podem ser determinadas efetuando

as multiplicagoes que aparecem em (4.1) e igualando-se os coeficientes das
poténcias de mesmo expoente.

Com este procedimento teremos:
bo = ap
b1 = a1 +mbg

bi = a; +nb;_2 + mb;_1

bn =ap+ nbn—Q

Os coeficientes b; podem ser calculados através de

0 para k= -2, —1
br := < ax +nbg_o +mby_1 parak=0,... ,n—1

an + nb,_o para k =n
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Exemplo 4.6.1 Dado o polinémio P(z) = 24 —2234+42%2—1, calcule P(2+1)

w=2+i=>n=—(a>+3)=-Hem=2a=4

ag=1,a1 = —2,a3 =4,a4 = 0,a5 = —1

i a; —5b;—2 + 4b;—1 b; = a; — 5b;_2 + 4b;_1
—2|b9=0
—1|b6_1=0

0 1 —-5x0+4x0= 0 1

1 —2 —5x0+4x1= 4 2

2 4 —5x1+4x2= 3 7

3 —5%x24+4x7= 18 18

4 -1 —-5x7 =-35 —36

P(w) = b3w + by = 18w — 36 =
P(2+1i) =18(2+1) — 36 = 18i
Q(2) =boz? + b1z +by= Q(2) =22 +22+7

ATENCAO!

Observe que :

228 4422 1= (22 —4245) (22 4224+ 7)+ (182 — 36)

P(z) (z—w)(z—w) Q(2) r(2)

Podemos agora usar o método de Newton para determinar raizes reais ou
complexas de equagoes polinomiais ou seja

zp arbitrario para n =0

para n>1

A cada iteracao utilizamos o algoritmo de Horner para calcular os valores
P(zp—1) € P'(zp—1)
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Exemplo 4.6.2 Dado o polinémio P(z) = 23—2%+2z—1. Determine, usando
o método de Newton aproximacoes para as raizes de P(z) = 0. Determine
aproximacoes até que a condicdo |z; — z;_1| < 1077 seja satisfeita.

n Zn = 2n_1 — Bn=1) |20 — 2Zn—1|
n n—1 P (zn_1) n n—1

0 | 0.000000000 + 20.500000000

1] 0.529411765 +41.117647059 | 8.13489216821836 x 10—1
2 | 0.217788266 + ¢0.803412190 | 4.42552547629475 x 10—1
3 | —0.169048237 + 1.018642769 | 4.42681242720937 x 10—1
4 | —0.020983783 + 10.982389404 | 1.52438148201554 x 10—1
5 | 0.000656032 + 0.999467607 | 2.75671287848809 x 10—2
6 | —0.000000773 + 1.000000202 | 8.45606337689375 x 10—4
7 | —0.000000000 + ¢1.000000000 | 7.99089125510903 x 10—7
n Zn = Zn—1 — ]5((22111)) |Zn - anll

0 1.000000000 + 40.500000000

1] 0797752809 + ¢0.123595506 | 4.27298806063391 x 10—1
2 1 1.024460575 4 7 — 0.064559285 | 2.94616082730499 x 10—1
3 1 0.996723659 + ¢ — 0.003299911 | 6.72461705016758 x 10—2
4 0.999999773 4+ ¢0.000021694 4.66540243223790 x 10—3
5 | 1.000000000 + ¢ — 0.000000000 | 2.16947925761601 x 10—5

4.7 Deflacao de um Polinémio

Deflatar um polinémio P(z) consiste em escrever P(z) como

onde:

Piz)= (z—=r1)-(z—rmp)(z—a1) - (2 — )
(z—w1)(z—wy) (2 —ws)(z — ws)

r1,7T2,... ,TE  Sa0 raizes racionais

a1,Q9,...,Q, SAa0 raizes reais

wi, Wi, ... ,Ws, Ws SA0 raizes complexas

Procedimentos para Deflatar um Polinémio

Seja P(2) = apz™ + a12" ' +---+a,_12 +a, com
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4.7. Deflagao de um Polinémio S.R.FREITAS

1. Delimitar as Raizes de P(z) =0
Determinar r e R de modo que as raizes pertencam ao conjunto

{zeC:r<|z| <R}

2. Determinar as Possiveis Raizes Racionais
r; é uma possivel raiz racional de P(z) =0 <=

ri €{p/q:p|aneq]|agcomp,qeZ}

3. Deflatar P(z) das Raizes Racionais.
Para cada i talque P(r;) = 0 seja Q;(z) = Qi—1(2)/(z — 1)
onde Qo(z) = P(z)

4. Determinar as Raizes Reais
Para simplificar a notagdo vamos denotar P(z) = Q;(2)
Usar o método de Newton para determinar aproximacoes para as raizes
reais a; de P(z) = 0 iniciando as aproximagoes com valores reais o,
satisfazendo r < |a;,| < R.

5. Deflatar P(z) das Raizes Reais
Proceder do mesmo modo que no caso das raizes racionais.

6. Determinar as Raizes Complexas
Usar o método de Newton para determinar aproximagcoes para as raizes
complexas w; de P(z) = 0 iniciando as aproximagoes com valores
complexos wj, satisfazendo r < |w;,| < R.

7. Deflatar P(z) das Raizes Complexas
Para cada j seja S;(z) = Sj_1(2)/(z —w;)(z —w;) onde Sy(z) = P(2)
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4.8 Exercicios Propostos

1 — Seja P( —322432+1.

z) ==z
Calcule P(a) para a@ = 3, = 2i e « = 4 — 3i usando Método de

Horner.

2 — Delimite as raizes dos polindmios abaixo :

3 - Seja P(z) =agz" +a12" ' +---+a,coma; € Reag#0 .

Considere A = maz{|a1], |az], ... ,|an|}

Mostre que as raizes pertencem ao circulo de centro (0,0)

A
eraio R=1+ —
|ao|

4 — Seja P(z) = apz" +a12" '+ ---+a, coma; € Rea, #0 .

Considere B = maz{|aol,|a1|,... ,|an—1]}

Mostre que as raizes sao exteriores ao circulo de centro (0,0) e raio

rzl/(l-i—ﬂ)

|an|

Teorema de Lagrange

Considere o polinémio P(x) = agz"+a1z" '+ +an_17+a,, ag >0
Seja ay, o primeiro coeficiente negativo de P(z). Entao S = 14+ {/B/ay
é uma cota superior para as raizes positivas de P(xz) = 0 onde B é o
maximo dos valores absolutos dos coeficientes negativos de P(x).

Obs: Trabalhando com P(—x) podemos conseguir um limite inferior
para as raizes negativas e com P(1/x) podemos conseguir uma cota

inferior para as raizes positivas de P(z)

5 — Determine uma cota superior e inferior para as raizes positivas e ne-

gativas dos polinomios

P(z) =228 4425 —32° + 724 — 422 + 1
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P(z) =27 — 25 +42° - 322 —22 -3
Seja P(2) = apz" +a12" ' +---4+a,ondea; € Zeag#Oen>1.
Se p/q é uma raiz racional, na forma irredutivel, de P(z) = 0 entao
planeqlaop
6 — Determine as raizes racionais dos polinémios

P(z) =24+ 23 +422 + 42+ 1
P(2) =32 +22+2 -2
P(2) =302% — 1722 =32+ 2
7 — Dado o polindomio P(z) = 23 + 22+ z + 1 determine uma aproximacao

para um zero do polinémio usando 2 iteragoes no método de Newton
usando como valores iniciais: 20 := 0.5 e 20:=14
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Capitulo 5

Solucao de Sistemas Lineares

Estima-se que em 75% dos problemas cientificos a solucao de um sistema
linear de equacoes aparece em algum estigio da solucao. Podemos, entre
outros, citar os seguintes problemas :

Interpolacao, ajuste de curvas, solucao de sistemas de equagoes nao linera-
res, solugdo de equacgoOes diferenciais usando diferencas finitas e calculo de
autovalores e autovetores.

5.1 Conceitos Fundamentais

Definicao 5.1.1 Matriz Real

Uma matriz real A = Apxm € um conjunto de n X m elementos ordenados
do segquinte modo

ailp a2 - Gim

anl1 Aap2 - Opm

A notagdo n x m significa que a matriz tem n linhas e m colunas.
Também usaremos a seguinte notacdo para a matriz A

A=(ay)i=1,...,n;j=1,...,m
Se m = n a matriz é dita quadrada.

Um vetor coluna ¢ uma matriz consistindo de uma unica coluna.
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Definicao 5.1.2 Matriz Diagonal

Uma matriz D € dita diagonal <= D = (d;j) i,j =1,... ,n onde
0sei#7
dij 5:{ .#.
d; set =]
d 0 - 0
0 dy -+ 0
D= . .
0 0 - d,
Sed; =14 =1,...,n entdo D € dita matriz identidade de ordem n e

denotada I,.

1 0 - 0

0 1 - 0
In: .

0 0 1

Definicao 5.1.3 Igualdade de Matrizes

, A=(a5)i=1,...,n5j=1,...,m
Sejam . ,
B=(bj)i=1,...,m;j=1,...,m
Entao A=B <= a;j=0bji=1,... ,n;j=1,...,m

Operacgoes com Matrizes

AnXm = (aij)
Sejam anm = (bU)
a€R

Definimos entao soma de matrizes e multiplicagao de matriz por um
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real respectivamente como

(A4 B)pxm = (a;j +by)i=1,... ,n;j=1,... ,m.

(@A) pxm =aaji=1,... ,nj=1,...,m.
An m — \Qij

Sejam x (az5)
Bmxk: (b] )

A matriz C' é o produto das matrizes A e B se

k
Cnxk = (Cix) = Zaijbjk
s

Definicao 5.1.4 Matriz Transposta

Seja a matriz A dada por Apxm = (aij)
Entdo a transposta de A que denotamos por At é dada por

At:Ban:(blj) ::aﬁizl,...,n;jzl,...,m‘

Definicao 5.1.5 Matriz Triangular

Matriz triangular € uma matriz de uma das sequintes formas

lly 0 -~ 0 Ul U2 v Uln

logy log --- O 0 wxp -+ wugy
L= ) . ) U=

lln l21 tee lnn 0 0 0 Unpn

U é dita triangular superior e L triangular inferior.
Observe que

L triangular inferior = l;; =0 se j >4

U triangular superior = u;; =0 se j <

Definigao 5.1.6 Determinante de uma Matriz

Determinante de uma matriz € uma funcdo com wvalores reais definida no
conjunto My, x, das matrizes n X n

det : Muxn — R
Denotaremos det(A) o determinante de uma matriz Apxn
As trés regras dadas a sequir sao suficientes para computar det(A) para
qualquer matriz Apxn
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i) O determinante de uma matriz ndo se altera se adicionarmos uma
linha (coluna) multiplicada por um nimero v @ outra linha (coluna);

i1) O determinante de uma matriz triangular é dado pelo produto dos
elementos da diagonal;

i11) Se duas linhas (colunas) sao trocadas o valor do determinante é mul-
tiplicado por —1 .
Definicao 5.1.7 Matriz Singular

Dizemos que Ay xy € singular se det(A) = 0.

Definicao 5.1.8 Matriz Inversa

Se A € nao singular entdo existe a matriz inversa de A que denotamos A~
e satisfaz

AAT =A71Aa=1,

5.2 Sistema de Equacoes Lineares

Sejam A, «, matriz real, x e b vetores coluna.

Um sistema de equacées lineares, as vezes simplesmente dito sistema linear,
é uma equacao do tipo Az = b.

Usando os valores de A, x e b temos

a1 a2 -+ Gin 1 b1
a1 a2 - G, T2 bo

, - (5.1)
Alp a21 -+ Qpn Tn by,

A forma Ax = b e a sua equivalente dada por (5.1) sao ditas formas vetoriais
do sistema de equacoes.
Um sistema linear pode também ser representado na seguinte forma

a1121 + a12x2 + - - + a1pTy = by
a2171 + agxe + - - + a2 Ty = by
(5.2)

121 + Ap2T2 + -+ + App®y = by,

Resolver o sistema (5.1) significa determinar um vetor coluna
T = (#1,...,2,)! satisfazendo todas equacdes de (5.2)
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E claro que se A é ndo singular entdo temos
Ar =b < z = A"1beentdo (A1) é a solucio do sistema linear.

Teoricamente o problema esta resolvido mas na pratica haverd a necessidade
do calculo A~!. Como veremos, determinar a inversa de uma matriz nao é
uma tarefa computacional das mais faceis.

No que segue vamos analizar o significado geométrico de sistemas lineares
do tipo Ax = b e suas respectivas solu¢oes para matrizes Asyo e Agxs

5.2.1 Interpretacao Geométrica de Sistemas 2x2

Conjuntos do tipo {(z,y) € R% : ax + by = c} onde a,b,c sdo constantes
representam retas em R2.
Consideremos as retas r1 e ry dadas por:

r: art+by=c

5.3
To @ asx + bgy = C2 ( )

Observe que (5.3) pode ser colocado na forma matricial como

(e (o)-(2) -

Resolver o sistema (5.3) significa determinar um par de valores Z e gy satis-
fazendo simultaneamente as equagoes em (5.3).

Geometricamente isto significa determinar, caso exista, o ponto de inter-
seccao de 71 e ro. Ou seja P = (Z,y) = r1 Ny (Veja Figura 5.1)
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Ay T1

]

T2

(S S
H"

Figura 5.1:

ATENCAO!

Observe que

e Ser; || ro as retas nao se intersectam e o sistema (5.3) nao tem solugao
e Ser; =ry o sistema (5.3) tem infinitas solugoes.

Se ry || v oury = rg as retas r1 e rg tem o mesmo coeficiente angular, ou
seja, —al/bl = —Cbg/bg <~ a1b2 — CLle =0
Vamos analizar como este fato geométrico se reflete no sistema (5.4).

Observe que

a; b . ai by o . _
det((12 b2>_0<:>det<0 b2_2b1>_0<:>a1b2 asby =0

.. a singularidade de matriz em (5.4) reflete o fato geométrico do paralelismo
ou coincidencia das retas ri e rq

5.2.2 Interpretacao Geométrica de Sistemas 3x3

Neste caso teremos que analizar conjuntos tipo
{(z,y,2) € R®: ax + by + ¢z = d} onde a,b,c e d sdo constantes

Estes conjuntos de pontos sdo representados por planos em R3.
Vamos considerar os planos 7,7 e m3 dados por:

T art+bhytcaz=d
mo : a2 + boy + coz = do (5.5)
w3 . asr + b3y + c3z = d3
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O sistema em (5.5) pode ser colocado na forma matricial como

air b1 T dq
az by c2 y | =1 do (5.6)
ag by c3 z ds

Note que

m Nmy={(z,y,2) € R} : a1z +biy+crz=di e asx + boy + coz = do}
representa uma reta em R3.

Assim a solugao (Z,7,z) de (5.5), caso exista, é dada pela interseccao da
reta r = m; N w9 com o plano 73.

al bl C1
det(A) =det | aa by ca | =0
ag b3 c3

representa o fato geométrico de que 7 || w3 ou r C 3.

Se det(A) # 0 entao existe uma tnica solugdo P = (7,y,%) de (5.5) e
P=r N ms(figura 5.2)

Figura 5.2:

5.3 Meétodos Diretos

Existem duas classes de métodos para solucao de sistemas lineares. Os
denominados métodos diretos e os denominados métodos iterativos.
Como veremos, a escolha de uma ou outra classe para a solugao do sistema
Az = b vai depender de caracteristicas e propriedades da matriz A.
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Métodos Diretos

Os métodos diretos sao aqueles em que apés um nimero finito de etapas e
nao se considerando os erros de arredondamento encontramos a solucao do
sistema.

5.3.1 Método de Cramer

Considere o sistema Az = b onde A é nao singular.
Seja A; a matriz onde a i—ésima coluna de A foi substituida pelo vetor
coluna b, ou seja

air v ai-1 b aipre an
agr -+ agi—1 b1 agiqy1-c- am
Ai = . . .
anl ** Api—1 bn Gpit1 -+ Qnn
Entao a solugao do sistema é dado pelo vetor coluna x onde z = (21, ... ,x,)"

e x; = det(A;)/det(A)i=1,... n.

O incoveniente deste método é que temos que resolver n 4+ 1 determinantes
de ordem n para determinar a solugao.

Para valores grandes de n isto é uma “tarefa computacional” muito cara e
quase sempre inviavel.

5.3.2 Solucao de Sistemas Triangulares

Vamos considerar a solucao de sistemas do tipo Uz = b onde U ¢ triangular
superior.

u11T1 + uipre + o+ A+ U, = by
UTy + -+ 4+ UspTy = bo
UpnTn = bp

Supondo que u; #0¢=1,...,n podemos determinar x,,Tn_1,...,21 do
seguinte modo

Tp = bn/unn
Tn—1 = (bn—l - un—lnxn)/unn (57)
z1 = (b1 — w1y — Up—1Tp—1 — -+ - — U12T2) /U1

Podemos escrever (5.7) na forma mais compacta

n

xi:;(bi— > uprp) i=mnm-—1,...,1
v k=i+1
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Como as incognitas z; sdo determinadas na ordem inversa, ou seja,
determina-se inicialmente x,, e por ultimo x;, este algoritmo é as vezes
denominado algoritmo da retro-substituigao.

Um sistema linear da forma Lx = b, onde L é triangular inferior, pode ser
resolvido de forma similar.

Supondo l;; # 04 = 1,...,n entdo as incégnitas podem ser determinadas
através de

1, .
xzzl—(bZ—lekl‘k) 221,...,n
i1 k=1

Observe que para determinar a solucao sao necessarias n divisoes e
Yo (i — 1) = n(n — 1)/2 multiplicagdes.

Exemplo 5.3.1

2x1+ x99 —x3=-3
2:]32 —I3 = 1
—I3 = 1

xr3 = -1

To = 1/2(1 +$3) =0
21 = 1/2(—3 — 22 + 23) = 1/2(—4) = —2

r=(-2,0,-1)

5.3.3 Eliminagao Gaussiana

Um dos métodos mais eficiente e utilizado na solugdo de um sistema linear
geral da forma

a1171 + a12%2 + - - - + a1y = by

a21%1 + a2 + - - + agp Ty = b
(5.8)

Ap1T1 + Ap222 + - + AppTpn = by

¢ o método de eliminagao devido & Gauss.

A idéia central do método consiste na eliminacao sistemadtica das incégnitas
transformando o sistema geral em um sistema do tipo triangular o qual ja
sabemos como resolver.

Antes de tratar o caso geral vamos considerar o método para um exemplo
especifico.
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Exemplo 5.3.2

Considere o sistema dado por

Il
S

Lh— 1 + x2 + 3
lo— 2z 4+ 322 + 23
l3— x1 — X9 — x3 = —2

Podemos eliminar a incégnita x1 nas linha Iy e na linha I3 fazendo
repectivamente as seguintes operagcoes:

lg « (=2)l1 + 12 (substituir Iy por (—2) x I3 + l2)

lg «— (—1)[1 + I3

I
©

teremos entao o seguinte sistema equivalente

lh— 21 + 22 + 23 = 4
l2 — T2 — I3 == 1
I3 — —2x9 — 2x3 = —6

Vamos agora eliminar a incégnita xo na linha [3 fazendo a seguinte
operagao: lg <« (2)la + I3
Teremos entao o seguinte sistema equivalente

lh— 21 + 290 + 23 = 4
Iy — r9 — x3 = 1
I3 — — 4dxs3 = -4

Temos agora um sistema triangular que pode ser resolvido com o algoritmo
da retro-substituigao.

—Ary3=—-4=x3=1
To =143 =29 =2 l‘Z(l,Q,l)t
r1=M4—-22—-23) =21 =1
Vamos analizar agora o caso geral
Suponha que a matriz Ay, = (a;;) referente ao sistema dado por (5.8) é

nao singular, ou seja, det(A) # 0.
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Se a1 # 0 podemos eliminar 1 nas dltimas n — 1 equagoes de (5.8) fazendo:

a;;" = Qi; + mi1a1; t=2,...,n

bz(-l):bi—i-milbl 1=2,...,n

Assim as ultimas n — 1 equagoes do sistema se tornam

a%)xg + -+ agi)xn = bgz)
aéi)fvz + o+ Pz, = P

Este sistema tem n — 1 equagoes e n — 1 incognitas.
Com um procedimento andlogo, e supondo ai,;l =% 0 podemos eliminar
das n — k ultimas equagoes do sistema fazendo:

2D

m,k:—% izl,...,n
Tk
ot = al) tmgal) i=1 . j=k+1. (n+1)
(5.9)
Fazendo k = 1,2,... ,n — 1 em (5.9) temos que o sistema (5.8) é equivalente

ao sistema triangular

afer + apler + -+ aj)e. = b))
ag)mg + e+ aéi)mn = b§2)
ae, = b

onde estamos denotando agjl-) = a;j e bgl) =b;.
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O sistema triangular agora pode ser resolvido por retro-substituigao.

ATENCAO!

Computacionalmente o algoritmo de eliminac¢do pode ser es-

crito como:

k=1,2,...,n—1
i=k+1,...,n
Mk, = —Qik/ Ak

j=1,2...,n+1

{ Ajj = Qij + MikAk;

1 @2 (3) (n)

Como veremos a seguir os elementos ayy’, gy , 33, - . . , Any representam um
papel fundamental no método de eliminacao. Estes elementos sdo denomi-
nados pivos da eliminacgao.

5.3.4 Estratégias para Escolha do Pivo
Vamos considerar os seguintes sistemas:
(i)
T1+ 220 + 23 =1

T1+ 9 +2x3 =2
T, + 220 + 223 =1

Apbés a primeira etapa da eliminagao temos

1+ xotwz = 1
0x14+0xo+z3 = —1
O0x14+ zo—x23= 0

2 ~ . N
Como aéQ) = 0 nao podemos continuar o processo de eliminagao.

(i)

10_4131 +x9=1
TT F+ax9=2

Apés a primeira etapa da eliminagdo temos:

10_4$1 + o = 1
+ (10* = 1)xg = (10* - 2)
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o x9 = (10* — 2)/(10* — 1) = 1.000 usando 3 casas decimais.
Usando a primeira equagao temos:

10_4$1+1:1:>1’1:0
Assim x = (0,1)! seria solugao do sistema. Mas analizando a equagao
x1 + 22 = 2 vemos que x = (0, 1)’ nao pode ser solucao.

O sistema do item(i) nos mostra que nao podemos escolher um pivé igual a
ZETO.

O sistema do item(ii) nos mostra que a escolha de um pivo nao nulo é
necessaria mas nao é suficiente.

De fato, com a escolha de um pivo muito préximo de zero podemos chegar
a “solucoes” completamente absurdas.

No sentido de “evitar” estes problemas vamos adotar a seguinte estratégia:

Estratégia para Escolha do Pivo

Na k é-sima etapa escolha r de modo que

k k .
\aik)| :ma${|a§k)| i=k,...,n}
Entao troque as linha r e k

Vamos analizar, sob esta estratégia, o sistema dado em (ii)

10_433‘1 +x0=1
r1 +ax9=2

\af}l)| = max{|a§})| , i=1,2} =mar{1074 1} = r =2
.. devemos trocar as linhas 1 e 2

r1 a9 =2
1074 + 29 =1

Podemos agora efetuar a primeira etapa da eliminagao

xr1 + ) = 2
+ (107 =)oy =2x107% 1

s =(2x107* = 1)/(107* — 1) = 1.000 usando 3 casas decimais.
Usando a equacdo x1 + o = 2 temos z1 = 1 e assim z = (1, 1) é a solucao

do sistema usando arredondamento para 3 casas decimais.
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5.3.5 Calculo de Determinantes

Vamos considerar a matriz A, x, = (a;;) dada por

ailp a12 -+ Qain
A=

Gnl An2 - Onn

Através do método de eliminacao de Gauss podemos transformar equivalen-
temente a matriz A em uma matriz U que é triangular superior, ou seja,
(1 (1) (1)
R R
U= Ay =+ A1

(n)

Ann

onde como ja fizemos antes estamos denotando aﬁ-) =ay;7=1,...,n
Considerando que essas transformagoes nao alteram o valor do determinante
mas apenas seu sinal caso tenhamos efetuado alguma troca de linha, temos
que det(A) = (—1)¥det(U) onde estamos denotando por ts o ntimero de
trocas de linhas para o método de Gauss.

Assim temos

det(A) = (—1)det(U) = (-1)*aVal? .. o

'nn

5.3.6 Calculo da Inversa de uma Matriz

Em alguns problemas existe a necessidade de se resolver o seguinte problema:
Ax:bi, iZl,...,p

E claro que seria tremendamente anti-econémico resolver os p sistemas line-

ares Ax = by, Ax = by, ..., Ax = b).
Este problema pode ser resolvido considerando-se a matriz aumentada

Apxntp onde as colunas j + 1,... ,p de A sao os vetores colunas b1,... ,b,
ain a2 -+ aip | bir o+ by
A pr—
Gnpl Ap2 **° Opn bnl e bnp
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Usando n etapas do algoritmo de eliminacio na matriz A teremos

1 1 1 1 1
N A
~ 2 2 2 2
T

o) o)

Basta agora resolver os p sistemas triangulares

®n @ (1) (D

a1y Qg 1 Gy 1 11
asy) oafl) || w2 | _ | of)
- al) Tn b
1 1 1
a(u) agQ) CLS@) T bgp)
as) ol || e | | 05
a) n by

Exemplo 5.3.3
Considere os seguintes sistemas lineares

Axy = b1, Axzg = by e Axg = by onde:

1 11
A= 11 2
1 2 2

by = (1707 1)tvbQ = (_1727 1)t e by = (17 _170)t

Assim a matriz A serd dada por

) 1 1 11 -1
A= 11 2|10 2 -1
12 2|1 1 0
A matriz triangularizada
) 1 1 11 -1
A= 0 1 110 —
0 0 1|1 1

99



5.3. Métodos Diretos S.R.FREITAS

Resolvendo os sistemas triangular superior

1 1 1 1 1 1 1 |-1 1 1 1 1

0 1 1 0 , 0 1 1 2 , 0 1 1 |-1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 0
Temos respectivamente as solugoes: z1 = (1,—1,1)}, 29 = (=3,1,1)t e
xr3 = (27 -1, O)t

A determinagdo da inversa de uma matriz A,«, nao singular pode ser con-
siderada como um problema do tipo visto acima.

Se A7l ¢ ainversa de A entdo AA™! =1,,.

Supondo entdo que as colunas de A~! sdo os vetores colunas

T = ($11,$21 s Jnl)t, Ta = (57612,5622 e ,Inz)t, sy I = (Iln,$2n e ,xnn)t
para determinar A~! devemos resolver os sistemas:

Axl =€1 A.%’Q = €2, N NN N A:Cn = €p

onde ¢; é o vetor que tem todas componentes nulas menos a i-ésima que é
: _ ¢
1, ou seja, e; = (0,...,1,...,0)

ail ai2 -+ Qain €11 €12 - €in
a21 A22 - A2p €21 €22 - €2p
anl Qan2 Gnn | €nl €n2 Enn
all ail2 A1n 10 0
agy ag agp, (0 1 0
anl Gp2 ann |0 0 1

5.3.7 Estabilidade de Sistemas Lineares

Na solugao numérica de sistemas lineares, devido a inevitavel utilizacao da
aritmética finita, os erros de arredondamento sao inevitavelmente introdu-
zidos nos calculos necessarios para a obtencao da solugao.

Para muitos problemas praticos sao conhecidos apenas aproximagoes para
os componentes da matriz A e do vetor b. E claro (ue para esses casos a
solucao serda uma solugao aproximada da solucao exata.
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Seria desejavel que boas aproximagées para A e b acarretassem boas solugées
aproximadas para a solucao exata.

No que segue necessitaremos de algum modo medir o tamanho de vetores
e matrizes.

As ferramentas adequadas para estas medidas s@o as normas vetoriais e
normas matriciais.

Definicao 5.3.1 Normas Vetoriais

Norma vetorial é uma funcao definida em R™ e com valores reais, ou seja

| ||: R* — R satisfazendo as propriedades:
1) Jz[=0

2) [[z||=0 < =0

3) letyl<lzl+yl

4) ez ll=lal [z | ondeacR

Definigao 5.3.2 Norma FEuclideana

n 1/2
| o = /et + a3+ a2 = (Zﬁ)

Definigao 5.3.3 Norma da Soma

n
I @ |ls = la1] + |zal + - + wn] = > |l
=1

Definicao 5.3.4 Norma do Mdximo

” &z HM = ma:n{]x1|,|x2|,... 7‘$n‘}

Exemplo 5.3.4 Seja z = (1,-2,3,-5).
|z lp=vV1+4+9+25=+39
|z]ls=1+2+3+5=11

| = ||p = max{1,2,3,5} =5
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Definicao 5.3.5 Normas Matriciais

Seja Apxn = a;j. Definimos norma matricial como a funcao
| |l : Muxn — R satisfazendo

1) [TAf=0

2) |A|=0 <= A=0

3) TA+B<[Al+I B

4) leAl=lall Al ondeacR

Definicao 5.3.6 Norma do Mdzimo

1/2
n /

| ANl = max > |aij]

j=1

Definicao 5.3.7 Norma de Frobenius

1/2
" /

| Alp:={> (aij)?

ij=1

Definicao 5.3.8 Norma L

AL =Y lail
i

Definicao 5.3.9 Consisténcia entre Normas

Uma norma matricial € dita consistente com a norma vetorial se
| Az <A 2 |

Pode-se mostrar que a norma matricial do mdrimo ¢ consistente com a
norma vetorial do mdzrimo, ou seja

I Az {lar < I A a2 [[w
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Definigao 5.3.10 Vetor Residual

Vamos considerar o sistema Ax = b, onde A € nao singular.

Supondo T uma solugdo aprorimada do sistema, definimos entdo o vetor
residual da solucdo aproximada relativa ao sistema Ax = b como

r=Az—b

ATENCAO!

Desde quer =0=0=A —b=> At =b=% = A"'b é de
se esperar que se || r ||~ 0 entao Z seria uma boa solu¢ao aproximada.

O exemplo abaixo nos mostra que esta suposicao nem sempre é verdadeira.

Exemplo 5.3.5

1.2969 0.8648

Sejam A = ( 0.2161 0.1441

) e b= (0.8642,0.1441)"

Suponha 7 = (0.9911, —0.4870)" uma solugao aproximada de Ax = b.
r=Ai—b=(-1078,108) =| r ||;=1075.

Podemos deste modo esperar que T seja uma boa aproximacao para a solugao
exata. Mas isso é falso pois a solugao é x = (2, —2).

Vamos analizar o que pode estar ocorrendo considerando a representacao
geométrica do sistema.

r1 1 1.2969z + 0.8648y = 0.8642
rg 1 0.2161x + 0.1441y = 0.1441

A inclinagao da reta r1é —1.2969/0.8648 = —1.49965309 x 1074 e de ry =
—0.2161/0.1441 = —1.49965302 x 10~*

Assim temos que r1 é quase paralela a ro.

. det(A) = 0 = A é quase singular.

Definicao 5.3.11 Sistema Instdvel

Dizemos que um sistema linear Ax = b € instavel ou equivalentemente que
a matriz A € mal condicionada se pequenas variacées na matriz A ou no
vetor b acarretam grandes variacoes na solugdo.

Um sistema linear € dito estavel se nao € instdvel.
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ATENCAO!

A decisao sobre a estabilidade de um sistema € de fundamental
importancia na analise de sua solucao numérica. Como ja foi dito, os erros
de arrendondamento sao inevitaveis quando utilizamos a aritmética finita
e esses erros podem nos conduzir a resultados totalmente erréneos caso o
sistema seja instavel.

Assim, a anélise da estabilidade um sistema linear, torna-se de fundamental
importancia para que sua solucao numérica possa ser considerada confidvel.

O exemplo anterior nos dd uma pista de que sistemas quase singulares ou
seja aqueles em que det(A) ~ 0 nos indica um certo grau de instabilidade
da solucao.

5.3.8 Medida da Instabilidade

Como ja vimos uma das maneiras de se medir o grau de instabilidade de um
sistema é verificar se det(A) ~ 0. E claro que se os elementos da matriz A
forem pequenos entao existe grande probabilidade de det(A) ser pequeno.
Para contornar este problema definimos

|det(A)|

A =T

como uma medida do grau de instabilidade de um sistema.

Se k(A) ~ 0 ent@o o sistema Ar = b serd instdvel e devemos tomar as
devidas cautelas na anélise da solugao numérica. Observe que no exemplo
anterior temos

|det(A)]

k(A) = -— = =107%/1.4702 = 6.8 x 107°
A llas

104



5.4. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

5.4 Exercicios Propostos

1 — Resolva o sistema linear abaixo usando o Método de Cramer.

r—y+z=0
—z+2y—32=0
dor — 2y +22=0

2 — Resolva o sistema linear abaixo usando o Método de Eliminacao de
Gauss com pivoteamento.

2x1 4+ 3x2 4+ dxr3 =5
3x1 +4xo +Tx3 =06
1 +3x2+ 223 =5

3 — Dado o sistema:

1+ 0.9929 = 1.99
0.9921 + 0.9829 = 1.97

a) O que significa um sistema ser instével 7
b) O sistema acima é ou nao instével ?

4 — Sejam:

o 2 6 _ t . o\t
A_<2 6'00001) b=(1,4)" x=(10,-2)

e Mostre que ||r|| ~ 0 onde r = b — Az

e A partir desta informacao vocé diria que (10,20)! é solucao de Ax = b?
Por que ?

e Determine a solucao.
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5.5 Meétodos Iterativos

Os Métodos Iterativos sao caracterizados pela busca da solucdo de um sis-
tema linear através de etapas. Para cada etapa o método fornece uma
aproximagao para a solugao do sistema.
Quando o numero de etapas tende a infinito a seqiiéncia de aproximagoes
tende para a solucao exata do sistema.

Definigcao 5.5.1 Seqiiéncia de Vetores

Uma seqiiéncia de vetores é uma segiiéncia do tipo M 2@ 2B . onde
2@ e R" ou seja z() = (xgl),a:g), . ,:cgf)).

Definicao 5.5.2 Limite de uma Seqiiéncia de Vetores
lim 2™ =a < lim (2™ —a)=0 < lim || 2™ —a ||=0
n—oo

n—o0 n—oo

Vamos considerar o sistema linear Az = b onde A, x, ¢ b o vetor coluna
bn><1-

Supondo que o sistema Az = b possa ser transformado equivalentemente em
x=Bx+d,ouseja Axr =b <= x = Bx+d, onde B, € dyx1, podemos
definir uma seqiiencia de aproximacoes para a solugao da seguinte maneira:

() arbitrdrio para n = 0
2™ = (5.10)

Bx(1 4+ 4 paran > 1

Proposigao 5.5.1

Suponha a equivaléncia Az =b <= x = Bx +d e a seqiiéncia

(n) O arbitrdrio paran =0
2 .—
Bz Y +d paran>1

Afirmamos que:

Se lim ™ = o entio o é solucdo do sistema Ax = b.
n—oo

Demonstracao.

a= lim 2™ = lim Bz® Y +d% B(lim 2 V) +d=Ba+d

n—oo n—oo n—oo

Assim temos o« = Ba+d = Aa=1b
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5.5. Métodos Iterativos S.R.FREITAS

Observe que em (*) foi usada a continuidade da fungao matricial = — Buzx.

Proposicao 5.5.2 Seja Az = b sistema linear n x n onde A = (ai;) e b=
(by,...,by)t. Supondo que a; # 0,i = 1,...,n entdo temos a equivaléncia
Ar=b < x =Bz +d onde B e d sao dados por:

0 se i =j,
B (bz‘j) a;
] . .
——=  set .
o #J

bl bn
_ t
d=(—,...,—)
a1 Ann
Demonstracao. Vamos escrever o sistema de equacgoes referente a equagao

matricial Az = b.

Seja x = (11,... ,1,)!, entdo temos:

a1171 + a1axe + - + a1pTy = by
ao121 + 929 + -+ + aopxy = by
Ar =b <— . .

Ap1T1 + Ap2T2 + -+ + AppTp = by

Como a;; # 0 temos:

¢

1 = (b1 —anze+ -+ anxy)/an
2 (by — ag1x1 + - -+ + agpxy)/a
<

Z; (bi — ajixy + - + ainTp)/ay
Tn (bn —ap1r1+---+ ann—ll'n—l)/ann )
x1 0 bn bin x1 dq
x2 b1 O bay, x2 da

: : +
Tn bnl 0 Tn dn
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5.5. Métodos Iterativos S.R.FREITAS

r=(x1,T9,...,1p)"

d:(bl by bn)t

ai1’ a2’ " ann

z=Bx+d onde

ann

Proposicao 5.5.3 Seja Ax = b, A nao singular. Considere a equivaléncia
Ar =b < z=Bx+d. Se| B|<a<1 entio a seqiéncia ™ dada
por
(n) ) arbitrdrio paran =0
" =
Bz +d paran>1

converge para a solug¢do de sistema Ax = b
Demonstragao. Vamos supor que y seja a solugdgo de Ax = b.
Assim temos:

Ay = b e pela equivaléncia y = By + d.

Devemos provar que lim #® =y ou seja que lim || 2 —y =0
k—o0 k—oo
| 2™ —y | (Ba +d) — (By +d) ||=|| Bla* D —y) ||

=||

< B a® D —yf|<al D —y |

Assim temos que:

Vke N, | 2® —yll<a| D —y =] o® —y <k || 2@ -y |

Como a < 1 temos que limy_, o = 0. Podemos entio concluir a nossa
tese considerando o Teorema da Compressao, ou seja como

0 <[ a®—yll< of | 2@ -y

! i}
0 0
Temos que: limg_. || ak) — y ||I=0
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5.6. Método de Jacobi - MJ S.R.FREITAS

Na demonstracao anterior é necessaria a utilizagdo de normas vetoriais e
matriciais consistentes para que seja valida a desigualdade

I B =) <) B | || 2% —y |

5.6 Meétodo de Jacobi - MJ

Vamos considerar a equivaléncia Ar = b <= x = Bz +d, e a seqiiéncia de
iteragoes dada por

¢®) = Bp*k=1 1 g (5.11)

Escrevendo a equagao matricial (5.11) em termos de suas componentes te-
mos:

(k) k—1 k—1 b
) 0 —azgll) sl b
xgk) _%x(k—l) 0 _%x(k—l) ;72

= az2 1 age M + 22

(k} __an1 (k_l) b

T ) aexy - 0 =

Ou seja: £ ®) — (b; — Z aijxg-k_l))/aii 1=1,2,...n

i
Jj=1
J#
Definimos entao o Algoritmo de Jacobi como:

z(© =(0,0,...,0)

para k=1,2,...
2 = (b, — Z?;l- agz ™) jai i=1,2,...n
JF

7

Exemplo 5.6.1 Vamos considerar o sistema linear

201 + x = 1
{—xl + 4dzo = -3 (5.12)

Entao as equacgoes de iteragao para o Algoritmo de Jacobi sao dadas por:

2® = -2
2® = (=342

A tabela abaixo mostra o resultado das iteracgoes
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5.7. Critério de Parada para as Iteragoes S.R.FREITAS

ORI
0.0000 | 0.0000
0.5000 | -0.7500
0.8750 | -0.8750 0.9998 | -0.9998
0.9375 | -0.9688 0.9999 | -0.9999
0.9844 | -0.9844 || 10 | 1.0000 | -1.0000

0.9922 | -0.9961

(k) (%)

0.9980 | -0.9980
0.9990 | -0.9995

O| 00| | S| =

YWD~ O|

Nesse caso é facil resolver o sistema (5.12) por um método direto e achar
a solucdo 1 = 1,29 = —1. Assim, neste caso, podemos observar que as
iteragoes estdo se aproximando da solugao exata (1, —1)* quando k — oo.

E claro que no caso geral, onde 6bviamente nao se conhece a solugao do
sistema, serd necessario adotarmos um critério de parada para as iteragoes.

5.7 Critério de Parada para as Iteracoes

Proposicao 5.7.1 Suponha que a seja solucdo de Ax = b e que

lim || z® — a ||= 0. Entio temos lim || 2™ — 21 ||=0.
k—o0 k—o0
Demonstragao. Como 2B — gD = 20 _ 4 o — %D temos
I 2® — 20D = 2® 0 +a - oD <] o —a [+ ] 2¢D ~a |
o lim || 2™ —2® D < dim ()] 2® — o || + || 2%7D —a |))=0+0

k—oo k—oo
Assim temos lim || z® —z* =Y ||= 0

k—o0

Denotando my, =|| z¥) — =1 || ¢ usando a proposicio (5.7.1) ou seja que

limy_.somi = 0 podemos definir o seguinte critério de parada:
Dado € = 0, calculamos as iteracoes k até que my < e.

No caso da norma euclideana temos que :

iy = |32 ol D2

i=1

No exemplo anterior as iteracoes foram calculadas até que
my, = \/(Sﬂﬁk) — 2" )2 4 (28 — 2 )2 < 0.0001.

A condigao foi atingida quando k& = 10. E importante salientar que este ¢é
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5.8. Método de Gauss-Seidel - MGS S.R.FREITAS

apenas um critério de parada nao nos permitindo nenhuma inferéncia sobre
o erro cometido ao interrompermos as iteracoes por este critério.

5.8 Meétodo de Gauss-Seidel - MGS

Observando as equagoes de iteracao no método de Jacobi ou seja

n

) = (b= Y agal ) e i=12,....n
i=1
J#i

nota-se que na iteracdo de ordem (k) sdo usadas as componentes xf_l da
iteracao anterior.

O Método de Gauss-Seidel foi proposto de modo a usar na iteracao de ordem
(k) as componentes ja calculadas de ordem (k). Pode-se observar que quando
estivermos calculando, pelo método de Jacobi, a componente x; na iteracao
(k) ja foram calculadas as componentes mgk),:rék), . ,:z:g-k_)l e assim essas
componentes, que sao mais atualizadas, devem ser utilizadas no método

proposto por Gauss-Seidel.

Assim as equagoes de iteragao para o Método de Gauss-Seidel sao dadas por
K — k = k
-1 )
xg):(bi—Zaijaé)— Z aijx§ ))/a“ 2:1,2,...,n
j=1 j=i+1

Definimos entao o Algoritmo de Gauss-Seidel como:

0 =(0,0,...,0)
para k=1,2,...
k i— k k—1 .
xl( ) = (bl - ijll aij.%; ) — Z;’Z:i-q—l aijx§ ))/au 1= 1,2, ey

Exemplo 5.8.1 Considere o sistema linear

3r1— x9+ x3=9 x1:(9+x2—x3)/3
r1 — 4xg + 223 = 17 < To = (17— xr1 — 2%3)/(—4)
21 + a9+ 6x3 =24 x3 = (24 — 221 — 22)/6
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5.9. Interpretacao Geométrica do MGS

S.R.FREITAS

A equagoes de iteracido para o método de Gauss-Seidel sdo dadas por

(k)

x%k =(9+ :ng(kl) — x%ii))/?)
) ) = (17 — - 2a5 ))/<—4)
2 = (24 — 228 — 2{F)y /6

A tabela abaixo mostra o resultado das iteracbes com critério de parada
dado por m; < 0.0001

0 | 0.000 | 0.000 | 0.000 6 | 1.001 | -2.001 | 4.000 | 0.0083
1| 3.000 | -3.500 | 3.583 | 5.8387 || 7 | 1.000 | -2.000 | 4.000 | 0.0018
2| 0.639 | -2.299 | 4.170 | 2.7134 || 8 | 1.000 | -2.000 | 4.000 | 0.0003
3 10.844 | -1.954 | 4.044 | 0.4202 || 9 | 1.000 | -2.000 | 4.000 | 0.0001
41 1.001 | -1.978 | 3.996 | 0.1658 || 10 | 1.000 | -2.000 | 4.000 | 0.0000
5 | 1.009 | -2.000 | 3.997 | 0.0236

5.9 Interpretacao Geométrica do MGS

Ay

T2

A (LL'%, (E%) 1

(a9, 25) (1,25) &

Figura 5.3: Interpretacao Geométrica do MGS

Considere o sistema linear 2x2 dado pelas equacoes abaixo e geométricamente
representados pela retas r1 e 7o
{
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5.10. Matrizes Diagonalmente Dominante S.R.FREITAS

Observe a figura (5.3)
Comegamos no ponto (29, z9) = (0,0).

Para determinar (1, 23) substituimos na reta r; o valor 3 = 0 que geométri-
camente equivale a mover-se ao longo da reta horizontal iniciando no ponto
(0,0) até encontrar a reta rq

O préximo ponto (:1;%, a:%) e’ determinado movendo-se ao longo de uma reta

vertical iniciando no ponto (x1,z9) até encontrar a reta ro

Continuando desde modo iremos sucessivamente nos aproximando da so-
lucao do sistema no caso da seqiiéncia ser convergente.

5.10 Matrizes Diagonalmente Dominante

Dizemos que uma matriz A, é diagonalmente dominante se

n
|aii|>Z]aij\ 1=1,...,n
j=1

=1
JF

Exemplo 5.10.1

3 -1 1
A=\ 2 5 =2 ¢é diagonalmente dominante pois
1 3 7

[BI> =115 [5]>[2]+]=2]e [7T[>]1][+]3]

Proposicao 5.10.1 Considere o sistema linear Ax = b.
Se A ¢ diagonalmente dominante entdo a seqiéncia de iteragdes para o

método de Gauss-Seidel converge para a solugao do sistema.

Demonstragao. Sabemos pela proposicdo 5.5.3 da pdgina 108 que se
Ar = b <= z = Bx+de| B |< 1 entio a seqiéncia de iterados
converge para a solugdo do sistema.

Como foi observado na demonstracdo € necessdrio considerar a hipdtese de
que as normas vetorial e matricial sejam consistentes.

Vamos entao considerar a norma do mdzimo vetorial definida por
|| z ||M = mam{]azﬂ, |$2|, SR ‘xn‘}
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5.10. Matrizes Diagonalmente Dominante S.R.FREITAS

e a norma do mdzximo matricial definida por

1/2

n
A — Z ..
I Allar = max Al\awl
]:

que pode ser mostrado sao consistentes.

Vamos provar que || B ||y<1 <= A € diagonalmente dominante.

. 1/2
B <l << max bij <1
|5 la |
. 1/2
=D |byl <1 i=1,...,n
j=1
n
— Dbyl <1 i=1,....n
j=1
 Jayg|
ij .
= <l +=1,...,n
.Z;|%'| o
P
J#i
n
<~ Z]aijl<|aiil 1=1,...,n
j=1
i#i

ATENCAO!

Observe que a matriz A ser diagonalmente dominante é uma
condicao suficiente para a convergéncia da seqiiéncia de iteracoes mas nao
necessaria como podemos observar pelo exemplo seguinte.
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5.10. Matrizes Diagonalmente Dominante S.R.FREITAS

Exemplo 5.10.2 Considere o sistema linear

r1+229= 3
r] —4x0 = -3

A= < i _i ) nao é diagonalmente dominante

Calculando as iteragoes temos que

0.0000 | 0.0000 10 | 0.9961 | 0.99902 | 0.01208

3.0000 | 1.5000 | 3.3541 | 11 | 1.0020 | 1.00049 | 0.00604
0.0000 | 0.7500 | 3.0923 | 12 | 0.9990 | 0.99976 | 0.00302
1.5000 | 1.1250 | 1.5462 | 13 | 1.0005 | 1.00012 | 0.00151
0.7500 | 0.9375 | 0.7731 | 14 | 0.9998 | 0.99994 | 0.00075
1.1250 | 1.0313 | 0.3865 | 15 | 1.0001 | 1.00003 | 0.00038
0.9375 | 0.9844 | 0.1933 | 16 | 0.9999 | 0.99998 | 0.00019
1.0313 | 1.0078 | 0.0966 | 17 | 1.0000 | 1.00001 | 0.00009
0.9844 | 0.9961 | 0.0483 | 18 | 1.0000 | 1.00000 | 0.00005
1.0078 | 1.0020 | 0.0242

O 0D T W N~

Observe que

lz’mkﬁoo(a:’f, :clzc) =(1,1)

ATENCAO!

Considere o sistema linear Ax = b onde estamos supondo A
nao diagonalmente dominante.

Com freqiiéncia é possivel transformar Ax = b num outro sistema equi-
valente (que tenha a mesma solu¢dao) Cx = d de modo que C seja agora
diagonalmente dominante.

As operacoes que sao permitidas na transformacao sao:

i) Troca da linha i pela linha j ou seja l; «— [;
ii) Troca da linha i por uma combinagao linear da linha i com a linha j

li «— al; + Bl , o e B = ctes
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5.10. Matrizes Diagonalmente Dominante S.R.FREITAS

Exemplo 5.10.3

Vamos considerar o sistema linear Ax = b dado por

r1 + 3z = 1 (13 o _
{5x1 | = A= < 5 1 ) nao é diagonalmente dominan-

te.

Trocando as linhas 1 e 2 temos o sistema equivalente Cx = d

51’1 — i) = -1 . 5 1 s 9. .
{ v 4+ 31y = 1 = (C = < 1 3 > que ¢ diagonalmente dominan-

te.

Exemplo 5.10.4 Seja Ax = b dado por

3r1 — x99 + 2x3= 1 3 -1 2
951 — X9 — 3dx3= —2 = A= 5 —1 -3
Ty — 3ry + x3= 1 1 -3 1

Podemos transformar Az = b equivalentemente em Cz = d com as seguintes
operacoes

i) Iy «—— 1
iii) Iy — I — Iy

Teremos agora o sistema equivalente Cx = d dado por

51‘1 — i) — 3.%'3 = =2 5 —1 -3
r1 — 3x2 + x3= 1 =C= 1 -3 1
2¢1 4+ 0Ox9 — bxz= -3 2 0 -5
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5.11. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

5.11 Exercicios Propostos

1 — Considere sistema linear Az = b onde :

A:<1 _Z> b=(1,4)"

Resolver Ax = b usando:
a) Método Iterativo de Jacobi
b) Método Iterativo de Gauss-Seidel

2 — Considere sistema linear Az = b onde :
(3 =2 . ‘
a(22) mias

Faga o grafico do processo iterativo para o Método de Gauss-Seidel.

3 — Considere sistema linear Az = b onde :

4
—-1 b=(6,5,4)"

1
A=13
2 1

N e

a) Calcule a Matriz de Iteragdo B relativa a Az = b
b) Sem calcular os x; vocé pode garantir a convergencia ?

c) E possivel transformar o sistema anterior num equivalente onde pos-
samos garantir a convergencia ?

4 — Considere sistema linear Az = b onde :

2 10 1
A=[2 2 10 b=(12,13,14)"
10 1 1

a) Transforme Ax = b num sistema equivalente que seja diagonalmente
dominante.

b) Faga 5 iteragoes para o método de Gauss-Seidel.
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5.11. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

5 — Considere sistema linear:

20+ 3y —4z—w =3
r—2y—5z+w=2
St —3y+z—4w =1
10z + 2y — 242w = —4

Transforme Az = b num sistema equivalente que seja diagonalmente
dominante.
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Capitulo 6

Ajuste de Curvas

Com muita freqiiéncia nos problemas praticos existe a necessidade de se re-
presentar dados conseguidos experimentalmente por uma relacao funcional.

Este problema pode, de um modo geral, ser descrito matematicamente do
seguinte modo:

Dada uma familia de fungoes
G={p1,...on} onde ¢;:[a,b] >R, i=1,...,n

e uma tabela da funcao f

LEO xl o e ‘/I’.m ‘

flao) | flan) |-+ | flam) |

Determinar uma fungao g que seja membro da familia G e que se ajuste ao
dados (x4, fi), i=0,...,m onde f; = f(z;).

No desenvolvimento deste capitulo iremos definir de modo preciso o que
significa g ser um membro da familia G e se ajustar aos dados (z;, f;).

6.1 Caso Linear

Dizemos que uma funcao g é um membro da familia G se existem constantes
co,C1, ... ,Cn € R nao todas nulas tal que

9(x) = copo(x) + c101(2) + copn(x) = Y cipi()
=0
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6.1. Caso Linear S.R.FREITAS

Vamos entao considerar a formulacdo matemaética do problema acima.

Dados : (@i, fi), i=0,...,m tabela Ele f '
wo(z),v1(x), - ,on(x) fungbes quaisquer.
Determinar uma fungao do tipo :

9(x) = copo(z) + c191(2) + cnpn(2)

que se ajuste a tabela dada por (x;, f;), i =0,... ,m

ATENCAO!

Observe que variando as constantes cg,cq, ... ,c, Obtemos as
fungoes g(x) que sao membros de G.

Assim a solugao do problema consiste em determinar os parametros cg, 1, . - -
¢n, de modo que g(x) se ajuste a tabela dada.

Como os parametros cg,cy, ... ,C, a serem determinados aparecem linear-
mente na defini¢ao da funcao g(x) este caso é conhecido como o caso linear
do Método dos Minimos Quadrados.

A idéia mais ingénua e natural que nos ocorre para ajustar g & f é impormos
a condigao que g coincida com f nos pontos dados; ou seja g(z;) = f(=z;), i =
0,...,m.

Teriamos entao

copo(ro) + cipi(zo) + +  cnpn(zo) = f(20)
copo(r1) + capi(z) + - 4+ capn(z) = f(a1)
copo(zm) + c1pi(®m) + o+ npn(Tm) = f(Tm)
Que é um sistema de m + 1 equactes e n + 1 incognitas cg, c1,... ,Cp

a) Quando m = n, p;(x) = 2' e os pontos z;’s sdo distintos teremos um
problema conhecido como INTERPOLAGAO POLINOMIAL;

b) Quando m > n teremos um sistema com mais equagoes do que incégni-
tas (sistema sobre-determinado) e um dos métodos mais usados para
tratar o problema é o conhecido METODO DOS MINIMOS QUADRADOS.
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6.2. Método dos Minimos Quadrados-MMQ S.R.FREITAS

6.2 Método dos Minimos Quadrados-MMQ

Vamos considerar o seguinte problema :

Seja f dada pela tabela abaixo

fil1]3]15

Determinar uma reta g(x) = ¢g + c1x que melhor se ajusta a f.

Vamos considerar d; = g(x;) — f(z;). Observando a Figura 6.1 somos, in-
tuitivamente, induzidos a escolher as constantes cg e ¢; de modo que dg,d;
e do sejam o menor possivel.

(w2, f2)

Y4

d (ﬂﬂl,fl)

Figura 6.1:

Uma das maneiras de se resolver esse problema consiste em minimizar a
soma dos desvios d;, ou seja,

2
Minimizar E d;
i=0
Como os d; nem sempre sao de mesmo sinal corremos o risco de minimizar

a soma sem minimizar cada uma das parcelas. Temos ainda a alternativa
de minimizar a soma do valor absoluto dos desvios ou seja

2
Minimizar E |d;]
i=0
O problema neste caso surge quando utilizamos as técnicas de minimizagao
envolvendo o calculo de derivadas pois como se sabe a func¢ao valor absoluto
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6.3. Sistema Normal para o MMQ S.R.FREITAS

nao é derivavel na origem.

O método adequado para a solucao consiste em minimizar a soma do qua-
drado dos desvios, ou seja,

2
Minimizar E d?
1=0

Vamos agora considear o caso geral do problema

(i, fi), i=0,...,m (tabela de f)

Dados : { G ={po(x),p1(x),... ,on(x)} (fungdes quaisquer).

Determinar g(z) = copo(z) + -+ - + cnn(x), membro de G, de modo que

m m
Zd? = Z(g(xl) — f(z3))?  seja minimo (6.1)
i=0 i=0
Observe que
m m
> (g(@i) = f@:)? = (copo(i) + - + cnipn(wi) — fi)°
i=0 i=0
logo as tnicas variaveis na expressao (6.1) sao as incégnitas co, . .. , ¢,. Assim
o problema agora se resume em determinar cg,... ,c, que tornam minima

a expressao (6.1).

Vamos considerar

m
S(CO> s 7Cn) = Z(CDQOO(SU) +oeeet cn‘a@n(x) - fz)2
i=0
Agora o problema transformou-se num problema de determinar o minimo
da fungao S(co,... ,c,) de n+ 1 varidveis.

6.3 Sistema Normal para o MMQ

Vamos supor que a fungao S(cp, ... ,c,) tenha um ponto de minimo. Esta
suposigao pode ser aceita com argumentacao sobre a geometria e a natureza
do problema.

Utilizando as condigOes necessarias para existéncia de minimo da funcao S
obtemos n + 1 equacoes

(;Z—O para k=0,1,... ., n
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6.3. Sistema Normal para o MMQ S.R.FREITAS

Vamos calcular essas n 4+ 1 equagoes.

Como
S(eo,- - sen) = > (copo(@i) + -+ + cnipn(@i) — fi)°
i=0
temos :

s _ 2 i@m(m) e cnpn(@) — )
g (copo(i) + -+ + capn(as) — fi)?

_ 22@0%(%) bt o) — ) (eupelai)
>

2(copo(xi) + -+ - + enpn(xi) — fi)pr(zi)

=0
oS
”8143_0 para k=0,1,... ,.n <=
> en@i)(copo(@i) + -+ capn(@s) =Y r(@)fi k=0,1,....n
=0 i=0

Este sistema de n + 1 equagoes e n + 1 incégnitas é denominado sistema
normal.

Vamos escrever o sistema normal na forma matricial Ac = b

Apxn = (akj)§bn><1 = (b0> cee abn)t;cnxl = (007 cee 7cn)t

{akj = Do er(@i)ej(zi)
onde :
be = Yilowr(i)fi
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6.3. Sistema Normal para o MMQ S.R.FREITAS

ATENCAO!

é o seguinte :

Seja M

Um modo bastante simples de se conseguir o sistema normal

vo(zo) @i(xo) -+ en(z0) fo
_ vo(x1)  @1(x1) - pn(x1) . - fi
polim) ©1(Em) - Gnlam) fn

E ficil verificar que A = M'M e b= M'y ou seja:

Ac=b

< M'Mc= M'y (sistema normal)

Exemplo 6.3.1 Seja f dada por

Z; 1 2

3

filll]3

1.5

Determine g(

x) = ¢ + c1x que melhor se ajusta a f.

Como ¢o(z) = 1; p1(x) = = temos:

wo(zo) = 1;p0(21) = 1;00(z2) =1
e1(z0) = L;p1(21) = 2;01(22) =3

)

Assim as matrize M e M? e o vetor y sdo dados por

11
M=|1 2 Mt:<111> y=1 3
1 3 1

1

1 2 3 5

. + . t 3 6 Co . 5.5
L AMMe= My <6 14 ) e )T 1s

Basta agora resolver o sistema linear 2 x 2 dado por :

3cp + 6c1 = b5

6cg + 14

11.5

A solugao é ¢y = 1.33 e ¢; = 0.25, logo g(z) = 0.25z + 1.33
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6.3. Sistema Normal para o MMQ S.R.FREITAS

Exemplo 6.3.2 Foram feitas as seguintes observagoes sobre o movimento
das mares no porto de Santos

t/horas 0O 2| 4] 6 |8 ]10]|12
H(t)/metros | 1.0 | 1.6 | 1.4 | 0.6 | 0.2 | 0.8 | 1.0

Aproximar H (t) por uma fungao adequada considerando que H (t) é do tipo
ho + Asen(2m(t — to)/12) onde hg, A e tg sdo constantes.

Observe que

2mt 2nt
H(t) = ho+ alsen(i) + agcos(ﬁ)

onde a1 = cos(2mty/12) e ag = —sen(2wty/12)

Temos entao:

co = hoic1 = ar;co = ag
wo(t) = 1;p1(t) = sen(2mt/12); pa(t) = cos(2mt/12)

t 0 2 | 4 6 8 | 10 | 12
sen(27t/12) | 0.00 | 0.87 | 0.87 | 0.00 | -0.87 | -0.87 | 0.00
cos(2mt/12) | 1.00 | 0.50 | -0.50 | -1.00 | -0.50 | 0.50 | 1.00

1 0.00 1.00
1 087 050
1 0.87 —0.50
M=]1 000 —1.00
1 —0.87 —0.50
1 —0.87 0.50
1 0.00 1.00
7.00 0.00 0.00 6.60
A=MM=1| 000 3.03 0.00 b=My=| 1.74
0.00 0.00 4.00 1.80
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.. temos :

Tco = 6.6 — cg = 0.94
3.03c; =1.74 — c; = 0.57
4eo = 1.8 = c9 =045
Logo

H(t) = 0.94 4 0.57sen(27t/12) 4+ 0.45cos(27t/12)

6.4 Casos Redutiveis ao Linear
a) Aproximar f por uma funcao do tipo:
g(z) = ae’®

Fazemos a seguinte transformacao:

G(z) = In(g(z)) = In(ae’®) = In(a) + Bz

Resolvemos agora o seguinte problema linear:

{ F(z) = In(f(x))

G(z) =co+cz onde c¢y=In(a),c;1 =0

Uma vez determinadas as constantes cg e ¢; pelo MMQ o problema
fica resolvido pois ¢y = €% e ¢; = .

b) Aproximar f por uma funcao do tipo:

g(x) = af*

Fazemos a seguinte transformacao:

G(z) = Ing(x) = In(af®) = In(a) + In(B)x

Resolvemos agora o seguinte problema linear:

{ F(z) = In(f(z))
G(z) =co+ 1z onde c¢y=In(a),c; =1In(p)
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6.4. Casos Redutiveis ao Linear S.R.FREITAS

Uma vez determinadas as constantes cg e ¢; pelo MMQ as constantes
« e [ sao determinadas através das formulas: a = e® e 3 = e“!.

Vamos resolver agora o problema que foi apresentado na introdugao.

Exemplo 6.4.1 Seja N(t) o numero de bactérias existentes numa
colénia de bactérias no instante ¢.

Foram conseguidos os seguintes dados sobre o tamanho da colonia

t/horas | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 5
N(t) 27 | 42 | 60 | 87 | 127 | 185

Deseja-se prever, usando os dados acima, a populagao da colonia no
intante ¢ = 10 horas.

Como ja foi apresentado na introducgao o problema consiste em ajustar
os dados para uma funcio do tipo g(t) = a3t

Como o problema é nao linear devemos lineariza-lo usando o sugerido
no item b).

G(t) = In(g(t))

Fi) = In(f(t)

~G({t) = co+ct onde cg=lIn(a),cy =0
t/horas 0 1 2 3 4 5

F(t) =In(f(t)) | 330 | 3.74 | 4.09 | 4.47 | 4.84 | 5.22

0.00
1.00
2.00 'Mt—< 1 1 1 1 1 1 )
3.00 |’ 0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
4.00
5.00

—_ o e e e
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6.4. Casos Redutiveis ao Linear S.R.FREITAS

y = (3.30,3.47,4.09,4.47,4.84,5.22)"

6 15 25.39
_ t _ _ t,, _
A_MM_<15 55> b_My_<70.79>

te=b { o T e 2 o
Resolvendo o sistema acima temos ¢; = 0.42 e ¢y = 3.19
Soa=e0=2429¢e =4 =1.52.
A funcao que aproxima os dados da tabela de N(t) serd entao:
g(t) = (24.29)152t - N(10) =~ g(10) = 1599

c¢) Considere

1

g(x) = P

Podemos fazer a seguinte transformacgao
G(z) =1/g(x) = co + a1z

Resolvemos agora o seguinte problema linear:
F(z) =1/f(x)
G(z) =co+ 1z
d) Considere
g(z) = ax®
Podemos fazer a seguinte transformacao
G(x) = In(g(x)) = In(a) + In(B)z
Resolvemos agora o seguinte problema linear:

{ F(x) = In(f(x))
G

(x) =co+cixz onde c¢o=In(a),c; =In(f)

128



6.4. Casos Redutiveis ao Linear

S.R.FREITAS

e) Considere

g(x) = Veor + 122

Podemos fazer a seguinte transformagao

G(z) = (9(x))* = co + c12?

Resolvemos agora o seguinte problema linear:

(z) = cox + c12?

{ F(z) = (f(=))”
G
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6.5. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

6.5

1-—

2 —

Exercicios Propostos

Dada a tabela

T 1 3 4 6
f(x) | =21 | -0.9| —0.6 | 0.9

Ajuste os dados para uma funcao do tipo g(x) = ax + b.
Aproximar f dada pela tabela abaixo por uma funcao do tipo

g(x) = cosen(z) + cicos(x).

x 0 | n/4 | m/2
fx) | —1]07L] 2

Seja g(x) = co + c1ln(z). Ajustar f(x) por uma funcao do tipo acima
sabendo-se que f passa pelos pontos (1,1);(2,2);(3,3).

Seja M (t) a massa de um material radioativo. Num laboratério foram
feitas as seguintes medigoes

t 02 | 03|04 | 05| 06
M(t) | 3.16 | 2.38 | 1.75 | 1.34 | 1.00

Determine o instante em que teremos uma massa de 0.1 sabendo-se
que M(t) = Mye® onde M e a massa do material no instante ¢ = 0.

A producao de aco de um certo pais, em milhGes de toneladas, durante
os anos de 1960 a 1970 é dada pela tabela abaixo

Ano | 60 | 61 | 62 | 63 | 64 | 65 | 66 | 67 | 68| 69 | 70

Aco [ 66 | 85 [ 89 | 78 | 97 | 105 | 93 | 112 | 88 | 117 | 115

a) Determine uma reta que se ajusta aos dados.

b) Avaliar a produgao para o ano de 1971.

A dependéncia entre a velocidade de um navio e a sua poténcia é dada
pela tabela abaixo

v ) 7 9 11 12
P(v) | 290 | 560 | 1144 | 1810 | 2300

Supondo que a dependéncia é do tipo P(v) = a + bv?, determine a e b
de modo a ajustar a funcao a tabela.
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7 — Determine uma funcao do tipo

g(x) =

x
co + c1x

que se ajusta a tabela

x | 404 | 470 | 539 | 600
F(x) | 0.586 | 0.358 | 0.292 | 0.234

z | 00]02]04]06] 08] 10
F(x) | 2.00 | 2.04 [ 2.25 | 2.33 | 2.56 | 2.83

Ajuste os dados para uma funcio g(z) = av/1 + bx?

9 — Dada a tabela da fungao f(x)

x 00 | 02|04 | 06 | 08 ] 1.0
f(z) | 2.00 | 2.04 | 2.25 | 2.33 | 2.56 | 2.83

Ajuste os dados para uma funcao do tipo
b c
g(x) =a+ o + 2

10 -

x 1.0 | 1.3 1.6 1.9 2.2 2.5
f(z) | 6.00 | 8.34 | 11.60 | 16.13 | 22.42 | 31.18

Ajuste os dados para uma funcao g(x) = a5*
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Capitulo 7

Interpolacao

Interpolacao é o processo de estimar os valores de uma funcao f para valores
de z diferentes de xg, x1, . .. ,x,, conhecendo-se apenas os valores de f(x) nos
pontos xg, T1,... ,Ty.

Geralmente neste caso a técnica a ser utilizada é a de ajustar fungoes poli-
nomiais aos dados (zg, fo), ... (zn, fn) de uma maneira adequada.

7.1 Interpolacao Linear

Suponha o seguinte problema:

Seja f(x) dada pela tabela abaixo onde como usual estamos denotando

fi = f(z;)

:L‘O l‘l o e J:n

folfil- | fa

Determinar uma aproximagao para f(u) onde z; < p < Tit1

O método, neste caso consiste em substituir f(u) por Pi(u) onde Py(z) é
a reta (polinomio de grau 1) que passa pelos pontos A = (z;, f;) e B =
(xi_H, fi+1) (Veja ﬁgura 7.1)

Escrevendo a equagao da reta que passa pelos pontos A e B temos

(fir1 — fi)

(figura 7.1)
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7.1. Interpolacao Linear S.R.FREITAS

Tiv1, [(Tit1))

I
I I
I I
I I
I I
& & :
T 2 Ti+1 x

Figura 7.1: Interpolagao Linear

Assim temos

(fis1 — f2)

(i1 — ;)

flp) = Pi(p) = fi+ (n — i) (7.1)

Exercicio 7.1.1 — Dada a tabela

z(rad) | 0.1 0.2 0.3 0.4
sen(x) | 0.010 | 0.199 | 0.296 | 0.384

Calcule aproximadamente sen(0.15) e sen(0.32).
Solugao
Como 0.1 < 0.15 < 0.2 usando (7.1) temos :

(0.199 — 0.010)

£(0.15) ~ P(0.15) = 0.010 + (0.15 — 0.10) (0.2—=0.1)

0.189
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7.1. Interpolacao Linear S.R.FREITAS

Por outro lado como 0.3 < 0.32 < 0.4 usando (7.1) temos :

(0.384 — 0.296)
(0.4-0.3)

£(0.32) ~ P1(0.32) 0.296 + (0.32 — 0.30)

= 0.296 + (0.02)(%) = 0.3136

7.1.1 Estudo do Erro

Vamos considerar o intervalo [z;,z;1+1] € um ponto = € (x;,z;+1). Como
ja vimos a interpolagao linear consiste em aproximar f(x) por Pj(x) onde
P;(x) é a reta que passa pelos pontos (z;, fi) € (41, fi+1). Assim o erro
cometido nesta aproximagao é dado por:

E(z) = f(x) — Pi(z)

Como E(l‘z) = f@ — Pl(IL‘z) =0e E(:L’i+1) = fi+1 — P1 (:L'i+1) =0

podemos supor que E(z) seja da forma:
E(x) = A(x — x;)(x — zj+1) onde A = cte a ser determinada
No sentido de determinar a constante A vamos considerar a funcao
W(t) = f(t) — Pi(t) = A(t — i) (t = tiv1)

Supondo que f seja continua em [z;, x;41] € com derivada de ordem 2 em
(x4, Tit1), teremos que W(t) também satisfard essas mesmas propriedades.

Por outro lado temos que W (z;) = W(z;+1) = W(x) = 0.

Podemos entdo utilizar o teorema de Rolle para concluir que :
W(z;)=W(x)=0=3& € (x;,z) : WI(&)=0
W(z)=W(@it1) =0=3& € (z,241) : W(§) =0
W/(&)=W'&)=0=3¢€ (&,6) W =0

Mas como W"(t) = f"(t) — 24

Temos 0 = W"(£) = f"(§) —2A = A = f"(£)/2

CB@) = (- 2o - w)

para algum & € (x;, Tit1)
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7.1.2 Cota para o Erro

Suponha que Vz € (x;, z;41), |f"(z)| < Ms para alguma constante Ma.
Podemos entao considerar a seguinte estimativa para o erro

O My
[E(2)] = =57 (@ — i) (z = zi1)] < 7 |(@ — @) (2 — 2i41))]
Observando que |(x — z;)(x — z;i+1)| atinge seu valor mdximo no ponto
) ) )2
To = W temos  |(z — ) (x — wi41)| < W
M.
B()| < =7 (i1 — 1)’ (7.2)

Exemplo 7.1.1 Vamos calcular uma cota para o erro cometido na aproxi-
macao para sen(0.15) do Exemplo 7.1.1 da pédgina 134.

f(z) = sen(z) e x € [0.1,0.2]

F'(w) = cos(a)if"(z) = —sen(x)

S (@) =] — sen(x)] < sen(0.2) =0.199 < 0.2 Vz € [0.1,0.2]

Usando a férmula para a cota dada em (7.2) com z; = 0.1;2,41 = 0.2 e

M = 0.2 temos

0.2
|E(z)| < ?(0.2 —0.1)2 = 0.00025

7.2 Interpolagao Polinomial

Como ja foi dito Interpolagao é o processo de estimar valores de uma fungao
f(x) para © # x;, i = 1,... ,n onde utilizamos apenas os valores

(i, fi), i=1,...,n.

O problema neste caso pode ser proposto como

Dados n + 1 pares de valores (z;, fi), i =0,... ,n com z; # x; para i # j.
Determinar um polindémio de grau n que passa por estes n + 1 pontos.(Veja

figura 7.2

A seguir vamos demonstrar que este problema tem sempre solugao e esta
solucao é unica.
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Yy

(Tns Yn)

(70,%0)

(w2,y2)

H"

Figura 7.2: Interpolacao Polinomial

Proposigao 7.2.1 Sejam n+1 pontos dados por (z;, f;), i =0,... ,n onde
x; # x; para i # j.
Entao existe um unico polinémio de grau n que passa por esses pontos.

Demonstragao. Considere P,(z) um polinémio de grau n ou seja
n
Po(z) = ap + a1z + agz® 4+ -+ - + apa" = Zaiwl a; = cte
i=0

tal que P,(x) "passa” pelos pontos (z;, f;), i =0,... ,n.
Para determinar P,(z) devemos determinar as constantes a; de modo que
Pn(l’z) = fi, 1= O,... , .

Isso é equivalente a resolver o sistema de n + 1 equagdes e n + 1 incognitas

ao + aixro + agx% R + (antg = f(]
ap + ar1 + art + o+ apal=fi
ap + ar, + arZ 4+ -+ apat = f,

O sistema acima tera solugao unica desde que o determinante da matriz dos
coeficientes das incégnitas seja nao nulo.

1 =z 13(2) T

1 x a2 x
Denotando A = . . .

1z, 22 xn



7.3. Foérmula de Lagrange S.R.FREITAS

temos que A é a conhecida matriz de Vandermond e seu determinante é
dado por

det(A) = [ [(z; — 2:)

j>i

Como x; # x;j para i # j temos que det(A) # 0 o que encerra a demons-
tracao.

Assim o problema de determinar o valor de uma func¢ao f(x) num ponto y
utilizando apenas os valores (x;, f;) onde z; # x; para i # j e p # x;, 1 =
0,...,n pode ser resolvido substituindo f(u) por P,(u) onde P,(x) é o
polindémio de grau n que passa pelos pontos dados.

E claro que a grande dificuldade no caso consiste em determinar o polinémio
P,(z) que é calculado resolvendo-se um sistema linear de n + 1 equagoes e
n + 1 incégnitas conforme sugerido pela proposicao 7.2.1.

A seguir vamos considerar as denominadas Férmulas de Interpolacao que
nada mais sdo do que modos mais eficientes e espertos para se determinar
P, (x).

7.3 Formula de Lagrange

Seja (x4, fi), i =0,... ,n onde x; # x; para i # j.
Considere a fungao

n

H $ — .TJ

k‘_mj

]_
J#k
Vamos provar que a funcao Li(x) tem as seguintes propriedades

i) Li(z) é um polinémio de grau n

.. 0 se k#1
) Le(wi) = { 1 se k iz
: . NG ) N
i) Observe que Li(x) é o produto de n fatores do tipo ( 3 Assim é
Ty — T

o produto de n polinémios de grau 1 e consequentemente um polinémio de
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grau n.

ii)

Se i = k teremos Ly(x;) é o produto de fatores (zy, — z;)/(x, — z;) = 1;
Se i # k Ly(x;) é o produto de fatores (z; —x;),7 =0,... ,n com j # k que
se anula quando i = j, logo L (x;) é nula.

Vamos considerar o polinémio definido por
Pu(z) =) Li(z)f; (7.3)
i=0

Observe que:

a) P,(x) é um polinémio de grau n pois é a soma de L;(x)f; que é um
polindnio de grau n para i =0,--- ,n;

b) Satisfaz

Assim P, (z) é o polinémio de grau n que passa pelos pontos (x;, fi),
1=0,...,n.

O polinémio definido em 7.3 é denominado Polinémio Interpolador de
Lagrange.

Exemplo 7.3.1 Determine P;(x), polindémio de grau 3 que passa pelos pon-
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tos abaixo usando a férmula de Lagrange. Calcule P3(2)

z;]0] 134
fil2l415]0

Psy(x) =) Li(x)fi = 2Lo(w) + 4L1(x) + 5La(x) + 0Ls(x)
1=0

< S e
Li(z) = ””g)— _32)525_;)4) _a(a - 32)(9; 4
Py - GV sl =t) o= D=4
Py = D 8, 1017

3 3 3 3

7.3.1 Estudo do Erro

Proposigao 7.3.1
Seja f (n+ 1) vezes derivdvel em (a,b) e xg < x1--- < zp, € (a,b).
Entao para Vz € (a,b),x # x;,3 & € (a,b) tal que

B - F(©)
f(z) = Py(x) + kl_[o(l“ — $k)m

Demonstracao. Cosidere a func¢ao
szﬂwfaw—um_gmmgjgyf;j%

Temos que W(z;) = 0,i=0,...,n e W(z) =0 ou seja W(t) tem (n+ 2)
zeros distintos em (a,b).

Aplicando o Teorema de Rolle repetidamente podemos entdo concluir que:

3¢ e (ab): WHD(€) =0 (7.4)
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Como (t — xo)--- (t — xn) € um polindmio de grau (n + 1) com coeficiente
do térmo de maior grau 1, sua derivada de ordem (n+1) é (n+ 1)!

Assim temos

W(n—i—l)(t) _ f(”+1)(t) — (f(z) — Py(2))

Usando (7.4) e (7.5) temos que
(n+1)!

FUOE) — (7(a) = Palo)) [ oy =0 =
_ FoE)
flx) = Pn(SC)—f—(.T—.’EO)...(gj—JJn)W_

(n+1)(§)
+ H xTr — :L'k "t 1)

-

O erro cometido ao substituirmos f(x) pelo polindmio de grau n P,(x) é
dado por

7.3.2 Cota para o Erro

Proposicao 7.3.2 Suponhamos vdlidas as mesmas hipdteses da proposi¢ao
7.3.1 e que AM = cte : |[f"(z)| < M Va € (a,b)

M
Entao H |lx — xﬂm € uma cota para o erro na interpolacao polino-
n !

mial.

Demonstracao. Basta observar que

H\x—a:k]‘

f n+1

H[w—xk| )
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No que segue vamos introduzir algumas notacoes e reescrever as funcgoes
de Lagrange L;(x) de um modo conveniente para que possamos utilizar os
mesmos calculos na interpolacao e na determinacao do erro.

Pu(@) = Y Li@)fi
k=0

( —z0) (v —2p1)(¥ — Tp11) -~ (T — )
(e —20) -+ (T — Tp—1) (T — Tpy1) -+ (T — Tp)

Li(z) =

(@ —20) -~ (x — mp—1) (@ — @) (& — Tpy1) -+~ (T — Tn)
(ke —20) -+ (Th — Tp—1) (T — Tp) (Th — Tpg1) -+ (T — Tn)

Observe que na tultima equagao introduzimos o fator (x — x) no numerador
e denominador.
Denotando :
N=(x—-z))(x—21) - (x—2) - (T — xp)
Dy = (xp —xo)(zpy —x1) - (. — xk) -+ - (T — Tp)
N

Temos que Li(x) = Dr
k

n

- Pa(e) = 3 Li(@) fy = kz_oglfk - ng_%g;

k=0

A cota para o erro com as notacoes acima fica

M
|E(x)] < \N\m
k Dy | fr | fx/Dr
0| (x—=x0) |(xo—2x1) | -+ | (w0 — p)
1] (x1—mo) | (x—21) | -+ | (1 —xp)
n|(ry—x0) | zn—x1 |- | (z— )
> fr/Dx

Tabela 7.1:

A tabela 7.1 deve ser utilizada para facilitar os calculos.
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Dy, Ik fx/ Dy
0.4500 | -0.2000 | -0.4000 | -0.6000 | -0.0216 | 2.7180 | -125.8333
0.2000 | 0.2500 | -0.2000 | -0.4000 | 0.0040 | 3.3200 | 830.0000
0.4000 | 0.2000 | 0.0500 | -0.2000 | -0.0008 | 4.0550 | -5068.7500
0.6000 | 0.4000 | 0.2000 | -0.1500 | -0.0072 | 4.9530 | -687.9167
-5052.5000

WIN|—| O

Tabela 7.2: Tabela referente ao exemplo 7.3.2

Exemplo 7.3.2 Usando a tabela de valores dada abaixo, determine uma

aproximacao para e!'¥ e calcule uma cota para o erro cometido

k 0 1 2 3
Tk 1.0 1.2 1.4 1.6
et | 2.718 | 3.320 | 4.055 | 4.953

Vamos fazer os cédlculos conforme sugerido na tabela 7.1 com n =3 e z =
1.45 sendo que f(z) = e®(Veja tabela 7.2)

N =0.45 x 0.25 x 0.05 x —0.15 = —0.0008
fiz)=¢e* . |fYz)| <el® =4.953 Vzel[l.0,1.6]
Assim temos e'*5 ~ P3(1.45) = (—0.0008) x (—5052.5000) = 4.2630

4.953

e |E| < o

IN| = 0.000174
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7.4 Formulas de Newton

7.4.1 Operadores

Um operador é uma aplicacao cujo dominio é um espago vetorial e tem como
contra-dominio R.

Para os nossos propédsitos iremos considerar operadores T : F' — R onde F'
¢é o espacgo vetorial das funcoes f : R — R.

Vamos considerarar os seguintes operadores:
i) E[f(z)] :== f(x+h) (Operador Deslocamento)
ii) A[f(z)] :== f(x+h) — f(z) (Operador Diferenga Progressiva)
iii) V[f(z)] .= f(z) — f(x —h) (Operador Diferenca Regressiva)
Proposicao 7.4.1 Sejam f,g € F e o € R. Entdo temos :

a) Elof(z) + g(z)] = aE[f(z)] + E[g(z)]
b) Alef(z) + g(2)] = aA[f(z)] + Alg()]
¢) Vlaf(z) + g(z)] = aV[f(z)] + V]g(z)]
Um operador que satisfaz a propriedade acima é dito Operador Linear

Vamos mostrar que A é linear ou seja provar b) .

Demonstracgao.

Alaf(z) +9(@)] = af(z+h)+g(x+h) - (af (z) + ()
a(f(z +h) — f(z) + g(x +h) - g(z)

= aA[f(2)] + Ag(z)

De maneira analoga podemos mostrar que E e V sao também lineares.

Definicao 7.4.1 Definimos poténcia de um operador recursivamente da se-
guinte maneira:

{ A%f(a] == f()
A[f(z] = AAHf(2)]) n=>1
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Proposicao 7.4.2 Os operadores A™ e V" sdo lineares ou seja
Allaf(z) + g(z)] = aA"[f(2)] + A" [g(z)]

V'laf (@) + g(x)] = aV"[f(2)] + V"[g(x)]

Demonstracao. Vamos mostrar por inducdo sébre n que A € linear.
Para n =1 temos Alaf(z) + g(x)] = aA[f(z)] + Alg(z)] (jd provado)

Suponhamos que:

A" Haf(z) + g(@)] = aA" [ f(2)] + A" Hg(x)]  (Hipdtese de Indugdo)

Ala A" f (2)] + A" [f ()]
aAA"L[f ()] + AA"H[g(x)]

Aaf(z) +g(z)] = A[A"Haf(2) + g(2)]]
f(z)]
aA"[f(x)] + A"g(x)]

De maneira andloga pode-se provar que V™ € linear.

Proposicao 7.4.3 Suponha f uma funcdo com derivadas continuas até or-
dem k. Entao temos:

i) AR[f(z)] = W F®(&)  para algum & € (2,2 + hk)
ii) VF[f(2)] = bF () para algum py, € (z — hk, )
Demonstragao. Vamos provar o item i) por indugao sobre k.

Para k =1 temos A[f(z)] = f(x+h) — f(x) =hf'(&) (T.V.M)
(Hip. de Indugio) ~AF'[f(x)] =¥ 5D (g 0), & € (w2 + (k= 1)h)

AM[f(z)] = AFAf ()] = A f (@ + h) = f(2)]
= AU f(z + h)] = AMf(2)]

A f(z+n)) = WD () m € (@4 ha+h+ (k= 1)h) =
(x + h,x + hk)

145



7.4. Férmulas de Newton S.R.FREITAS

A F@)] = D () g € (, 2+ (k — 1))
Usando agora o (T.V.M) para f*=1) temos
38k € (11, ) ou (pa, )+ FE(&) = FE(&) = hf® (&)

Temos entao

AR f(2)] = AR f(z + h)] — AP f ()]
= R (D () — D ()
= WP Ih (&), & € (i, p2)
= 1P FR) (&), & € (z,2 + kh)

Corolario 7.4.1

AF[f(2)]/h* € uma aprozimagio para f*)(z) e o erro cometido nesta apro-
rimacao tende a zero quando h — 0

Demonstragao. Pela proposicao anterior temos
AF[f(2)]
hk
Pelo fato de que }lLir%f =x pois x < £ < x4+ h e da continuidade de f*)

temos lim f*)(6) = f") ()

= f®)(), € € (z,x + hk)

k T

Corolério 7.4.2 Seja P,(x) = 2" +a12" 1+ - +a, um polinémio de grau
n. Entdo valem as propriedades:

Demonstragao. Basta usar a proposi¢ao anterior com f(x) = Py(x) e
lembrar que P™ (x) =nle P,(Znﬂ)(x) =0
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7.4.2 Tabulacao das Diferencgas

Vamos considerar no que segue valores x; eqiiidistantes ou seja
ri=x9+ih,i=1,...,n onde h = cte > 0.

Entao os operadores diferenca progressiva e regressiva satisfazem as seguin-
tes propriedades:

a) AFfi= AR E L~ ARTLE G =0,..n

b) kaj = Vk_lfjﬂ - Vk_lfj,j =0,...n

c) Akfj = Vk*lfj-u, j=0,...,n—1.
Observe que:

fi = f(x)

Afy=Af(xj) = flzj+h) = flx;) = f(2501) = f(z5) = fin = J
A f; = A(Af;) = Alfi = f5) = Afj1 — Af;

Adfy = A(A%fj) = A(Afj1 — Afj) = A2 fi0 — A%

AFfy = A i = ARLE

V(f(z+h)=Af(x)
Af(z;) =V f(xj+1)
A*f(zj) = V2 f(2541)

Tabulacao das Diferencas Progressivas

r | f| Af A*f A [ AP AT
o | fo | Afo A? fo Afo |- [ A fo | A"y
vy | fi | Af A? fy Af | AR ] —
zo | fo| Afo | A% fug | APfug | - — —

S B VAN — — — — —
Tn | | — — — — — —

Tabulagao das Diferencas Regressivas
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xz | f Vf VZf V3t vrlf v f
20 | fo — — — — —
z1 | fi| VA — — — —

z2 | fo | Vs V2 [, — — —
z3 | f3 | Vi3 Vifs Vifs |- — —
f D Vet | Vet | V3o | [V | —

Exemplo 7.4.1

v [ J@) =logw) | Af | A% | A’ | Alf | AT
2.0 0.30103 0.04139 | -0.00360 | 0.00057 | -0.00011 | -0.00001
2.2 0.34242 0.03779 | -0.00303 | 0.00046 | -0.00012
2.4 0.38021 0.03476 | -0.00257 | 0.00034
2.6 0.41497 0.03219 | -0.00223
2.8 0.44716 0.02996
3.0 0.47712

7.4.3 Foérmula de Newton para Diferencas Progressivas

Como veremos a seguir a férmula de Newton para interpolagao polinomial,
ao contrario da férmula de Lagrange, vai nos permitir aumentar o grau do
polinémio sem ter que refazer os céalculos ja efetuados. Esta propriedade
¢é bastante importante na pratica para que possamos aumentar o grau do
polinémio interpolador sem muito esféorgo computacional.

Suponha que sdo dados os pontos (x;, f;),i = 0,... ,n onde os x; sdo eqiiidis-
tantes, ou seja:

r,=x9+1th 1=0,...,n e h=cte>0.

Na deducao da férmula de Newton vamos utilizar a proposicao abaixo que
pode ser provada por indugao finita.

Proposigcao 7.4.4

Po(xzi)=fi,i=0,...,n <= AIPy(xg)=Afy, j=0,...,k
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Vamos construir a férmula de Newton partindo do caso n = 1. Para isso
vamos determinar um polinémio de grau 1 tal que

{ Pi(z0) = fo
Pi(x1) = f1

Vamos entao considerar:

Py:= fo
Pi(z)= Po+ Ai(r —z9) onde A; = cte a ser determinada(7.6)

Aplicando o operador A a ambos os membros da equagao em (7.7) temos
APl(QZ) = APO + A[Al(.T - CC())] =0 + AlA({E - :Uo) =0 + Alh
Usando a proposicao 7.4.4, a equagao anterior e impondo a condi¢ao que

Py(x1) = f1 temos

A
Af() = APl(xO) = hAl Al = %
O polinémio interpolador de grau 1 é dado por

Pl(l’) =P+ %(l‘ — .T[))

Suponhamos agora Py_1(x) polinémio de grau (k — 1) que passa pelos k
pOHtOS ($07 f0)7 E) (xk—lv fk—l)‘

.'.Pk_l(xj):fj ]:O, ,(k‘—l)
Nosso objetivo é determinar Py (x), polinémio de grau k& de modo que

{ Pk(xj):Pk—l(fL'j):fj ]:O,,(k—l)
Pr(xk) = fr

Vamos definir Pg(x) da seguinte maneira

Pp(z) = Pp1(x) + Aggr(x) onde: (7.7)
q(r) = (z—m0) (- 7p-1)
A, = cte a ser determinada

Como ¢i(z;) =0, j=0,...,(k—1) temos
Pk(l’]) = Pk_l(xj),j = 0, ce ,(k - 1).

Por outro lado aplicando o operador A* a ambos os membros da equacio

149



7.4. Férmulas de Newton S.R.FREITAS

(7.7) e usando o corolério (7.4.2) da péagina 146 temos

AF[Py(2)] = AF[Py_q(2) + Apqr(z)]
= Ak[Pk_l] + AkAk[Qk]
=0+ AphFE!

Impondo que Py(xg) = fr e usando a proposi¢ao 7.4.4 temos
AFfo = AF[Py(x0)] = AphFE! = A, = AF fo/hFE!

Logo

AF fo

Py(z) = Pe-1(z) + %(@W

Introduzindo a notagdo z = (z — x¢)/h temos = = xo + hz
Como z; =20+ hj = x —x; = h(z — j)

k—1

[[@—2) =) -1DE-2) (- k+1)]

J=0
Usando agora a notagao binomial

C)_z@—ly%f—k+ﬂ

k

podemos escrever o polinomio interpolador recursivamente da seguinte ma-
neira

P(e) = Pia(e) + (1) %o

O polinémio que interpola os pontos (xg, fo), ... , (Zn, fn) pode ser escrito
como

Pa(2) = fo+ <1> Afo+ (2) A%fo oo <n> A" fy

7.4.4 Estudo do Erro

Como j4 foi dito anteriormente dados (n + 1) pontos existe um tnico po-
linbmio de grau n que interpola esses pontos. E evidente entao que o po-
linémio interpolador, por ser unico, independe do método que utilizemos
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para determina-lo. Conseqilientemente a formula do erro serda dada em qual-
quer caso por

Usando como anteriormente z = (x — zg)/h temos (z — x;) = h(z — j) e
podemos escrever

B = (3 )

Usando a aproximacao A" fy ~ A1 f("+1)(€) temos

B~ (5, )am

Para facilitar os calculos podemos usar a seguinte tabulagao para determinar
o polinémio interpolador

AV | Alfo | A%fo Adfg |- AF fy A F,
Py 2 Py Ps . Py . P,
-1 [ (=2 (z—k+1) z—n+1)
z PR e PR e
2 3 k n
ATENCAO!
¢ Um algoritmo para determinar o polinémio interpolador de

grau n, usando a férmula de Newton para Diferencas Progressivas é dado
por

Algoritmo para Férmula de Newton-Diferencas Progressivas

Py = fo
Co:=1
Para k=1,....,n
z—k+1
Ck (k)Ck—l
Py = P+ CpAkfy
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Exemplo 7.4.2
Dada a tabela:

X 2 3 4 5
In(z) | 0.69310 | 1.09800 | 1.38630 | 1.60940

Calcular uma aproximacao para In(2.35) usando F. de Newton

Tabulagdo das Diferencas Progressivas

T fi Afi A*f; A®f;
2.00 | 0.69310 | 0.40490 | -0.11660 | 0.05140
3.00 | 1.09800 | 0.288300 | -0.06520
4.00 | 1.38630 | 0.22310
5.00 | 1.60940

Tabulacao do Polinomio Interpolador

0.69310 | 0.40490 | -0.11660 | 0.05140
0.69310 | 0.83482 | 0.84808 | 0.85129

0.35000 | -0.32500 | -0.55000
Py =0.69310

Py = 0.69310 + (0.3500)(0.40490) = 0.83482
Py = 0.83482 + (0.3500)(—0.32500)(—0.11660) = 0.84808
P3 = 0.84808 -+ (0.3500)(—0.32500)(—0.5500)(0.05140) = 0.85129

In(2.35) ~ 0.85129

Exemplo 7.4.3 Abaixo é dada uma tabela com os valores da funcao lo-
garitmica na base 10 a qual denotaremos log(z). Usando a férmula de New-
ton determine uma aproximacao para log(1005) e calcule uma cota para o
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r f Af A*f A3 f

1000 | 3.0000000 | 0.0043214 | -0.0000426 | 0.0000008

1010 | 3.0043214 | 0.0042788 | -0.0000418

1020 | 3.0086002 | 0.0042370

1030 | 3.0128372

Tabulacao do polinomio

3.0000000 | 0.0043214 | -0.0000426 | 0.0000008

3.0000000 | 3.0021607 | 3.0021660 | 3.0021661
0.5000000 | -0.2500000 | -0.5000000

Logo log(1005) ~ 3.0021661.

Vamos agora determinar uma cota para F(z)

E(z) = <z> FD(€) € e (1000,1030)

Entao temos |E(z)| < |<z>] My onde M, é uma cota para a derivada de

ordem 4 de f(z) no intervalo (1000, 1030).

Vamos determinar My.

B _n(x) o 11
f@) =log(x) = 10y = F@) = iy 2
1 -6 6 1
W) = In(10) =* = [fW(@)] = In(10) (z)*
@) < 2 L 00003 =M, Ve (1000,1030)

In(10) (1000)% =
Como z = (1005 — 1000)/10 = 0.5 temos

(i) = 2(21) (2 — 2)(z — 3)/4! = (0.5)(—0.5)(—1.5)(—2.5)/24 = 0.0390625

|E(2)| < (0.0390625)(0.0003) < 0.000011
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ATENCAO!

Como o leitor ja deve ter observado através dos exemplos da-
dos, até agora sempre calculamos aproximagoes para valores proximos ao
valor inicial da tabela. Para se obter boas aproximacoes usando a férmula
de Newton para Diferencas Progressivas é essencial que o valor a ser inter-
polado préximo ao valor inicial xg.

A seguir veremos como proceder quando o valor a ser interpolado estiver na
vizinhanca do ponto final da tabela.

7.4.5 Foérmula de Newton para Diferencas Regressivas

As proposicoes a seguir para as diferencas regressivas sao equivalentes a
aquelas ja vistas para as diferencas progressivas e serao utlizadas na deducgao
da férmula de Newton.

Proposicao 7.4.5 Seja f continua e com derivadas até ordem k no inter-
valo (x — hk,z) , com k € N e h = cte > 0. Entao temos

VEf(z) = f®(&)hF,  para algum &, € (x — hk,z)

Proposicao 7.4.6 Se P,(z)é um polinémio de grau n, entdo valem as pro-
priedades:

V"P,(z) = nlh" V"B, (z) =0

Vamos considerar os pontos (z;, f;),i =0,... ,n com x; = xg + ih e
h = cte > 0. Com argumentacao semelhante a utilizada na deducao da
férmula de Newton para diferencas progressivas podemos considerar

V* fu

Pk(l‘) = Pk,l(ac) + LRk

(= 2n)(@ = 2n1) - (& = Tnpt1)
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Fazendo w = (z — x,)/h temos

T—Tp-1 X—Ip+h x—x,

1= 1

3 3 h + w +
T—Tp—o X—Tp+2h x—x,

3 h 3 + w +

T—Tp g1 T—2Tp+(k—1)h x—2x
h - h h

"tk—-1=w+k—-1

. (x —2pn) (T — 1) (x — 2y )_
- . . +1 =ww+1)--(w+k-1)

Considerando que

w(w +1)(w + i:)" cwtrk-1) (—1)* <_;U> podemos escrever

w

Pk(a:) = Pk,1($) + <_/€ >(—1)kkan

Podemos entao escrever o polinémio de grau n como

Po(2) = fo — (‘f’) Vi + (_;") V2 fot o+ <_:L”> (—1)"V" £,

O erro sera dado por

—w

Bw) = hn+1< n+1

)(—1>"+1f"+1<5> € € (20, 20)

ou usando o resultado da proposicao 7.4.5 temos

—w
n+1

B~ (0 )omey,
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ATENCAO!

Algoritmo para determinar o polinémio interpolador de grau
n, usando a formula de Newton para Diferencas Regressivas

Algoritmo para Férmula de Newton-Diferencas Regressivas

Py := fo
Co:=1
Para k=1,...,n
—w—k+1
Cr = Fw=ok+l) r )Ck—l
P, = Po_1+ Cp(=1)FVFEf,

Exemplo 7.4.4 Considere a tabela de diferencas abaixo que contém os va-
lores da funcao sen(x) onde o argumento estd dado em graus.

x f Af A2f A3f ALf
20° | 0.342020 | 0.080598 | -0.003216 | -0.000589 | 0.000029
25° | 0.422618 | 0.077382 | -0.003805 | -0.000560
30° | 0.500000 | 0.073576 | -0.004365
35° | 0.573576 | 0.069211
40° | 0.642788

a) Determine uma aproximagao para sen(22°) usando um polinémio de
grau 3;

b) Determine uma aproximagao para o erro cometido nessa aproximagao;

¢) Determine uma aproximagao para sen(38°) usando um polinémio de
grau 4;

d) Determine uma cota para o erro cometido.
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AFfo —

0.342020

0.080598

-0.003216

-0.000589

0.000029

P, —

0.342020

0.374259

0.374645

0.374608

(Z*k%l)/k:—)

0.400000

-0.300000

-0.533333

-0.650000

z =

(22 — 20)

=0.4

5

Py =0.342020

Py = Py + zA fo = 0.342020 + (0.400000)(0.080598) = 0.374259

—1
Py=P + 2(22)A2f0 = 0.374259 + (0.4)(—0.3)(—0.003216) = 0.374645

P3:P2+Z(Z;1) (Z_2)A3f0

3

= 0.374645 + (0.4)(—0.3)(—0.533333)(—0.000589) = 0.374608

E(z) ~ (Z) A'fo
E(2) ~ (0.4)(—0.3)(—0.533333)(—0.65)(0.000029) = —0.0000012

Vamos agora calcular uma aproximacao para sen(380). Como 38 estd mais
préximo do final da tabela devemos usar a féormula de Newton para dife-
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rengas regressivas.

ATENCAO!

Pode-se se provar, usando inducao que

ijn = Ajfn—j

Isto nos permite usar a tabela de diferencas progressivas para determinar
as diferencas regressivas que sao necessarias na formula de Newton para as
diferencas regressivas.

—1FVF £, 1 0.6427876 | -0.0692112 | -0.0043653 | 0.0005600 | 0.0000290
P 0.6427876 | 0.6151031 | 0.6156270 | 0.6156628 | 0.6156616
w 0.4000000 | -0.3000000 | -0.5333333 | -0.6500000
38 —40
w = 7( 5 ) =-04

Py = 0.6427876

P =P+ <_1w> A fs = 0.6427876 + (0.400000)(—0.0692112) = 0.6151031
Py=P + (—;) A?fy = 0.6151031 + (0.4)(—0.3)(—0.0043653) = 0.6156270

Py =P+ <_3w> A3 f1 = 0.6156270 + (0.4)(—0.3)(—0.53333)(0.0005600)
= 0.6156628

Py= P+ <_4w> A fy = 0.6156628 + (0.4)(—0.3)(—0.53333)(—0.65)

(0.0000290) = 0.6156616

Vamos determinar uma cota para o erro cometido.

E(w) = <_Z}>hk(_1)k+1fk+1(£) ¢ € (20, )
portanto B = | JBI-1° ) < 2l (71 )15°
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onde M5 é uma cota para a derivada de ordem 5 de f(x) em (xg, xy).

sen(x?) = sen(wi) =

180
d oy d T\ T, 7w o
%(sen(az ) = %(sen(x@)) = @cos(x@) = @cos(az )
o o 70
- f(5)($) = (18())5003(1}0) = |f(5)(l')‘ = W’COS(:BO” < (180)5 - M5
70 _
|E(w)| < 55(0.4)(0.3)(0.53333)(0.65)(0.72)((180)5) <1.52x 1077
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7.5 Exercicios Propostos

1 — Considerando que:

I[f(2)] = f(=) ;

Elf(z)] = f(z +h) ;
Alf(x)] = flz+h) = f(z) ;
VIf(@)] = f(z) — f(z —h)
Prove que:

(a) E=A+1T;

(b) A=EV ;

() +A)I-V)=1I;
(d) AV=A-V;

(e) V=AI+A)"t.

2 — Usando a tabela

X

1

2

3

arctg(x) | 0.79

1.11

1.25

a) Calcular arctg(1.5) usando interpolagao linear;

b) Determine uma cota para o erro cometido.

3 — Determine um polinémio p(z) tendo os seguintes valores

T; 2 15|-11]3
p(:v,) -110 2 0
4 — Dada a tabela :
T 1 2 3 5
f(x)=1/x | 1.00 | 0.50 | 0.33 | 0.20

(a) Calcule uma aproximacao para f(1.5);
(

b) Determine uma cota para o erro cometido.

5 — Dada a tabela :

0

f(z)

1.000

2.718

7.389 | 20.086

54.598
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(a) Calcule uma aproximacao para f(1.35) ;

(b) Determine uma aproximagcao para o erro cometido.

6 — Usando a tabela :

z 012374
fl@y 1214816

(a) Calcule uma aproximacao para 2! ;

(b) Determine uma cota para o erro cometido.

7 — Dada a tabela :

T 1 2 3 4
log(x) | 0.000 | 0.301 | 0.477 | 0.602

(a) Calcule uma aproximacao para log(3.5) ;

(b) Determine uma cota para o erro cometido.

8 — A funcao erf(z) é definida pela integral

2 z
erf(z) = 7T/0 et at;

sendo encontrada com freqiiéncia na teoria de probabilidades, erros
de observagao, refragao, condugao de calor etc. Usando os dados da
tabela abaixo determine uma aproximacao para erf(0.14) usando um
polinémio de grau 3.

z 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

erf(z) | 0.0000000 | 0.0563720 | 0.1124629 | 0.1679960 | 0.2227026

9 — Dada a tabela

x [0]1]12]3]4]|5]|6
Pl)|-1|a|b5|p|T7|v]|13

Determine «, e v sabendo-se que P(x) é um polindémio de grau 3.
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7.5. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

10 — Mostre que se z = (x — xg)/h entao temos
A2 fo
21

‘ A
+(42% — 1822 + 222 — 6) ]

Fa) =2 Afot 2e— DA 4322 _62q0)2

S

Sugestao: Aproxime f por um polinémio de grau 4 usando férmula de
Newton.

11 — Mostre que

1
w2

22 — 18z + 11

F(@) = 5 [A%fo + (2~ Ay + - EE L Aty

12 — Dada a tabela de valores do vapor super aquecido :

v | 2 [4]6]8]10
p(v) | 105 | 43 [ 25 | 17 | 13

Encontrar a variagao da pressao em relacdo ao volume quando v = 4

ou seja d—p\v:4.(Sugestéo: Use a férmula do exercicio 10)
v
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Capitulo 8

Integracao Numeérica

Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] da qual se conhece uma pri-
mitiva F. Entao o valor da integral definida de f pode ser calculada usando
a férmula de Newton-Leibnitz

Em muitos casos a determinagao de uma primitiva de f é muito dificil ou
as vezes até impossivel. Além disso, nos problemas praticos, quase sempre
conhece-se apenas uma tabela da funcao f e para estes casos a idéia de
primitiva carece de significado.

Para esses casos os métodos de integracao numérica sao as ferramentas ade-
quadas para determinar aproximagoes para os valores das integrais definidas.

Os métodos de integragao numérica como veremos a seguir consistem em
determinar o valor de uma integral definida utilizando uma seqiéncia de
valores da funcao f.
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8.1. Método dos Trapézios S.R.FREITAS

8.1 Método dos Trapézios

Seja I = / f(z) dx. Considere uma subdivisao do intervalo [a,b] em n
subintervalos [z;, z;11] de comprimento h > 0. Assim temos:

h=((b-a)/nex;=a+ih,i=0,---,n.

Tit1
Denotando I; = / f(z) dx temos que
-

/abf(x)dx—géjwlfm)dm

n—1
I=>"1 (Vejafigura 8.1)
1=0

2 Y

- — — — — — — — — — — — —

>

|
|
|
|
|
|
&

o T Tit1  p=g,
Figura 8.1:
O método do Trapézio consiste em substituir, no intervalo [z;, z;41], a fungao

f(z) por Pi(x) onde P;(x) é o polinémio de grau 1 que interpola os pontos
(@i, fi), (@iv1, fivr)-(Veja figura 8.2)

Como f(z) = Pi(z)+ E(z) temos

Tiq1 Tiq1 Tig1
Ii:/ () dx:/ Pi(x) d:v+/ E(z) dz

K3 K3 3
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8.1. Método dos Trapézios S.R.FREITAS

yA

fiv1
fi

&gV

Z; Ti+1

Figura 8.2:

Assim podemos considerar a seguinte aproximagao

/x ) do ~ / N pi) da

i T4

O erro cometido para essa aproximacao sera dado por

A seguir vamos calcular a integral do polinémio interpolador de grau 1.

Como os pontos z; sao eqiiidistantes podemos determinar Pj(z) usando a
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8.1. Método dos Trapézios S.R.FREITAS

férmula de Newton para diferencas progressivas ou seja,

Fazendo a mudanga de varidvel z = (x — z;)/h temos

Pi(z) = fi+ @ Afi= fi+ 20,

r=x;=>2=0
T=2xi41 > 2=1
z=(r—uz;)/h=dz=dx/h

Ti41 1
/ Pi(z)dx = h/ (fi +2Af) dz
x; 0

1 22 1
= h<fiz +Afi(?) )

T
= h(fi+ 21)

fl-i—l fz

= G T S B )

2

Definimos a férmula do trapézio para o intervalo [z;, ;1] como

h
Il = §(fi + fi+1)

Para obtermos a férmula do trapézio no intervalo [a, b] basta considerar que
n—1

I= g I; e assim temos
i=0

n—1
o= >1

n—1

= Zizg(fi + fiv1)
= ﬁ[(fo +fu)+(fi+ o) F(fo+ f3) + -+ (fao1 + fo)]

- (fo+fn+22fz—hf0+fn e
=1

=1
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8.1. Método dos Trapézios S.R.FREITAS

n—1
i=1

n

8.1.1 Cota para o Erro na Formula do Trapézio

Inicialmente determinaremos EZT que é o erro cometido para aproximacao
IT

Ea
Iremos utilizar o seguinte resultado do calculo integral.

Teorema da Média
Sejam f e g definidas e continuas em [a, b].

Se f(x) ndo muda de sinal em |[a, b] entao

b b
[ @g@) do =g [ f(a) do paraalgum g€ fo.l

Denotando o erro por EZT e observando que £ depende de z pois depende de
x e que z(z —1) > 0 em [0, 1] temos

ET :/I E(x) dz

1
_ h3f”(u7;)/0 H(z—1)/2dz
= (W f"()(—1/12)
1

El = _Eh?’f”(ui) onde p; € (x4, Tit1)

Para determinar o erro no intervalo [a, b] basta somar os erros nos intervalos
(i, Tiy1], ou seja

n—1 n—1
1
E, = ZEzT = *Ehng"(ui) ti € (@i, Tig1)
=0 1=0
Supondo f”(x) continua e usando o Teorema do Valor Intermedidrio temos
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8.1. Método dos Trapézios S.R.FREITAS

que: Existe p € (a,b) tal que Y170 (i) = nf”(w).
Usando que n = (b — a)/h temos

g L) e S (=)

" 12 12 n?
o Wb
" 12 n?
ATENGAO!
¢40 Observe que:
i) lim EI =0
n—oo

ii) ET = 0(1/n?)
iii) Se My é uma cota para f”(x) em [a,b] entao temos:

Mg(b—a)?’
ET| < ==

b
iv) Para determinar / f(x) dx com erro inferior a e > 0 basta determinar
a

Mg(b — a)3

d d >
n de modo que n 126

Exemplo 8.1.1 Determine uma aproximagao para m/4 considerando que

1
d
W/4:/ _az
0 1+$2

e usando a féormula do trapézio com n = 10.

Solucao
1 1
fi= f(z:) =0,---,10

T 1+a? 14Gh2"

Compare o resultado 0.7850 com o valor exato de m/4 = 0.7854 com 4 casas
decimais exatas.
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

v | fi [+t h] IF
0.00 | 1.0000 0.7500 7.0998 | 0.7850
0.10 | 0.9901
0.20 | 0.9615
0.30 | 0.9174
0.40 | 0.8621
0.50 | 0.8000
0.60 | 0.7353
0.70 | 0.6711
0.80 | 0.6098
0.90 | 0.5525
1.00 | 0.5000

Exemplo 8.1.2

1
Seja I :/ e da.
0

Determine em quantos subintervalos devemos dividir [0, 1] para determinar
uma aproximacao para I com erro inferior & 1072.

Solucao

fl@)=e"

f(z) = 2ze®

(@) = e (42% + 2)

(@) < e(4+2) = 6e =16.31 V€ (0,1)

Podemos entao considerar My = 17 como cota para f”(z) em (0,1).

Ma(b— a)3 \/17 1
MOz ar 2L g,
n= \/ 12¢ 12102 )

Basta tomar entao n = 12.

8.2 Método de Simpson

Seja I = fab f(z) dx. Para este caso vamos considerar uma subdivisao do
intervalo [a,b] num nimero par de subintervalos ou seja n = 2k,k € N.
(Veja figura 8.3)
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

a=1xg Tis1 T Tiyl b=g, <%
Figura 8.3:
Ti—1
Vamos denotar I; = / f(x) dx
Ti—1

O método de Simpson consiste em aproximar a fungao f(x) no intervalo
[€;—1,2i+1] pelo polinémio interpolador de grau 2 que passa pelos pontos
(zi-1, fi-1), (%, fi) € (Tit1, fir1). Assim temos

Ti—1
I; %/ Py(z) dx  (Veja figura 8.4)

i—1

i
|
-
5]
8
+
=
sV

Figura 8.4:

Como j4 fizemos anteriormente no caso do método do trapézio vamos deter-
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

minar P,(z) utilizando a férmula de Newton para diferengas progressivas.

Fazendo a mudanca de varidvel z = (x — x;_1)/h temos

Py(z) = fic1 + <i> Afi-1+ <;> A%fig
r=x;_1=>2=0
T=Tip1] = 2 =2
z=(r—wi—1)/h=dz=dx/h
Tit1 2 _
/ Py(z) dv = h/ (fim1 +2Afio1 + 2(221)A2fi—1) dz
T; 0

2 2 9 _
= h(fil/o dz‘i’Afil/O Zdz—i—Ainl/o Z<Z21)dz)

= (2fi1 + 200+ SO i)
= hé(12f1—1 +12Afi 0 +2(Afi — Afic1))
- hé(lei_1 +10A fi1 +2Af;)
_ hé(12fi_1 10 — 10fio1 + 2fir1 — 2f3)

= g(fi—l +4fi + fiy1)

Definimos entao a férmula de Simpson no intervalo [z;_1,Z;11] como

Iz's = g(fifl +4fi + fit1)

Vamos agora determinar a férmula de Simpson para o intervalo [a, b].

Como ja foi enfatizado é necessario que tenhamos uma subdivisao do inter-
valo [a,b] em um numero par de subintervalos ou seja n = 2k com k € N.

Vamos entao considerar a seguinte subdivisao:

Dadon =2k ,sejah=(b—a)/n .. xz;=a-+ihondei=0,1,---,2k.
Observe que neste caso temos 2k + 1 pontos (x;, f;), i =0,--- , 2k.

1= v ahit fin)
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

i=1 = IF="(htafi+ fo)
I = Z(fo+4f3+ f1)

i=5 = I5S=§(f4+4f5+f6)

i
4

. . h
i=2+1 = Iy, = g(fzj +4foj01 + f2j42)

t=n = %(fn—2+4fn—1+fn)

Fazendo agora a soma de todas parcelas acima teremos:

I, = g [(fo+4fi+ fo) + (fo+4fs+ fa) + (fa+4fs + fo)+

(fe +4f7r+ fa) + -+ (for—2 + 4for—1 + for)]

Observando que na soma anterior os valores de f com indice par, excetuando-
se os indices 0 e n = 2k, aparecem sempre duplicado teremos

h k1 k
I, = g((fo + far) + 2; faj + 4; f2j-1)

Usando agora a notagao:

U= (fO + fn)
k—1
P =" f
j=1
k—1
I'="> fan
§=0
Teremos: | I5, = (b;k“)(U +41 +2P)/3

Exemplo 8.2.1

Vamos utilizar a férmula de Simpson para determinar uma aproximacao
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

L de
para 7r/4:/ 1o usando n = 10
0 x

1

Solugao Seja f(z) = T 22

; f(xi)
0.0 | 1.00000000 | U 1 P I;?

0.1 | 0.99009901 | 1.5 | 3.93115733 | 3.16865764 | 0.78539815
0.2 | 0.96153846
0.3 | 091743119
0.4 | 0.86206897
0.5 | 0.80000000
0.6 | 0.73529412
0.7 ] 0.67114094
0.8 | 0.60975610
0.9 | 0.55248619
1.0 | 0.50000000

OO0 | DT =W | O .

—_
o

U=10+05=15

I = 0.99009901 4 0.91743119 4 0.80000000 + 0.67114094+
0.55248619 = 3.93115733

P = 0.96153846 + 0.86206897 + 0.73529412 + 0.60975610 = 3.16865764
I8, = (0.1)/3(U + 4I + 2P) = 0.78539815

Compare o resultado da aproximacao 0.78539815 com o valor exato de /4
com 8 casas decimais cujo valor é /4 = 0.78539816.

8.2.1 Cota para o Erro na Férmula de Simpson

Vamos determinar Ef que é o erro cometido na aproximacao IZS .

Tig1 2
B = [ B de = G [ ae = s as

Como a fungao g(z) = z(z — 1)(z — 2) troca de sinal em [0, 2] nao é possivel
utilizar a mesma técnica utilizada na dedugao do erro para a férmula do
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

trapézio.

Na demonstracao que segue iremos utilizar o seguinte resultado.

Teorema Fundamental do Céalculo Integral

Seja (x) = /30 f(t) dt. Entao Z:ﬁ (z) = f(x)

Como E(z) = f(z) — Px(z) temos que

z;+h zi+h
Ef:R(h):/ " f(z) dx—/ " Py(z) dx

x;—h i—h

z;+h
RO = [ 1) do = (=) + 47 (w) + S+ 1)

R'(h) = f(zi+h)+ f(xi—h) = 1/3(f(x; — h) + 4f (z:) + f(zi + h))
—h/3(=f'(zi = h) + f'(zi + h))

“R(h) = 2/3(f(xi+h)+ f(zi—h)) —4/3f(x:)
—h/3(f'(xi + h) — f'(x; — h))

Analogamente temos :

RY(h) = 1/3(f'(wi+h) = f'(wi = ) = B/3(f" (@i + h) + " (zi = 1))

R"(h) = —h/3(f"(xi+h) = f"(xi — h)) (8.1)

Usando o teorema do valor médio do célculo diferencial na equagdo (8.1)
temos

R"(h) = —§h3f(4) (&) com &3 € (x; — h,x; + h))

A seguir vamos utilizar repetidamente o Teorema da Média e que
R(0) =0;R'(0) =0e R"(0) =0

R'(h) = R"(0)+ / ' R"(t)dt = —2/3 / ht2 FW (&) dt =

0 0

h
2730 (gy) /0 2 dt = 291 D (&), 6 € (211, 1)
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8.2. Método de Simpson S.R.FREITAS

R'(h) = R’(O)+/OhR”(t)dt:—2/9/0ht3f(4)(£2) dt =

h
290 (&) /O £ dt = —1/1804 fD (£)), 6, € (i1, 72)

R(h) = R(0)+/OhR’(t)dt: —1/18/0ht4f(4)(§1) dt =

h
—1/18f(4)(§1)/0 thdt = —1/90h° F) (1), i € (i1, 2:)

Assim temos

1
EZS = —%h5f(4)(,ui) wi € (Ti—1, ;)

Vamos agora determinar F2.

Para tanto basta observar que:

k
ES = ZEzS onde n = 2k ou seja k =n/2 (8.2)

=1

k
> D () = kD () para algum 1 € (a,b) (8.3)
i=1
4
S_ N oseay, (b= a)ht oy
Bl =157 W) o ) W) pe(ad)
b—a)®
E; = — (18%2 fW(u) para algum p € (a,b)
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8.2. Método de Simpson

S.R.FREITAS

ATENCAO!
¢40 Observe que:
i) lim EY =0
n—oo

ii) E5 =0(1/n%)

iii) Se My é uma cota para f(z) em [a,b] entdo temos

My
|En| <

< Teont P a)’

b
iv) Para determinar / f(z) dz com erro inferior a € > 0
a

4 M4(b — CL)5
determine n de modo que { " 180
par
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8.3. Método dos Trés Oitavos S.R.FREITAS

Exemplo 8.2.2 Considere a funcao densidade de probabilidade

o(x) = \/27? /Ow et at

Determine ¢(1.43) com erro inferior & 10~%.

fl@)=e"

F1(t) = e (—2t)

F(t) = e (42 = 2)
(1) = e (12t — 8¢%)
F(t)
17 (1)] = |4e~ | |4t* — 122 + 3|

e (164 — 48¢% + 12)

e ) <4 e [4t*—1224+3| <6 Vte (0,1.43)
Temos entao que:

If()] <24 Vi€ (0,1.43)

Logo devemos entao determinar n de modo que

L [24(1.43)7
2202701 = 9.45
n= 180

Assim n = 10.
o ¢(1.43) = 0.143/3(U + 41 4+ 2P) = 0.95685505

8.3 Meétodo dos Trés Oitavos

Seja I = fab f(z) dz.

Vamos considerar uma subdivisao do intervalo [a,b] em 3 subintervalos.
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8.4. Simpson+Trés Oitavos S.R.FREITAS

0.00 | 1.00000000 | 1.12939313 | 2.96939546 | 2.39151996
0.14 | 0.97975866
0.29 | 0.92145992
0.43 | 0.83190170
0.57 | 0.72095108
0.72 | 0.59976042
0.86 | 0.47894764
1.00 | 0.36714405
1.14 | 0.27016132
1.29 | 0.19083063
1.43 | 0.12939313

OO N[ T | WO =

—
o

h=({0-a)/3; zi=a+ihi=0,1,2,3
Considerando P3(z) o polinémio que interpola os quatro pontos

(xo0, fo), (z1, f1), (z2, f2), (23, f3), podemos considerar a seguinte aproxi-
magao

/abf(:c) do ~ / Py() da

Usando as mesmas técnicas utilizadas na deducao da férmula do trapézio e
na férmula de Simpson teremos

PR = %(fo +3f1+3f2+ f3)

O erro cometido na aproximacao serd dado por

0

E3/8 - _
80

F4)(©) €€ (o, 23)

8.4 Simpson+Trés Oitavos

Como fizemos anteriormente no caso da férmula de Simpson poderiamos
deduzir a férmula dos 3/8 extendida para o intervalo [a,b]. Na prética ndo
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8.4. Simpson+Trés Oitavos S.R.FREITAS

existe esta necessidade pois como veremos a seguir esta férmula sera sempre
utilizada em conjunto com a férmula de Simpson.

Suponha que seja necessdrio calcular numéricamente e com o menor erro

b
possivel a integral [ = / f(z) dz
a

Suponha que a funcao f seja dada por sua férmula.

Como nesse caso podemos calcular os valores f(x;) escolhemos n = 2k ade-
quado e utilizamos a férmula de Simpson.

Suponha que f seja dada por tabela e que tenhamos um nimero impar de
pontos nessa tabela.

Como temos um nimero impar de pontos temos n = 2k subintervalos e
entdao podemos utilizar a férmula de Simpson.

Suponha que f seja dada por uma tabela de e que tenhamos um niimero
par de pontos na tabela. Teremos entao n = 2k 4+ 1 subintervalos impossi-
bilitando a utilizagdo da férmula de Simpson.

Se n = 3 usamos I%/8 para os valores fo, f1, f2, f3.

Sen >3 en = 2k + 1 usamos a férmula dos 3/8 para os quatro valores
iniciais fy, f1, fo, f3 e a formula de Simpson para os 2k — 1 pontos restantes

f37f47"' 7fn'

ATENCAO!

E evidente que é possivel fazer uma combinacao entre as
formulas de Simpson e do Trapézio para o caso em que tenhamos um nuimero
par de pontos numa tabela. No entanto essa combinacao nao é viavel pois o
erro cometido no método do trapézio tem ordem h? enquanto que no método
de Simpson tem ordem h°. Assim a utilizacdo do método do trapézio em
algum subintervalo pode prejudicar a precisao do resultado.

Exemplo 8.4.1 Um carro viaja de uma cidade A até uma cidade B, sendo
que foram feitos os seguintes registros sobre sua velocidade

ti(horas) |0 05] 10| 15|20 | 25|30 |35
vi(Km/h) | 0] 80 | 60 | 95 | 100 | 110 | 100 | 90
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8.4. Simpson+Trés Oitavos S.R.FREITAS

Sabendo-se que o carro chegou a cidade B ap6s 3.5 horas de viajem, Calcular
a distancia entre as duas cidades.

Solugao
Denotando por s(t) a distancia percorrida pelo carro no tempo ¢ temos que

s 3.5
% =u(t) .. 5(3.5) — s(0) =/0 v(t) dt

Como temos um niimero par de pontos vamos utilizar a férmula

3h h
§[”0 + 3v1 + 3vg + v3] + g[(vs + v7) + 4vs + 2(v4 + v6)]

1.5 0.5
5(3.5) = —5-(240 + 180 + 60 + 95) + —=((95 + 90) + 440 + 200) ~ 245Km
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8.5. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

8.5 Exercicios Propostos

1 — Use a férmula de Simpson com n = 2 para calcular a integral

2
/ (323 — 3z + 1) dx
0

Compare seu resultado com o valor exato da integral. Qual seria sua
explicacao para justificar um resultado tao bom.

2 — Podemos calcular In(5) com érro inferior & 1073 usando :

5
In(5) = de

1 X
Pergunta-se :
(a) Se usarmos a férmula dos trapézios em quantos subintervalos de-
veremos dividir o intervalo [1,5] ?

(b) E se usarmos a férmula de Simpson ?

(c) Calcule In(5) usando a férmula de Simpson.

3 — Calcule :

1
/ % dx com érro inferior & 1072
0 14z

4 — Um corpo se desloca ao longo do eixo Ox sob a agdo de uma forca
variavel F'. Calcular o trabalho realizado para se deslocar o corpo de
x =0 até z = 3.5 sendo dado:

|2 [00] 05 [10] 15 [2.0] 25 [3.0] 35
[ Fl15]075[05[075[15[275[55]6.75

5 — Seja r = f(#) a equacdo de uma curva dada em coordenadas polares.
Calcular a area da regiao limitada pela curva sabendo-se que:

0 0| n/2|m|3n/2 |27
r=f0) 2] 1 0] 1 |2

1 %
mnm%:/ r? df
2 Jo,
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8.5. Exercicios Propostos S.R.FREITAS

6 — Usando a férmula de Simpson e 5 pontos calcule o comprimento da
elipse dada pela equagao

+a22=1

- b dy
Sugestao: I(c) = / 1+ (Cl—)2 dx
“ T

7 — Determine em quantos subintervalos devemos dividir [0.5, 1] para cal-
cular I com érro inferior & 107°

v
4

1
I:/ cos(x) dx
0

.5

8 — Qual o érro maximo cometido ao calcularmos

1
I= / e dr , usando férmula de Simpson e n=10.
0

9 — Uma curva ¢é definida pelos seguintes pares ordenados

x 1.0[2.0[30[4.0[50[6.0]7.0
y=f(x)[00]06][09][12[14][15]17

Calcular a area limitada por : eixo x, retas x=1 e x=7 e pela curva.

10 — Calcular o valor de 7 com érro inferior & 10~%.

L
Obs: 7r:4/ —— dx
0 1+$2
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Capitulo 9

Métodos Numeéricos para
EDO’S

9.1 Introducgao

O estudo das equacétes diferenciais foi motivado inicialmente por proble-
mas da fisica, ou seja problemas de mecanica, eletricidade termodinamica,
magnetismo etc.

Atualmente muitas outras dreas do conhecimento tem a formulacao tedrica
de seus problemas utilizando essas equagoes. Entre outras podemos as areas
de Quimica, Ecologia, Biologia, Economia e Sociologia.

Alguns Exemplos de Equacgoes Diferenciais Ordinarias

1) Seja x(t) o espago percorrido por um corpo em queda livre num ins-
tante de tempo ¢

a) Se desprezarmos a resisténcia do ar teremos a trajetéria do corpo
regida pela equagao

2"(t)+9g=0 ; g= éa aceleragdao da gravidade

b) Se considerarmos a resisténcia do ar, um corpo caindo de para-
quedas por exemplo, teremos

ma”(t) +bx'(t) +mg=0 ; b=cte<0
2) Seja M (t) a massa de um material radioativo no instante t.

Sabe-se que a taxa de desintegracao é proporcional a quantidade de
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9.2. Consideragoes Gerais sobre EDO’s S.R.FREITAS

massa existente. Assim temos
M@t)=kM({t) ; k=cte<0

Esta mesma equacao descreve a reproducao de bactérias numa cultura
sé que neste caso k = cte > 0

9.2 Consideracoes Gerais sobre EDQO’s

Suponha f: R® — Rey: R — R, com derivadas até ordem n. Dizemos
)

que uma equacao diferencial ordinaria tem ordem n se é uma equacao que

pode ser escrita como

n

y" = f(z,yy, oy Y

: y" = derivada de ordem n (9.1)

Uma funcdo y = ¢(x) é dita uma solucao da equagao (9.1) se:
a) y = ¢(z) possue derivadas até ordem n;
b) y*(z) = f(z, d(x),-- " (x)).

Exemplo 9.2.1

2
Yy =x=y= % +k k=cte familia de solucoes

Exemplo 9.2.2

T

y = —y=y=pe" B=cte familia de solucoes

9.3 EDO’s de Primeira Ordem

y'(z) = f(z,y(z))

No que segue sempre consideraremos EDQ’s de primeira ordem. As EDO’s
de ordem superior serao reduzidas a um sistema de EDQO’s de primeira or-
dem.
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9.4. Problema de Valor Inicial - PVI S.R.FREITAS

9.4 Problema de Valor Inicial - PVI

Um problema de valor inicial é uma equagao diferencial com a exigencia de
que a solucdo passe pelo ponto (xg,yo), ou seja

{ y/ = f(x,y)
y(xo) = o

Exemplo 9.4.1
Lo 25
y(0) = 0

y = x? é solucdo tnica.

Exemplo 9.4.2

{y%D _ ze

y = e~ % é solucao tunica.

ATENCAO!

Os exemplos acima podem sugerir que dado um PVI ele sempre
tera uma solucao tunica. Esta hipétese nem sempre é verdadeira como nos
mostra o exemplo abaixo

Exemplo 9.4.3
{ Yy = dxy
y(0) = 0

O leitor pode comprovar que y =0 e y = 24

sao solugoes do PVI
Teorema 9.4.1 FExisténcia e Unicidade de Solugdes das E.D.O’s
Dado o P.V.I

{ y = flz,y)
y(wo) = wo
Seja f : D +— R onde D é uma regiio do plano R?

0

Se a—f é limitada em D e (xg,yo) € um ponto no interior de D, entdo o PVI
Y

tem solugao unica.
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9.5. Método de Picard S.R.FREITAS

A demonstracao desse teorema foge aos nossos objetivos.

Voltando ao exemplo 9.4.3 podemos verificar que

of 2x
fle,y) =4xyy .. —=—
(z,y) = 4z \/y 9y =
. 2w of e
Como lim — = oo temos que == torna-se ilimitada quando y ~ 0
y—0 Yy Gy

9.5 Meétodo de Picard

Considere o PVI
{ y = flz,y)
y(ro) = o

0
D={(z,y) eR?: |z —xg| <ael|r—xz| <b};fe 8—f continuas em D
Y

Usando o Teorema Fundamental do Célculo Integral temos

y(l‘)—y(iﬂo):/xy'(t) dt:/mf(t,y(t) a =

i) = yla) + [ S(t.y(0) (92
o
De acordo com (9.2) definimos o algoritmo de Picard

yo(x) = yo
yr(@) = yo + [ fty—1 (D) dt k=1,2,--

Pode-se provar que

MNE-1
|op(x) — yr(k)| < Thk Vx € [xg — h,zo + h], onde:

¢(x)solucao do PVI

h = min{a, %}

M = max{|f(z,y)|, (z,y) € D}
N = maw{\afy(%y)l, (z,y) € D}

Observe que

klim yp(x) = ¢(z) Vo € [xg—h,z0+ hj
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9.5. Método de Picard S.R.FREITAS

Exemplo 9.5.1

7 20 11
@ * 2079 T 59535

$3 x? 23311 $15

(ﬁ(%‘)%g‘i‘*‘Fﬁ‘f‘%
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9.5. Método de Picard S.R.FREITAS

Exemplo 9.5.2
{ y o=y
y(0) =1
flz,y) =y
yo(z) =1

x):1+/0zf(t,yo(t)) dt:/ozdtzlex
2

yQ(x)—l—&—/Oxf(t,yl(t)) dt—/ox(l—i—t) dt=1+0+7

2 2 73

fv)=1+/Oxf(t,y2(t))dt=/01(1+t+t )dt_1+x+—+§

ya(z) = 1+/xf(t,y3(t))dt:/ox(1+t+t2+t3)dt

R
1 o4 42
ot gt
E ok
x
ORI
i=0
Observe que
k ok ok
) A o
Jm yilw) = lim D> S =2 3 =¢



9.6. Solucao por Série de Taylor S.R.FREITAS

9.6 Solucao por Série de Taylor
{ y/ = f(x7y(x>
y

(z0) = Yo
Usando o desenvolvimento em série de Taylor temos

h? h3
7y//(xn) + 7?],//(«7:”)—’_

Yni1 = Y(Tni1) = y(@n + h) = y(zn) + hy'(z,) + 5 5

hk hk+1
ot oy () +

() = fa,y(a)
'(e) = g fopta) = Ghdo+ Lay =L p

Assim fazendo k = 2 obtemos a seguinte férmula

h? o 0 h3
Yn+1 = Yn + hf + = ( f + f f) ”,(/L)E
Podemos entao definir
of of
Yn+1 =Yn +h[f+ 5 (a + 8y)]

O erro cometido serd y"(u)h3/6 e assim o erro é de ordem e(h) = O(h?)

E claro que podemos obter formulas com erros de ordem superior utilizando
mais termos na série de Taylor. No entanto isso nos obrigaria a calcular
y"(z),y" (z),etc. E claro que o cdleulo dessas derivadas de ordem superior
apesar de possivel é bastante penoso.

Vamos nos contentar com o caso em que k = 2.

Algoritmo de Taylor de Ordem 3

Dado o PVI
{ y = f(zy)
y(@o) = wo
Dado h > 0 considere x; = xg + ht, 1 =0, - ,n.

Podemos entao construir uma tabela de y; aproximagao para y(z;) onde y(x)
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9.6. Solugao por Série de Taylor S.R.FREITAS

é a solucao do PVI usando o algoritmo de Taylor

i=0,-,n

h.O 0
T(xi,y;) = foiy) + 5[%(%7%) + f(xi,yi)az(xia vi)]
Yit1 = Yi + hT (x4, v;)

Exemplo 9.6.1
Dado o PVI

{y%) _ 11/

Faca uma tabela para a solucao aproximada do PVI usando h = 0.1 e n = 5.

_ 0 .0
f(x>y)_ 78.’1; —Oaay =1
S T(z,y) =y + g(f(az,y).l) =y(1+ g) =
h
Yir1 = Yi + hT(xi, ;) = yi[l + h(1 4+ 5)]

Os valores y; calculados através da equagao acima estao listados na tabela
abaixo bem com os valores da solucao exata do PVI que nesse caso é conhe-
cida e é dada por y(x) = e®. Também listamos a diferenca entre a a solucao
exata e a aproximada.

T 0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50

Yi 1.00000 | 1.10500 | 1.22102 | 1.34923 | 1.49090 | 1.64745

et 1.00000 | 1.10517 | 1.22140 | 1.34986 | 1.49182 | 1.64872
e¥ —y; | 0.00000 | 0.00017 | 0.00038 | 0.00063 | 0.00092 | 0.00127
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9.7. Erro Local e Erro Global S.R.FREITAS

ATENGCAO!

Observando a tabela acima podemos notar que o erro vai au-
mentando a cada iteracao. Como veremos a seguir sera necessario fazer a
distin¢ao entre o chamado erro local e o erro global. Como ja foi enfatizado
anteriormente o algoritmo de Taylor tem erro local de ordem h?® significando
que a cada etapa calculada a diferenca entre a solugao exata e a aproximagao
é uma fungao e = e(h) onde e(h) = O(h3).

Relembre que e(h) = O(h3) significa que e(h) e proporcional a h3.

9.7 Erro Local e Erro Global

Considere o seguinte problema.

/ _
Dado o PVI { y = @y
y(zo) = o

Determinar uma aproximacao para a solu¢ao num ponto a usando n ite-
racoes.

Assim devemos determinar uma aproximagao para y(a) com h = (a — xp)/n.

Observe que como x; = xy + th temos que

n) = (o + ) = (oo + 0020 — y(a)

Definigao 9.7.1 FErro Local

Definimos erro local e denotamos por e; o erro cometido em cada iteragao
ou seja

€; = |?/($z’) - yi|

Definigao 9.7.2 Erro Global

Definimos erro global e denotamos por E o erro total cometido ou seja
E = |y(a) = yn|
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9.8. Métodos de Passo-Simples S.R.FREITAS

ATENCAO!

Se um algoritmo tem e; = O(h?) ou seja se o erro em cada
etapa é proporcional & hP entao E = O(hP~!) pois temos n iteracoes e
n = (a—x9)/h.

9.8 Meétodos de Passo-Simples

Definicao 9.8.1 Um algoritmo para resolver wm PVI é dito ser de passo
simples se a aprozi¢do y;+1 for calculada utilizando apenas o resultados do
passo anterior.

Assim podemos definir os algoritmos de passo simples como sendo aqueles
do tipo

Yir1 = Yi + O(z4, ;)
9.9 Meétodo de Euler
. y/ = f(l',y)
Se‘]a{ y(ro) = o

Observando que

2

y(x + h) = y(x) + hy'(x) + %y”(u) € (z,z 4 h)

temos que

y(xi +h) = y(x) + hy' (2, y:) = y(ai) + hf(ai,y:)(fig 9.1)
Definimos entao o Algoritmo de Euler
Dados xg, yo, h. Geramos aproximagoes y; para y(x;) através de
1=0,1,2,3,---

Yir1 = yi + hf(zi, y:)
Tip1 =T +h

ATENCAO!

Note que o algoritmo de Euler é equivalente a solugao por série
de Taylor com k = 1. Assim temos

e; = O(h?) e entao E = O(h).
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9.10. Interpretacao Geométrica do Método de Euler S.R.FREITAS

9.10 Interpretacao Geométrica do Método de Eu-
ler

Yi

8
+
E
HV

Figura 9.1: Método de Euler

Seja r a reta tangente a curva y = y(z) no ponto (z,,y,) e s a reta vertical
passando por (z;+1,0).

Assim temos

rey Yy () (e — a)
ST = Tij41

Observe agora que y;+1 é a iterseccao das retas r e s pois a intersecgao é
dada por

Ui + Y (@) (@i — @) = i + ' (2)(h) = yi + hf(2i, y:)

Exemplo 9.10.1

/

Yy = Y
Dado o PVI
{ y(0) = 1

Faga uma tabela da solucao aproximada, usando o método de Euler, com
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9.10. Interpretagao Geométrica do Método de Euler S.R.FREITAS

h=0.1en=10.
zo = 0;90 = 1; f(2,9) = —y
S Yirr =Y+ hf (i yi) = vi — hyi = yi(1 = h)

A tabela abaixo mostra os resultados das iteragoes bem como as comparacoes
com a solugao exata y(z) = e~ "

le™% — yi
0.00 | 1.0000 | 1.0000 0.0000
0.10 | 0.9000 | 0.9048 0.0048
0.20 | 0.8100 | 0.8187 0.0087
0.30 | 0.7290 | 0.7408 0.0118
0.40 | 0.6561 | 0.6703 0.0142
0.50 | 0.5905 | 0.6065 0.0160
0.60 | 0.5314 | 0.5488 0.0174
0.70 | 0.4783 | 0.4966 0.0183
0.80 | 0.4305 | 0.4493 0.0189
0.90 | 0.3874 | 0.4066 0.0191
1.00 | 0.3487 | 0.3679 0.0192
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9.11. Método de Heun S.R.FREITAS

. Yy =y
Exemplo 9.10.2 Considere o PVI
P { y(0) = 1

Usando Método de Euler Determine y(a).
(Observe que y(x) = e* é a solucao exata do PVI)

h=a/n=a=nh

Yir1 =i = hf (@i, y:) = yi + hyi = yi(1 + h)

yo =1

y1 = 1(1+h)

y2 = (1+h)(1 4+ h) = (14 h)?
ys = (14+h)2(1+h) = (1 +h)?

yo = (L4 = (14 afn)"
Como y(z,) = y(xo + nh) = y(nh) = y(a) temos que
y(a) = y(zn) = yn = (1 +a/n)"

Observe que lim y, = lim (1+a/n)" =¢°
n—oo n—oo

9.11 Método de Heun

Analizando o método de Euler observamos que ele considera a inclinagao
y'(z) constante no intervalo [x;, z; + h] e toma essa constante como a incli-
nacao no extremo esquerdo do intervalo.(Veja figura 9.1)

O método de Heun ao invés disso utiliza o valor dessa constante como a
média aritmética das inclinagdes nos pontos extremos do intervalo [z;, x;+h].

Podemos entao considerar

P @)+ @)

Yi+1 = Yi + 5

Usando o PVI podemos escrever as equagoes
y/(iﬂz‘) = f(zi, vi)
Y (zir1) = f(Tiy1,yiv1)

Como na ultima equagao nao conhecemos o valor de y;11 vamos utilizar
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9.11. Método de Heun S.R.FREITAS

aproximacao dada por y;+1 = y; + hf(xi, vi).

Assim teremos

Yirl = Yi + g(f(xzvyz') + f(@igr, hf (w5, i)

Podemos entao considerar o algoritmo de Heun. Dados xq, yg, h. Geramos
aproximagoes y; para y(z;) através de

i=0,1,2,3,
klzf(x’uyl)
ky = f(zi + h,y; + hk1)

h
Yirl = Yi + §(k‘1 + k2)

Tip1 =i +h

ATENCAO!

Pode ser demonstrado que o método de Heun tem erro local
e; = O(h?) e erro global E = O(h?)

Exemplo 9.11.1 Vamos resolver o mesmo problema do exemplo 9.10.1 uti-
lizando o método de Heun no sentido de comparar os resultados.

/

Yy = Y
Dado o PVI
{ y(0) = 1

Faca uma tabela da solucao aproximada, usando o método de Heun, com
h=0.1en=10.

o =090 =1; f(z,y) = —y

k1l = f(ﬂﬁi,yz') = Y

k2 = f(x; + h,yi + hk1) = —(y; + hk1)
h

Yir1 = Yi + §(k1 + ko)

A tabela abaixo mostra os resultados das iteracoes bem como as comparacoes
com a solugao exata y(z) = e *
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9.12. Método de Runge-Kutta - RKy4 S.R.FREITAS

T Yi e le™® — i
0.00 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
0.10 | 0.905000 | 0.904837 | 0.000163
0.20 | 0.819025 | 0.818731 | 0.000294
0.30 | 0.741218 | 0.740818 | 0.000399
0.40 | 0.670802 | 0.670320 | 0.000482
0.50 | 0.607076 | 0.606531 | 0.000545
0.60 | 0.549404 | 0.548812 | 0.000592
0.70 | 0.497210 | 0.496585 | 0.000625
0.80 | 0.449975 | 0.449329 | 0.000646
0.90 | 0.407228 | 0.406570 | 0.000658
1.00 | 0.368541 | 0.367879 | 0.000662

9.12 Meétodo de Runge-Kutta - RKy

Os métodos de Euler e Heun sao casos particulares de uma familia de
métodos numéricos para solugao de EDO’s denominados Métodos de Hunge-
Kutta.

O método de Euler é uma método de Hunge-Kutta de primeira ordem pois
E = O(h) , enquanto que o método de Heun é um método de Runge-Kutta
de segunda ordem desde que E = O(h?). O método dessa familia mais
popular e eficiente é o chamado método de Hunge-Kutta de quarta ordem.
Esse método é conheciado na literatura como RKy4 e seu erro é do tipo
E = O(h).

O RK, envolve uma média ponderada dos valores de y'(z) em diferentes
pontos do intervalo [x;, z; + h] da seguinte maneira:

Considera-se os subintervalos [x;,z; + h/2] e [x; + h/2,x; + h],

e 10 extremo esquerdo do intervalo [x;,z; + h/2] consideramos y'(x;)
com peso 1;

e 10 extremo direito do intervalo [z;, x; + h/2] consideramos y'(z; +h/2)
com peso 2;

e 10 extremo esquerdo do intervalo [x;+h/2, z;+h] consideramos ' (z; +
h/2) com peso 2;

e 10 extremo direito do intervalo [x;+h/2, z;+h| consideramos y'(z;+h)
com peso 1.
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9.12. Método de Runge-Kutta - RKy4 S.R.FREITAS

O algoritmo de Hunge-Kutta serd entao dado por

Dados xg, yo, h. Geramos aproximagoes y; para y(x;) através de

i—0,1,2,3,.-.
ki = f(xs,y:)
h h
ko = f($i+§7yi+§k1)
h h
ks = f($i+§ayi+§k2)

ks = f(x; + h,y; + hk3)

h
Yit1 = 6 — (k1 + 2ko 4 2k3 + kyq)

Tiv1 =i+ h

Exemplo 9.12.1

Yy = l—z+4y

S

Determinar uma aproximagao para y(0.2) usando h = 0.2.

flz,y)=1-2+4y

y1 =1+ 0.2/6[5 + 2(6.9 + 7.66) + 10.928] = 2.5016
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9.13. Métodos de Predicao-Correcao S.R.FREITAS

Exemplo 9.12.2
y/ = 2 +y2
y(0) = 0

Determine uma aproximacao para y(z;) usando h = 0.05 e n = 6.
z0 = 0;y0 = 0; f(2,y) = 2* + ¢

k= fzi,yi) = 27 +y7

ko = f(xi +h/2,y; + h/2k1) = —(y; + hk1)

Dado {

h
Yir1 = Yi + 5(’?1 + ko)

A tabela abaixo mostra os resultados das iteragoes.

yi | 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

y; | 0.00 | 0.000813 | 0.003000 | 0.007315 | 0.014513 | 0.025364 | 0.040667

9.13 Meétodos de Predicao-Correcao

Os métodos do tipo predicao-correcao sao baseados na seguinte técnica

r_
Vamos considerar o PVI { J = fl@.y)
y(wo) = wo
Pelo teorema fundmental do célculo integral temos
Th41 , Tp+41
o) =)+ [ @ da= [ s (93)
T T

Observando que f(t,y(t)) é uma fungao unicamente da variavel ¢ podemos
considerar ¢(t) = f(t,y(t)) e utilizar um método de integragdo numérica
para calcular [7**! g(t) dt.

Usando, por exemplo, a regra do Trapézio teremos:

[ a0 dt = St + glenn)) = 5 wm) + Fonnmr)

Usando a equagao (9.3) teremos

h
Yk+1 = Yk + §(f(90k7 yk) + f(@rs1s Y1)

199



9.13. Métodos de Predicao-Correcao S.R.FREITAS

Observe que nesse caso para calcular yi; serd necessario conhecer yyi.
Podemos contornar esse problema predizendo o valor de yj1 com a ajuda do
método de Euler. Esta abordagem nos conduz ao seguinte sistema preditor-
corretor

Ybo1 =Yk + hf (T, yr)

o1 = ye+ B(f @) + F@rr1, v 1))

Observagoes:

i) Na férmula do preditor temos e; = O(h?) (ordem do erro local do
método de Euler) e na do corretor temos E] = O(h3) (ordem do erro
na férmula do trapézio);

ii) A férmula do corretor pode ser utilizada tantas vezes quanto julgarmos
necessario;

iii) A férmula do preditor nos permite avancar do ponto xy para xjpiq.

’

iv) E comum, na literatura, escrever o sistema preditor-corretor com a
seguinte a seguinte notacao

Y1 = Yk + hf (Th, yk)

ygf:_ll = Yk + %(f(xkayk) + f(xk+17 ylt;n_t,_l)) m = 07 17 27 37 te

Algoritmo para o Sistema preditor-corretor (Euler-trapézio)
I

Seia { y = flz,y)

y(@o) = o
Dado h > 0, geramos aproximagoes y; para y(z;) através do algoritmo
i=0,1,2,3,---
Yir1 = Yi + hf(wi,yi)

m=20,1,2,3,---

h
Tiy1=x; +h
\ Yi+1 = yzﬁl
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9.13. Métodos de Predicao-Correcao S.R.FREITAS

Exemplo 9.13.1

y =y
Dado o PVI
{y(O) = 1

Faga uma tabela para y(z) de z = 1 até z = 0.6 com h = 0.1 e usando o
corretor 3 vezes em cada etapa.

W0 = o+ hf(0,1) =1+ (0.1)1 = 1.1
b = yo + h/2(f(0,1) + £(0.1,1.1)) = 1 + (0.1)/2(1 + 1.1) = 1.105

y? = yo+h/2(f(0,1) + £(0.1,1.105)) =
1+(0.1)/2(1 +1.105) = 1.10525
v = yo+h/2(f(0,1)+ £(0.1,1.10525)) =

1+ (0.1)/2(1 + 1.10525) = 1.1052625

As demais iteracgoes estao na tabela abaixo bem como a solugao exata como
ultima coluna.

i vy vi vi v; e

0.10 | 1.1000000 | 1.1050000 | 1.1052500 | 1.1052625 | 1.105171
0.20 | 1.2157887 | 1.2213151 | 1.2215914 | 1.2216052 | 1.221403
0.30 | 1.3437657 | 1.3498737 | 1.3501791 | 1.3501944 | 1.349859

0.40 | 1.4852139 | 1.4919648 | 1.4923024 | 1.4923192 | 1.491825

Uma questao interessante a ser discutida é sobre o valor de m, ou seja, sobre
quantidade de vezes que devemos utilizar o corretor. Uma técnica para se
determinar uma estimativa para m é a seguinte:

Vamos considerar a titulo de praticidade o exemplo anterior ou seja

{ Yy =y
y(0) = 1
y'(x) =y(x) = y"(z) = y'(z) = y"(0) = y'(0) = y(0) =1
y"(z) =y"(z) = y"(0) =y"(0) =1 =
3

hf "

Como o erro da féormula do corretor é dada por EZT ~ 12 (&) podemos

considerar para efeitos praticos que y"”' (&) ~ y”'(0) = 1

57 (017

: 5 x 1=0.00033
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9.13. Métodos de Predicao-Correcao S.R.FREITAS

Assim, para o exemplo anterior, ndo se deve esperar mais do que 3 casas
decimais exatas, bastando usar o corretor duas vezes.

Exemplo 9.13.2

/

Dado o PVI vo- Y
y(© = 1

Faga uma tabela para y(z) de z = 0 até x = 0.4 com h = 0.1. Determine
uma estimativa para m.

Y (z) = eI =y ( )—0—m =-1
-1 -t
") = y”(w)(y(w))z(—x)i( (@)*y(z) _

J(0) = _y”(O)(y(O))(Z(—O;ELy’(OWy(O) _ s

El ~ 2(0'21)3 ~ 0.00067

Assim ndo devemos esperar mais do que 3 casas decimais exatas.

i y; Yl y? Y3
0.10 | 0.9000000 | 0.8994444 | 0.8994101
0.20 | 0.7982261 | 0.7961792 | 0.7960182
0.30 | 0.6903929 | 0.6857831 | 0.6852062

0.40 | 0.5693739 | 0.5595193 | 0.5579727 | 0.5577249

Podemos entao considerar as aproximacoes

y(0.1) ~ 0.899
y(0.2) =~ 0.796
y(0.3) ~ 0.685
y(0.4) = 0.557
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9.14 Sistema Preditor-Corretor de Milne

Usando a mesma técnica anterior e outros métodos para integracao numérica
obtemos o sistema preditor-corretor de Milne

4h

Yot = vi-a + §(2fi — fi-1+2fi-2) erro = O(h®)

h
yl’r{l =yi_1+ g(fi—l +4fi+ fi), m=0,1,--- erro = O(h°)

Onde estamos denotando f; = f(z;, y;)-

ATENCAO!

Observe que para utilizar a formula do corretor temos que ja
conhecer os valores yo, y1, Y2, y3. Estes valores devem ser calculados por um
método que tenha a mesma ordem para o erro local(O(h%)). Poderiamos
usar por exemplo o RKy.

Exemplo 9.14.1

/
y = l1l—-z+4y
Dado o PVI
{y(O) = 1

Faca uma tabela da solugao para x = 0, até x = 0.7 com h = 0.1

1| x4 RK, P-C Milne | Valor Exato
0 | 0.0 | 1.0000000 - 1.00000000
1] 0.1 1.6089333 - 1.6090418
2 1 0.2 | 2.5050062 - 2.5053299
31 0.3 | 3.8294145 - 3.8301388
4 10.4 | 5.7927853 | 5.7938573 5.7942260
510.5 | 87093175 | 8.7113786 8.7120041
6 | 0.6 | 13.047713 | 13.0522270 | 13.052522
71 0.7 | 19.507148 | 19.5150861 | 19.515518

9.15 Passo-Simples X Predicao-Correcao

Uma das vantagens dos métodos de passo-simples é que eles sao autosufici-
entes enquanto os métodos preditor-corretor em geral nao sao.

No caso por exemplo do sistema de Milne houve a necessidade de se utilizar
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9.16. Sistemas de EDO’s S.R.FREITAS

o RK,4 para iniciar a tabela de valores da solucao.

A grande desvantagem dos métodos de passo-simples é a necessidade de se
avaliar f(x,y) muitas vezes em cada passo. Observe por exemplo o RKy
onde sao necessérias 4 avaliagoes de f(x,y). E evidente que essas avaliacoes
podem introduzir muitos erros de arredondamento. Isso pode até tornar o
resultado sem significado pratico.

A vantagem dos métodos de predi¢do-correcio esté no fato de requerer pou-
cas avaliagoes de f(z,y) em cada etapa. Observe que no sistema de Milne
em cada passo temos que avaliar f(x,y) apenas duas vezes. Uma vez para
x = x; no preditor e outra para x = x;41 no corretor.

9.16 Sistemas de EDO’s

Usando a notacao vetorial o PVI serda dado por

{ % — Fx,Y)
Y(ZL‘()) = YO

Y(@) = (i(@), - ,yn(@))h
Onde { F(a,Y) = (fiz,Y), -, falz,Y))

Podemos entao aplicar todos os métodos ja vistos para os sistemas conside-
rando a notagao vetorial.

Vamos escrever as equagoes para o método de Euler.

Denotando o i-ésimo iterado como y* teremos

Y =Y hF (2, YY) &

y#i Yi fila:, Y
y§+ _ y% h f2(33i7 Y?)
yiH i fa(zi, Y7

Escrevendo na forma de equacgoes teremos
viT =0 R @y y)
yo 'l = yh + hfo(wi yisyss oY)
yn yn+ fn(xuylay%"' 7yn)
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Exemplo 9.16.1 Considere o PVI

() =
v=(n) r=(hev)
Onde

0 2
(reor=()=0) =G -Cir)
Escrevendo as equacoes para o método de Euler temos
yitt =yl A+ bl + ()]
v5 = vh + h[(y})?]

Tiy1 =x; +h

Vamos considerar h =0.1e¢=0,1,2,3,4
yl =1+0.1[04 0% = 1.00

ys =0+ 0.1[1.000%] = 0.10

y? =1+0.1[0.1 + (.1)?] = 1.01

y2 = 0.1+ 0.1[1.00] = 0.20

y? =1.01 +0.1[0.2 + (0.2)?] = 1.03

ys = 0.2 +0.1[(1.01)?] = 0.30

yi =1.03+0.1[0.3 + (0.3)?] = 1.07

ys = 0.3+ 0.1[(1.03)?] = 0.41
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9.17 Runge-Kutta para Sistemas de EDO’S

dy
— = F(z,Y
. (z,Y)
Y(zg) = YO
K!' = F(z;,Y"
K?=F(z; + h/2,Y"+ h/2K")
K3 =F(z; + h/2,Y" 4+ h/2K?)
K*=F(z; + h,Y' + hK?)
k? k3
k! iy ! k!
k) : : e
Onde K! = K2=|:|K=|:|K'=]| "[;

) )

Teremos entao a método RK4 na notagao vetorial

. . h
Yyt =y 4 E[Kl +2K? + 2K° 4+ K*]

ATENCAO!

Observe que na implementacao computacional do algoritmo
de Runge-Kutta para sistemas sera necessario implementar algoritmos para
somar vetores e multiplicar vetores por numeros.

9.18 EDO de Ordem Superior
Vamos considerar a EDO de ordem n

n

v = f(z,y, Y, yY)
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9.18. EDO de Ordem Superior S.R.FREITAS

Podemos reduzir esta equacao de ordem n num sistema de n equacoes de
ordem 1, fazendo

gy =Yy
v2 =y
y3 =y’
Yo =y

Na forma vetorial podemos escrever

{dY = F(z,Y)

dx
i fi(z,Y)
N f2(if7Y)
Yn ful, )
N Y) = np
fo(z,Y) = ys

fno1(z,Y) = wyn
oY) = flz,y1,92,- - ,yn)

Exemplo 9.18.1 PVI de Ordem 2
y' = f(z,y.y)

y(wo) = a
Yy (z0) = S

fl(%',yl,yz) =N
onde { oz, y1,92) = f(2,9,9)
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9.19. Problemas de Fronteira de Segunda Ordem S.R.FREITAS

Exemplo 9.18.2 Considere o PVI de ordem 2

y' =~y

y(0) =0

y'(0)=1
Usando o RK4 e h = 0.1, faca uma tabela para a solugao y(x) para x = x;
onde x; = th,i = 0,...,5. Compare a solugdo aproximada com a solugao

exata que é ¢(x) = sen(z).

Sohugio)

zo=0 ; flz,9,9)=—y
=)= () e () - ()

A tabela abaixo mostra o resultado das iteragoes

nw | o B [ o) = senlz)
0.00 | 0.000000 | 1.000000 0.000000
0.10 | 0.099833 | 0.995004 0.099833
0.20 | 0.198669 | 0.980067 0.198669
0.30 | 0.295520 | 0.955337 0.295520
0.40 | 0.389418 | 0.921061 0.389418
0.50 | 0.479425 | 0.877583 0.479426

YR W N | O =,

9.19 Problemas de Fronteira de Segunda Ordem

Até agora foram tratados métodos numéricos para solucao de problemas en-
volvendo equagoes diferenciais e seus valores iniciais os denomindados PVI’s.
Como ja foi visto nesses problemas as condicoes iniciais s@o conheciadas num
unico ponto. No que segue iremos considerar problemas em que as condigoes
sao esspecificadas em mais que um ponto.

Um problema tipico que trataremos serd o seguinte

y' o= flxy,y)
y(a) = o
y(b) = 6

Um problema do tipo acima é dito um problema de fronteira ( PF ). Um
método eficiente e popular para sua solucao é o chamado Método das Dife-
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9.20. Método do Artilheiro S.R.FREITAS

rencas Finitas. Nao trataremos aqui deste método.

Iremos utilizar um método, denominado Método do Artilheiro , que consiste
em transformar um problema de fronteira (PF) em um problema de valor
inicial (PVI).

9.20 Método do Artilheiro

Consideremos o seguinte problema de fronteira

v = flzy,y)
yl@) =«
y(b) = 16

O método consiste nas seguintes etapas
1) ?Chutar” um valor inicial para y'(a), digamos y'(a) = s.

2) Resolver o PVI

v o= flz,yy)
y(a) = !
y(a) = s

A solucao desse PVI que ébviamente depende também de s iremos denotar
por y(z, s).

O problema agora ¢ determinar s de modo que y(b,s) = (. Denotando
g(s) = y(b,s) — B o problema é reduz-se a determinar um zero da fungao

g(s). Um método bastante eficiente para determinar aproximacoes de um
zero de g(s) é o Método da Secante que, relembrando, é o seguinte:

Dados sq, s1
_ sk-19(5k) — skg(Sk—1)

T T (k) — g(sk)

Propomos entao o seguinte procedimento para a solucao de um Problema
de Fronteira do tipo abaixo

k=1,2,3,...

v o= flyy)
y(a) = o
y(b) = 15

1) Escolher sy e s1 aproximagoes para y'(a), usando ’intuigao fisica’.
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9.20. Método do Artilheiro S.R.FREITAS

2) Seja si aproximagao para y'(a) onde k > 1

y' o= f=yy)
3) Resolver o PVI yla) = !
y'(a) = Sk

Calculando y(z,si) de © = a, até * = b usando qualquer um dos
métodos ja discutidos anteriormente.

4) Determinar si41 através da férmula

sk-1(y(b; sk) — B) — sk(y(b, sg-1) — B)
y(b, Sk) - y(b7 Sk—l)

Sk4+1 =

5) Repetir as etapas 3) e 4) até que |y(b, s) — 3] < € para um dado € > 0
(e=tolerancia)

4Y

Figura 9.2: Método do Artilheiro

ATENCAO!

O método do artilheiro foi concebido, como o proprio nome

diz, nos problemas de balistica com armas do tipo morteiro e canhées. Como
é sabido a trajetoria do projétil é representado por uma parabola (y(x)) com
concavidade voltada para baixo. Modificando-se a direcao da reta tangente

a trajetdria no seu ponto inicial (y'(x¢)) a trajetéria também é modificada.
Quando o artilheiro dispara um tiro e este nao atinge o alvo ele corrige o

proximo disparo alterando a inclinacao da arma que é o angulo que ela faz
com a horinzontal.
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S.R.FREITAS

Exemplo 9.20.1 Resolver o Problema de Fronteira

/"

y
y(0)
y(1)

= Y
= 0
= 1

Compare os resultados com a solugdo exata dada por y(z) = sin(z)/sen(1)

Vamos considerar s = 2,51 =1e h=0.1

S0 = 2 S§1 = 1 S9 = 1.188396
i | x| ylzi,so) | y(wi,s1) y(zi, s2) sen(z)/sen(1)
0 | 0.00 | 0.000000 | 0.000000 0.000000 0.000000
1 | 0.10 | 0.199667 | 0.099833 0.118642 0.118642
2 10.20 | 0.397338 | 0.198669 0.236098 0.236098
3 | 0.30 | 0.778836 | 0.295520 0.351195 0.351195
4 | 0.40 | 0.778836 | 0.389418 0.462783 0.462783
5 | 0.50 | 0.958850 | 0.479425 0.569747 0.569747
6 | 0.60 | 1.129284 | 0.564642 0.671018 0.671018
7 10.70 | 1.288434 | 0.644217 0.765585 0.765585
8 | 0.80 | 1.434711 | 0.717356 0.852503 0.852502
9 10.90 | 1.566653 | 0.783326 0.930902 0.930902
10 | 1.00 | 1.682941 | 0.841470 1.000000 1.000000
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9.21 Exercicios Propostos

1) Dado o PVI

y/ — x4+ y2
y(0) =1
Calcule y4(x) usando o método de Picard

2) Mesmo problema anterior para o PVI

y =2y —22%2 -3
y(0) =2

xX
3) Seja y(x) = exZ/ e’ dt Integral de Dawson
0

a) Mostre que y(z) é solucao do PVI

y =1-2xy
y(0)=0

b) Calcule y3(z) usando o método de Picard
=—-1/(1+2
g (v =1+
y(0) =1

Determine uma aproximagao para y(z) usando a série de Taylor até
ordem 2

5) {y1_1+y2
y(0) =0

Calcule aproximadamente y(0.4) usando Método de Euler e h = 0.1

) {y’ =1/(1+2?)
y(0) =0

Calcule aproximadamente y(0.3) usando Método de Heun e h = 0.1
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7 {y’: 1—2zy
y(0) =0

Calcule aproximadamente y(0.1) usando o Método de Runge-Kutta e
h =0.05

8) Usando o sistema Preditor-Corretor :

P yppr i =yr+hf(zr, yr)
C: oyt o= e + 5w, yn) + f(@ra1, U)

Calcule y(0.3) aproximadamente usando h = 0.1 e usando o corretor
duas vezes, onde y(z) é a solugao do PVI

y=xz+y
y(0) =0
9) Mesmo problema anterior para o PVI

{y=1%—9M®:1

10) Reescreva o sistema de EDO’s abaixo como um um sistema de EDOs
de primeira ordem.

Yy = x2yy” — oy
2= zxz 4+ 4y

11) Calcule, usando o Método de Euler P(t) = (z(t),y(t)),t = 0.1,0.2,0.3

onde :
Z(t)=1-2t
y'(t)=t—xzy
z(0) =1
y(0)=0

12) Usando o Método de Heun calcule aproximagoes para y(1.1) e y(1.2)
onde y(x) é solugao do PVI

y// 4 y2y/ _ a:3
y(1) =1
y'(1)=1
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13) Um foguete de massa M ¢é lancado verticalmente desde a superficie
da terra (z = R) com velocidade inicial vg. Determinar pelo método
de Heun os valores de x = z(t) (espago percorrido no tempo t) para
t =0,1,2,---,6 supondo que a resisténcia do ar é proporcional a
velocidade e que a atracdao da terra é inversamente proporcional a
distancia ao centro da terra.

Obs. Mz" +~yMx' + Mg/z? = 0 é a equacdo que rege o movimento
onde :

~ = coef. de resisténcia do ar por unidade de massa.
g= constante gravitacional.

Considere R = 10;v9 = 5;7 = 0.1 e g = 1 em algum sistema consis-
tente de unidades.

14) Resolva o seguinte problema de fronteira usando h = 0.1

' +y*+1=0
y(0) =1
y(1) =2

15) Resolva o seguinte problema de fronteira usando h = /30

ny// o y/2 + 4y2 =0
y(m/6) = 1/4
y(r/2) =1
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Capitulo 13

Projetos

Projetos sao problemas reais que envolvem alguma modelagem matemaética e
métodos numéricos. Espera-se que o algoritmo referente ao método numérico
utilizado seja desenvolvido numa linguagem cientifica de programacao e os
resultados analisados.

13.1 1Idade da Lua

A utilizacao da desintegracdo radioativa para a datacao de materiais nos
conduz a solucao da seguinte equacgao

N%(I]; _ N538 (6)\238t _ 1) _ i (6)\238t _ 1)
N6~ N2 (et —1) | 139 (edawsl — 1)

Aogs =  0.97 x 1079
onde:
Aogg = 0.15 x 107?

(Detalhes podem ser encontrados na Introducao)

A tabela abaixo foi elaborada com o material lunar trazido pela Apolo XI

Amostra | Tipo de Material | N2)7 /N20
10084 Material Fino 0.623
10060 Material Fino 0.609
10017 Rocha 0.445
10072 Rocha 0.446

Para calcular a idade dessas amostras lunares somos conduzidos a resolver
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uma equacao do tipo
e — 1
ebt —1

Esse problema é equivalente a determinar os zeros da fungao

Ft)=e" = (L4 k(e ~ 1))

=k onde a,b, k sao constantes conhecidas e positivas

que pode ser resolvido através do Método Iterativo Linear ou Método Ite-
rativo Linear Acelerado, usando a funcao de iteragao

o(t) = 2 In(1 + k(e — 1))

Determinar a idade de cada amostra da tabela acima.

13.2 Calculo da Inversa de uma Matriz

Procedimentos ~
a)Usando o MEG transformar A em A triangular superior

b)Calcular o determinante de A

¢)Transformar A em A onde A é triangular inferior

Observe que com esses procedimentos A serd uma matriz diagonal podendo
ser facilmente transformada na matriz identidade 1.

Apos todos esses procedimentos a matriz A foi equivalentemente transfor-
mada na matriz identidade I.

Uma maneira de determinar a inversa de uma matriz A com det(A) # 0 é
usar as mesmas operacoes utilizadas para transformar A em I para a matriz
B =1, que ap6s isso serd transformada em A~1.

A — 1
B=1 — A7l

13.3 Um problema de Geometria

Achar o angulo da base de um tridngulo isésceles sabendo-se que sua drea é
duas vezes a area do circulo circunscrito.

Area do circulo=m(AD)%*tg2(3/2)

Area do triangulo=(AD)2tg(8) (Veja figura 13.1)
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B/2
A D B

Figura 13.1:

13.4 Principio de Arquimedes

Uma esfera macica de 10cm de raio e massa especifica p = 0.75g/cm?> é
colocada na dgua. Até que altura estard submersa quando se obtiver o
equilibrio.(Qual altura fica dentro da dgua)(Veja figura 13.2)

Figura 13.2:

Sugestoes:

1) O volume V' da colota esférica de raio r e altura h é dado por

V= %h2(3r —h)

2) Use o Principio de Arquimedes.

13.5 Catenaria

Um cabo homegéneo, flexivel e inextensivel suspenso entre dois postes sobre
seu préprio peso é descrito por uma curva denominada catendria(Veja figu-
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Figura 13.3:

ra 13.3). Para fins praticos é muito importante saber o tamanho da flexa f,
pois isso nos permite determinar a altura minima que o cabo pode atingir
quando suspenso. Supondo que o cabo tem péso de ¢ quilogramas-forca
por metro entao a tensao 1" no meio do cabo pode ser obtida resolvendo a
seguinte equacao:

onde:

S é o comprimento do cabo;

L é a distancia entre os postes;

Uma vez conhecido T' f pode-se determinar f atravez de
oL

T
[= (;)COSh(ﬁ —1)

Determine f usando os seguintes dados:

S =32m; L =30m e ¢ =0.5kgf/m
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13.6 Distribuicao de Temperatura numa Placa

O problema a seguir refere-se a distribuicdo de temperatura numa placa
metalica. Vamos considerar uma placa, cuja espessura é desprezivel em
relacdo ao seu comprimento que é 2m e sua largura que é 1m. Os bordos da
placa sd@o mantidos conforme as temperaturas indicadas na figura 13.4

Figura 13.4: Distribicao de Temperatura

Uma maneira de discretizar o problema é dividir a largura em subintervalos
de tamanho k e o comprimento em subintervalos de comprimento h formando
assim uma malha. Podemos supor que a temperatura em cada ponto da
malha é a média aritmética da temperatura nos quatro pontos contiguos ou
seja:

1
Tyj = 3 (Tij—1 + Tijr + Tiaj + Timnj)

onde estamos denotando T'(z;,y;) por Tj;.
Resolva o problema considerando uma malha com £k =0.2e h =0.4

13.7 Circuito Elétrico
Considere o circuito elétrico dada pela figura 13.5

Deseja-se calcular o potencial nos nés 1,2, --- ,6. O potencial aplicado entre
A e B éV volts. Se denotarmos os potenciais por vy, v, - , vg € aplicarmos
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A 30 30 9 40 3
Vwolts 150 109 1Q
B 1Q 6 20Q 5 3Q 4
Figura 13.5:

as leis de Ohm e Kirchoff teremos o seguinte sistema

111}1 —V2 —V6 = 5V
—20v7 +4lvy —1b5v3 —6vs = 0
—3v9 +7v3 —4vy = 0

—vg +2vy —vs = 0
—3vs  —10vg4 +28v5 —15vg = O
—2v1  —1bvs +4Tvg = 0

Resolva o problema para V = 50,100 e 150 volts. Use Gauss-Seidel.

13.8 Problema de Custos

O Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia da UFMS é composto dos seguin-
tes departamentos: Hidraulica, Matematica, Computagao, Fisica, Quimica,
Elétrica e Construgao Civil. O Centro é responséavel pelos seguintes cursos
de graduagao: Engenharia, Matematica, Fisica, Quimica, Elétrica e Anélise
de Sistemas. Os orgamentos anuais e o niimero de matriculas por departa-
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mento estao representados na tabela abaixo:

Departamento Orgamento em $ | Matriculas
Hidréulica (H) 25634.00 212
Matematica(M) 45721.00 170
Computagao (C) 63245.00 246
Fisica(F) 65478.00 159
Quimica(Q) 67975.00 210
Elétrica (E) 54234.00 327
Const. Civil(CC) 30327.00 253

A porcentagem de matriculas por Departamento é dada por

HIM|C|F|Q|E]|CC
Anal.Sist. | 0 | 20|60 | 10| O | 10| O
Mat. 060|187 | 6 |10]| 7
Comp. 0|15 72| 5 | 71|5 3
Fisica 0 [15] 5 |73] 3| 5 | 10
Quim. 55|05 |8]0 5
Elétr. 55|55 |3|68] 5
Eng. 30,0 0|00 7|45

Determine o custo/aluno-curso anual para cada Departamento.

13.9 Equacao de Van der Pol

Na andlise da solucao de equagoes diferenciais modelando sistemas osci-
latérios é comum fazer-se o gréfico do plano de fases da equacao. O plano
de fase consiste em plotar os pontos do tipo (y(z),y'(z)) onde y(z) é a so-
lugao da equacao diferencial e y/(z) sua derivada.

Desenhe o plano de fases da equacao de Van der Pol.

y'(z) —0.1(1 —¢*)y' +y =0
y(0) =1
y'(0)=0

221



13.10. Problema de Refracao S.R.FREITAS

13.10 Problema de Refracao

Considere um raio de luz que sai do ponto A = (0,1) incida no ponto I =
(x,0) do eixo x, sofra refragdo e passe pelo ponto B = (1, —1). (veja figura
13.6) Determine as coordenadas do ponto I sabendo-se que a velocidade no
semi-plano y < 0 é v; e no semi-plano y > 0 é ve = 2v;.

A=(0,1)

B=(1,-1)

Figura 13.6:

sen(s sen(r
Sugestao: Use o principio de Fermat ©) = (r)
U1 V2

13.11 Deflexao de uma Viga Simplesmente Engas-
tada

)

Figura 13.7: Viga Engastada

Considere uma viga simplesmente engastada de comprimento L sujeita a
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uma carga P em sua extremida livre (figura 13.7).

Seja x a distancia medida ao longo do eixo da viga com & = 0 na extremidade
engastada.
A varidvel y mede a deflexdo da viga com a direcao positiva sendo tomada
para baixo.

Denotando por EI o mdédulo de rigeza a flexdo da viga a deflexao y(z) é
solugdo do seguinte problema de valor inicial para uma equacao diferencial
de segunda ordem

y// —L _
it T

L = 250cm

I =16/3cm*

E =17x 10%kg/cm?
P = 30kg

Supondo que

Calcule a deflexao da viga para os pontos x; = 25¢,4 = 1,...,10.

13.12 Deflexao de uma Viga Simplesmente Apoi-
ada

A
h
v

Figura 13.8:

Considere a deflexdo de uma viga simplesmente apoiada.(figura 13.8) Sabe-
se que a deflexao y(x) é regida pela equagao diferencial:
d*y

P
PR TR
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13.12. Deflexdo de uma Viga Simplesmente Apoiada S.R.FREITAS

EI = médulo de rigidez a flexao,

L = comprimento da viga,

P = carga compressiva.
Como a viga é simplesmente apoiada temos as condigoes:
y(0) =y(L) =0
Introduzindo a varidvel nao dimensional z = z/L temos

2
y' (@) + Ty =0
y(0) =y(1) =0
PL?

Resolva o problema acima usando “z7 = 9.87 num sistema de unidades
consistente.
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