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1 NocbOes basicassobre Erros

Fendmenos da natureza podem ser descritos através do uso de model os mateméticos.

PROBLEMA MOPELAGEM MODELO RESOLUCAO
"IMATEMATICO

v

SOLUCAO

[Fig. 1]: Modelagem eresolugdo de problemas.

MODELAGEM: é a fase de obtencdo de um modelo matematico que descreve o
comportamento do problema que se quer estudar.

RESOLUCAOQ: é a fase de obtencdo da solucdo do modelo matemético através da
aplicacdo de métodos numéricos.

1.1 Erros

Para se obter a solucdo do problema através do modelo matematico, erros séo
cometidos nas fases: MODELAGEM e RESOLUCAO.
2

Exercicio 1 Calcular a area da superficie terrestre usando aformulagdo A=4pr~.

Resolucio: Aproximagdes (ERROS):
MODELAGEM:

RESOLUCAO:

OBS. 1: Caracteristicas do planeta Terra.

Caracteristicas Fisicas:
Diametro Equatoria: 12756Km;
Diémetro Polar: 12713Km;
Massa: 5,98 10%*Kg;
Perimetro de Rotacdo Sideral: 23h 56min 04seg;
Inclinagdo do Equador Sobre a Orbita: 23° 27'.

Caracteristicas Orbitais:
Raio da Orbita, isto é, 1U.A. (unidade astrondmica): 149897570Km:;
Distncia M&xima do Sol: 152100000Km;
Distancia Minimado Sol: 147100000Km;
Periodo de Revolucao Sideral: 365dias 6h 9min 9,5seg;
Velocidade Orbital Média: 29,79K m/seg.

1.2 Erros Absolutos e Relativos
1.2.1 Erro Absoluto

E o modulo da diferenca entre um valor exato X de um nimero e seu valor

aproximado X .

(Eq) EA=[x- X,

onde x éovaor exato e X éo vaor aproximado.

| Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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Geralmente ndo se conhece 0 valor exato x. Assim, o que se faz € obter um limitante
superior (k; majorante) ou uma estimativa para 0 médulo do erro absoluto.

(Ea.2) |EA|EK.

1.2.2 ErroRelativoou TaxadeErro

Erro relativo de x € o médulo do quociente entre o erro absoluto EA, e o valor exato
X ou o vaor aproximado X ,se x ou X t 0.

EA - EA
X X

Exercicio 2 Calcular os erros absoluto e relativo, nositens @) e b).
a) x=1,5e x =149, b) y=5,4e y=5,39.

X- X
X" Xl ou ER, =
X

X- X
X

(Ea.3) ER:=

Resolucdo:

1.3 Errosde Arredondamento e Truncamento
1.3.1 Erro de Arredondamento

Arredondar um ndmero na casa d; € desconsiderar as casas d;,; (] =1%4,¥) detd
formaque:

d; sgjaalltimacasase d;,;<5;

d; +1sgaadltimacasase d;,;35.
Exercicio 3 Arredondar p na quarta casa decimal, sendo que p=3,1415926535Y4
Resolucéo:

1.3.2 Errode Truncamento
Truncar um nimero nacasa d; e desconsiderar ascasas d;,; (] =1,%%).

Exercicio 4 Aproximar p truncando na quarta casa decimal, sendo que p=3,1415926535%4

Resolucéo:
¥ i

Exercicio5 ~ Sabendo-se que e* pode ser escrito como e¥=§ )I(—' faca a aproximacdo de
i=0

e? através de um truncamento apés quatro termos da somatéria

Resolucdo:

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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1.4 Aritméticade Ponto Flutuante

Um ndmero é representado, internamente, na maguina de calcular ou no computador
através de uma sequiéncia de impulsos el étricos que indicam dois estados: 0 ou 1, ou sgja, 0S
numeros sdo representados na base 2 ou bindria.

De maneira geral, um nimero X € representado nabase b por:

+ edy +£ +$+1/4+ iﬂ* b®xP.

(Eq.4) X=%
érb b2 bS bt a

Onde:
d; P sdo nimeros inteiros contidos no intervalo O£ d; <b; i =1, 2, ¥4, t;
expP representa o expoente de b e assume valoresentre | £exp£ S;
I, SPb limiteinferior e limite superior, respectivamente, para a variagao do expoente;

éd, d,  ds

+<£+ 2
& b2 b3
seus digitos significativos,

u . . .
+1/4+%ub € chamada de mantissa e € a parte do nUmero que representa
a

tP numero de digitos do sistema de representacéo.

Exercicio 6 Considerando no sistema de base 10, b=10, represente 0s seguintes nUmeros,
em aritmética de ponto flutuante:

a) 0,34510; b) 31,4154p.
Resolucéo:
OBS.2: Os nimeros assim representados estéo NORMALIZADOS, isto €, a mantissa é

um nimero entre O e 1.

Exercicio 7 Considerando no sistema binario, b=2, represente o nimero 101, em aritmética
de ponto flutuante.

Resolucao:

1.5 Conversao de Bases

1.5.1 Conversédo da Baseb paraa Decimal (b 10)
Um ndmero na base b pode ser escrito, na base decimal, como:

m .
(Eq5) Q ab'=a,bM+a, b™ +Y+a,b’+ab+a,+a b l+a b 2 +u+a,, " +ab".

i=n
Onde:
a b Ofa <b;

| Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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n, mpb nidmerosinteiros, com n£0e m30.

1-4

Para a conversdo, fazse a operacdo entre a mantissa do nimero normalizado e a base

bex ]

Nos exercicios a seguir, faca a conversdo da base indicada para a decimal,

determinando o valor davariavel x.

Exercicio 8 1011, = Xq.

Resolucdo:

Exercicio 9 11,012 = Xq-

Resolucéo:

Exercicio 10 403,125 = Xy;.

Resolucao:

1.5.2 Converséao da Base Decimal paraab (10b b)
Aplica-se um processo para a parte inteira e um outro para a parte fracionaria.
a) PARTE INTEIRA (N ):

al) N<b
P Nip=N,.

a2) N3b
N |Db
n oq|b

, QO

Oh-1 \L

r, d, Atéqueq,<b
P Nio=(0pn In Th-1%4 312 r1)b
Exercicio1l  Converta59;¢ paraabase 2.

Resolucao:

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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Exercicio12  Converta59;o paraabase 3.

Resolucao:

b) PARTE FRACIONARIA (F):

Multiplica-se F por b e toma-se a parte inteira do produto como o primeiro digito do
nimero na base b. Repete-se 0 processo com a parte fracionaria do produto tomando sua parte
inteira. Continua-se até que a parte fracionaria sgjaigua a zero.

Nos exercicios a seguir, determinar o valor de X:

Exercicio 13 0,187510= X, .

Resolucéo:

Exercicio14  0,610= X,.

Resolucéo:

Exercicio15  13,2510= X,.

Resolucéo:

1.5.3 Exercicios: Conversao de Bases

Transforme para a base gque se pede (determine o valor de x).
| Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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Exercicio16 ~ 100101,1001; = X4 .

Resolucao:

Exercicio17  19,3867187510 = X, .

Resolucéo:

Exercicio18  Transformeamedida35h 48min 18seg para minutos.
DICA: 35:48,1860 = %o MiN .

Resolucéo:

Exercicio19  Transforme 35,805 horas para horas, minutos e segundos.
DICA: 35,80510 =X -

Resolucdo:

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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1.6 Operacoesde Pontos Flutuantes

1.6.1 Representacoes
Precisdo dupla: “dobra’ a mantissa (2* t);
O zero em ponto flutuante € em gera representado com o menor expoente (exp=I)
possivel na méquing;

Ao converter um numero para determinada aritmética de ponto flutuante, emprega-se
sempre o arredondamento;

N&o é possivel representar todos os nimeros reais em determinada aritmética de ponto
flutuante (reta furada).

OBS. 3: Um exemplo da reta furada é Considere a aritmética de pontos flutuantes com
parametros b=10 e t=3. Tome 0s nimeros consecutivos 3,57 e 3,58. Existem infinitos
numeros reais entre 3,57 e 3,58 que ndo podem ser representados nesta aritmética de pontos
flutuantes. Por exemplo: 3,571 ou 3,57437.

1.6.2 Exercicios

Exercicio20  Preencher a tabela a seguir, com base nos parametros. t=3, b=10, | =-5, S=5
e- 5Eexp£s.
NUmero Truncamento Arredondamento
- 6,48
0,0002175
3498,3
- 0,00000001452
2379441,5

OBS. 4: Deve-se converter os vaores para a aritmética de ponto flutuante com 3
algarismos significativos.

Nos exercicios seguintes, calcular o valor das expressdes utilizando aritmética de
ponto flutuante com 3 algarismos significativos.

Exercicio21 (4,26 +9,24) + 5,04

Resolucéo:
Exercicio22 4,26 + (9,24 + 5,04)

Resolucéo:
Exercicio23  (4210- 4,99) - 0,02
Resolucéo:
Exercicio24  4210- (4,99 + 0,02)

Resolucao:

Exercicio 25 % *(4,0237 - 6,106)

Resolucdo:

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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2* (4,0237 - 6,106)

Exercicio 26
7

Resolucéo:
OBS.5: Em aritmética de ponto flutuante ndo valem as propriedades associativas nem
distributivas.
Exercicio27  Sendo b=10, t=4 e expl [- 5,5], calcule:

10 10

a) 42450 + Q 3; b) & 3 + 42450.

i=1 i=1

Resolucéo:

1.6.3 Exercicios complementares

Nos exercicios seguintes, converter os nUmeros para a base decimal, determinando o
vaor davaridvel x:

Exercicio28 1100011, = X,.

Resolucéo:

Exercicio29 11111115 = Xy,.

Resolucao:

Exercicio30 1010101 = Xq.

Resolucdo:

Exercicio31  101,0011; = .

Resolucao:
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Exercicio32  0,0111111; = Xy;.

Resolucao:

Exercicio 33 1,010011; = Xq.

Resolucao:

Nos exercicios seguintes, converter os nimeros para a base binéria, determinando o
valor davariavel x:

Exercicio34  3710= X, .

Resolucdo:

Exercicio35  234510= X,.

Resolucéo:

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES




Céculo Numérico Nocoes bésicas sobre erros | 1-10

Exercicio36  Determine x com 36 digitos: 0,121710 = X, .

Resolucdo:

Exercicio37 ~ Determine X com 8 digitos: 2,4710 = X, .

Resolucao:

Logo: 2,4710 = 210 + 0, 4710 = 10, + 0,01111000, = 10, 01111000,.

Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES
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2 Zerosreaisdefuncoesreais
2.1 1ntroducao

Dada umafuncdo real f definida e continua em um intervalo aberto |, chama-se de
zero destafunciio em | , atodo x1 1, tal quef(x)=0.

Neste capitulo sdo apresentados alguns processos iterativos para calcular de forma
aproximada os zeros reais de uma funcéo real f dada. Por um processo iterativo entende-se

um processo que cal cula uma sequéncia de aproximagoes X , X, , X3 ,%4 da solugdo desgjada. O
calculo de uma nova aproximacado € feito utilizando aproximagdes anteriores. Dizemos que a
sequéncia X, X,, Xg,% converge para X, se dado €>0, $NT IV (N nGmeros naturais), tal

que qualquer que sgjia n>N, |x,- X/ <e. Neste caso tem-se que Ii®rr; X, =X, 0 que também
n
podera ser indicado por X,® X. NOS processos iterativos que serdo apresentados, a
determinacdo dos zeros de uma funcdo real de variavel real serafeita em duas etapas:
Fase |: Isolar cada zero que se desgja determinar da funcdo f em um intervalo [a,b],
sendo que cada intervalo dever conter um e somente um zero dafuncéo f .

Fase Il: Calculo dos zeros aproximados utilizando um método iterativo, com precisdo
prefixada ou ndo.

2.2Fase|: |solamento dasraizes
Teorema 1 Sga f (x) uma fungdo continua num intervalo [a,b]. Se f (a)xf (b)<O0,
entdo existe pelo menosum zerode f (X) entre a e b.

A y
y=f(x)

[Fig. 2]: O graficodeumafuncdio y="f (X)eseuszeros.

OBS. 6: Sob as hipoteses do teorema 1, 0 zero x=a sera definido e Unico em [a,b] se
aderivada f'(x) existir e preservar o sina dentro do intervalo Ja,b], isto é se f'(x)>0,
"xl]a,b[ou f'(x)<0, "xI]a,bl. Isto significadizer que afuncdo f (x) é estritamente
crescente ou estritamente decrescente, respectivamente, no intervalo Ja,b].
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y=f(x)

[Fig. 3]: Exemplo de uma fung&o estritamente crescente num intervalode a até b.

Na pesquisa dos zeros reais de fungdes reais € muito Util 0 uso do Teorema 1Erro! A
origem da referéncia ndo foi encontrada. (que fornece condictes de existéncia de zeros em
um intervalo), bem como da OBS 6. (que garante a unicidade, isto &, garante que no intervalo
considerado existe um e somente um zero dafuncéo f).

Outro recurso bastante empregado &€ a partir da equagdo f (x)=0, obter a equacdo
equivalente g (Xx)=h(x) e eshocar os gréficos destas funcbes obtendo os pontos onde as
mesmas se intersectam, pois f (a)=0U g (a)=h(a).

Exercicio38  Isolar oszerosdafunco f (x)=x3- 9x+3.

Resolucio: Pode-se construir umatabela de valores para f (x) eandlisar ossinais:
X -4 -3 -2 -1 0 1 2 3
f(x)

y=f(x)

[Fig. 4]: O gréficode f(X)=x>- 9x +3.
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Y 9/ /hx)
4 13 2 - [®21 2843 4
[Fig. 5]: Osgréficosde g(x) = x> e h(x)=9x- 3.
Y

y=f'(x)
3 X
4 -3 1/2 3 4

[Fig. 6]: O graficode f'(x)=3x%- 9.

Exercicio39  Isolar os zerosdafuncdo f(x)=xInx- 3,2.

Resolugao: Pode-se construir umatabela de valores para f (x) e analisar os sinais:

1

2

3

4

X
f(x)

2-13
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A

03+
02+
01T

0

30

y=f(x)

3.2

3,

4 X

_0’]_..
02+ o
034 i
044+
054
064

08+
09+
-10+

[Fig. 7]: Gréficodafungiio f(X)=xInx- 3,2.

28

" x)

[Fig. 8]: Gréaficodafungio f'(x)=1+In x.

Exercicio 40

Resolucao:

Xv

Isolar os zeros dafungdo f(x) =5logx- 2+0,4x.

1

2

3

X
f(x)

v

Pode-se construir umatabela de valores para f (x) e analisar os sinais:
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g(x)

h(x)

1 a2 3 X

[Fig. 9]: Osgréficosde g(X) =5logx e h(x) =2- 0,4x.

Exercicio4l  Isolar os zeros dafuncdo f(x)=+/x - 5 *.

Resolugao: Pode-se construir uma tabela de valores para f (x) e analisar os sinais:
X 0 1 2 3
f(x)
uy
21
9(x)
14
h(x)
1 a 2 3 X

[Fig. 10]: Osgraficosde g(X) =Jx e h(x) =5e *
2.3Fasell: Refinamento - Critérios de Parada
2.3.1Método da Bisseccao (ou Método da Dicotomia)

Este método € normalmente utilizado para diminuir o intervalo que contém o zero da
funcdo, para a aplicacdo de outro método, pois o0 esforco computacional cresce
demasiadamente quando se aumenta a precisao exigida.
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O processo consiste em dividir o intervalo que contém o zero ao meio e por aplicacdo

do Teorema 1, aplicado aos subinterval os resultantes, determinar qual deles contém o zero.

é a+bu éa+b bu
@" 2 u é 2 il
€ u é ]

O processo € repetido para 0 novo subintervalo até que se obtenha uma precisao
prefixada. Desta forma, em cada iteracdo o zero da funcéo é aproximado pelo ponto médio de
cada subinterval o que a contém.

AY
f(x)

U-
Xy

[Fig. 11]: O método da bissecgéo ou dicotomia.
Assim, nafigura anterior tem-se:
atb a+ +
=—, Z:J,%:M,%
2 2 2
Desta forma, o maior erro que se pode cometer na:

12 teragio (n=1): & L)

2iteracio (n=2): é (bz'za)

(b-a)
23

Fiteragdo (n=3): €

o x . (b-a)
n2iteracéo: é o

Se 0 problema exige que o erro cometido sgja inferior a um parametro e, determina-se

(b-a)

2n

fe

a quantidade n de iteragBes encontrando o maior inteiro que satisfaz a inequacao:

gue se resolve da seguinte maneira:

(bz-na) f£e b log (b2-_na)£ loge b log(b- a)- log 2"£ loge P log(b- a)-nlog2 £ loge
log(b- a)- loge

log 2

b ns3

Exercicio42  Determinar um valor aproximado para /5, com erro inferior a 10°2.
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Resolugio: Determinar /5 é equivalente a obter o zero positivo dafungdo f(x)= X2- 5.
n a X b f(a) f(x) f(b) | (b-a)2
1
2
3
4
5
6
7
Portanto /5 @
Exercicio43  Um tanque de comprimento L tem uma secc¢éo transversal no formato de um

semicirculo com raio r (veja a figura). Quando cheio de &gua até uma disténcia h do topo, o

volume V da &gua é V= Lxg),Sxpxrz- rzarcseng?g- hy(r? - hz)g. Supondo que L =10 ft,
é er g i

r=1fteV=12,4 ft*, encontre a profundidade da 4gua no tanque com precisio de 0,01 ft.

[Fig. 12]: O tanque de comprimento L.

Resolucao:

Pode-se construir umatabela de valores para f (x) e analisar os sinais:

1\

h

-1

0

1

f(h)
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Para se confirmar a unicidade deste zero neste intervalo, pode-se utilizar a OBS. 6. , isto
€ caculase aderivada f'(h) de f(h) para verificar que a mesma preserva o sinal no
intervalo ]0,1[.

a h b f(a) f(h) f (o) (b- a)2

N0 WIN|F| S

>
@
3
=l
I

2.3.1.1 Algoritmo do Método da Bisseccéo

Sgja f (x) umafuncdo continuaem um intervalo [a,b], com f(a). f (b)<Oearaizde
f (x) isoladaem|[a,b].

Dados de Entrada: Pontos extremos a e b do intervalo; precisdo ou toleréncia (€) e o
nimero maximo de iteragoes (ITMAX).

Saida: Solucéo aproximada X ou mensagem de "solucdo ndo encontrada’ com a precisao
desgiada no nimero maximo de iteracoes.

PASSO 1

Facai=1
FA=f(a)

PASSO 2

Enquanto i £ ITMAX execute os passosde 3 a6
PASSO 3

Faca x :_(a-;b) eFX =1 (x)
PASSO 4
(b- a)

SeFX =0ou T< e, entdo

Saida ( x) (Procedimento executado com sucesso)
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FIM

PASSO 5

Facai=i+1

PASSO 6

SeFA-FX >0entdofaca a = x eFA = FX

Caso contrariofaca b = x
PASSO 7
Saida (Solucdo ndo encontrada com a precisdo exigida)
FIM

2.3.2Método do Ponto Fixo (ou Método da Iteracdo Linear
ou Método das Aproximacoes sucessivas)

Neste método a sequéncia de aproximacdes do zero a de uma funcdo f(x)
(f (@) =0) éobtida através de uma relacéo de recorréncia da forma:

(Eq.6)  Xpep =T (X,),n=0,1,2 %

O ponto X, sera considerado uma aproximagdo inicial do zero a dafungcéo f(x) e
f(x) €umafuncdo quetem a como ponto fixo, isto é a=f (a).

A primeira pergunta a ser respondida é dada uma funcdo f (x) com zero a, como
encontrar uma funcdo f (x) quetenha a como ponto fixo ? Isto pode ser feito através de uma
série de manipulacbes algébricas sobre a equacdo f (x) =0, transformando-a em uma equacéo
equivalente da forma x=f(x). Nestas transformacdes deve-se tomar os devidos cuidados
paraque f(X) estejadefinidaem a e paraque a pertenca aimagem de f . Como o zero a €

desconhecido, é necess&rio determinar um intervalo | que contenha a e que esteja contido
tanto no dominio quanto na imagem de f . E necessério que o zero a de f (x) sgja Unico no

intervalo |, caso contrario ndo sera possivel discernir qual o zero determinado.
yt y=x
f ()

E\Ponto fixode f(x)

(Zerode f(x))

/

[Fig. 13]: Um exemplo de uma funcéo de ponto fixo.

QD
Xy
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Exercicio44  Obter algumas fungdes de ponto fixo paraafuncéo f (x) =x+x- 6.

Resolucao: Efetuando diferentes manipulacbes algébricas sobre a equacdo f (x) =0 ou
x2 + X - 6=0, pode-se obter diferentes fungdes de ponto fixo, como por exemplo:

No proximo passo algumas destas funcdes serdo utilizadas na tentativa de gerar
sequiéncias aproximadoras dos zeros a de f (x).

Exercicio4s ~ Aproximar o maior zero da funcdo f(x)=x°+ x- 6, utilizando a funcdo

f 2(x)=«/6- X, € Xo=1,5.

Resolugéo: Neste caso a formula de recorréncia X, =f(Xx,), n=0, 1, 2, ¥ sera
Xne1 =T 2(X,) =4/6- X, , € pode-se construir a seguinte tabela:

: Xn Xn+1:f2(xn)=\/6' Xn

HENIATNI )

f,(x)

Xvy

Xo XzTX3X1 6
a=2

[Fig. 14]: Osgréficosdasfuncdes y =X ef,(X) =+/6- X.
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Exercicio46 ~ Aproximar o maior zero da funcéo f (x)=x2+x- 6, utilizando a funcéo
f,(X)=6- x*, e Xo=15.

Resolugao: Neste caso a férmula de recorréncia X, =f(x,), n=0, 1, 2, Y2 ser&
X4 =F1(X,) =6- X2, e pode-se construir a seguinte tabela:
n Xn Xy =1 (%) =6- X2
0
1
2
3
uy
6. y=X
X, :
! XOT X, X
a=2

f,(x)

[Fig. 15]: Osgraficosdasfuncdes y =X e f;(x) =6- X2,

Assim, os dois exercicios anteriores mostram que dependendo da transformacéo
x=f(x) escolhida, a relagdo de recorréncia X, =f(Xx,) pode ou ndo fornecer uma
sequéncia {x,,} convergente. Desta forma, como determinar a priori, quais transformacoes

fornecerdo sequéncias corvergentes? As figuras que seguem ilustram alguns casos onde
ocorrem convergéncia e alguns casos onde nd&o ocorrem convergéncia.
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y A

y=x

/f (x)

a X; X, X, X, X

[Fig. 16]: A sequiéncia {Xk} converge para o zero a (Convergéncia do tipo escada).

y A

f(X)\

A

y=X

X, Xg@X, X, Xo X

[Fig. 17]: A sequéncia {Xk} convergeparao zeroa (Convergéncia do tipo caracol).

yu

f (X) | y=X

Ia X, X X, X,

Xy

[Fig. 18]: A sequiéncia {Xk} nao convergeparaozeroa.

2-22
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y 4 \f (x) =X

4

Xy

Xg Xy @ X X,

[Fig. 19]: A seqiiéncia {Xk} nao convergeparaozeroa.
O Teorema que segue estabel ece condigdes suficientes para garantir a convergéncia do
processo iterativo.

OBS.7: Como as condigdes que 0 teorema que segue sao apenas suficientes, dada uma
funcdo f que ndo satisfaca estas condigdes, ndo se pode garantir que a sequéncia gerada

X1, Xy, X5, ¥4 diverge.

2.3.2.1 Convergénciado Método das Aproximacdes Sucessivas

Teorema 2 Sga a um zero de uma fungdo f, isolada em um intervalo I=[a,b], e sgja f
uma fungéo tal que f(a) =a. Se:

i) f ef sfofuncdes continuas eml;

iy k :maxf'(x)‘<1

Xl 1
i) Xl 1 expq=f(x)1 | ,paan=0,1,2, %
Entéo a seqiiéncia {x,} converge parao zero a .

OBS. 8: Para se resolver um problema com o método das aproximagdes sucessivas,
utiliza-se o teorema anterior da seguinte forma: iniciamente determina-se um intervalo |

onde 0 zero a de f(x)estga isolado, e uma funcdo f que tenha a como ponto fixo.
Andisando f e f' , pode-se verificar se as condigdes i) e ii) do Teorema 2 estédo satisfeitas.
Estas condicbes podem ndo estar satisfeitas pelo fato do intervalo | ter sido
superdimensionado. Neste caso procura-se por um intervalo |’ satisfazendo as condicdes do

teorema. Na demonstracéo do Teorema 2 , que pode ser vistaem HUMES, Ana Flora C., et
al. Nocbes de Célculo Numérico. Sdo Paulo: McGraw-Hill, p. 16, 1984, temse que as

condicOes i) e ii) garantem que se X,.,| | entdo |a- xn|<|a- xn_1|. Entretanto, isto ndo
implicaque x,1 | . Uma maneira simples para garantir que x,1 | :[a,b] "'n3 0é tomar
como valor inicial x; o extremo de | mais proximo do zero a. Na sequéncia, sera mostrado
que neste caso x; =f(X,) 1 | : Supondo que a sgja 0 extremo de | mais proximo de a, tem-
s |x - a<|% - a|=|]a- a|£|b- a|,logo X1 I. A demonstrag&o é andloga para o caso em
gque b oextremode | maispréximo dea.

OBS. 9 A condicdo iii) do Teorema2 pode ser substituida por: iii’) 0 zeroa € o ponto
médio do intervalo | . Naverdade, se parao intervalo | =[a,b], estéo satisfeitas as condigoes
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i) eii) do Teorema 2, e se a estiver mais proximo de a do quede b entdo, denotando |a- a|
por r, tem-se que para qualquer X | [a,a + r] a hipétese iii) b teorema € verificada. Mais
ainda, paratodo | :[a,b] nas condicBes do teorema 2, existe | 'l | tal que qualquer que sgja
X | I temseque x,1 1", n31.

OBS. 10: A determinacdo do extremo de | =[a, b] mais proximo do zero a pode ser feito

da seguinte maneirac Suponhamos satisfeitas as hipoteses i) e ii) do Teorema 2 Nestas
- R + - : . L
condicles, sga xz@(ponto medio do intervalo 1). Sabe-se que f(X) esta mais
préximo de a do que X. Se X<f(X), entdo a etaentre X e b, ou sga, b é o extremo de |
mais proximo de a . Analogamente, se X>f (X), entd a € o extremo de | mais proximo de

a.Se x=f(X), entdo X é o zero procurado.

a R . b R
T T fl(g) i T X
a
a X b
EGE
a
[Fig. 20]: Casosem queb é 0 extremo maisproximo dea.
OBS. 11: Sejam dados f (), a e k:mAax‘f'(x)‘ satisfazendo as hipéteses do teorema
X |

anterior. Se x, =f (%,.,), entéo |a - xn|£ﬁ X, - Xn.4| . Destaforma, obtémse um limitante
superior para o erro cometido na n-ésimaiteracdo ( x, ).

Exercicio47  Verificar as condicOes i) e ii) do teorema anterior quando do uso da fungéo
f,(x)=~/6- X no exercicio anterior.

Resolucéo:
Verificagdo dacondicdo i):

Verificagdo da condicao ii):

Logo,

Exercicio48  Verificar as condighes i) e ii) do teorema anterior quando do uso da funcdo
f.(X)=6- X

Resolucdo:
Verificacao da condicéo i):
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Verificagdo da condicao ii):

Logo,

2.3.2.2 Algoritmo do Método das aproximacdes sucessivas
Para encontrar uma solucéo parap = f (p) dadaum aproximagao inicial pg.

Dados de Entrada: Aproximacdo inicial p,, precisdo ou tolerancia (e) e o numero
maximo de iteracbes (ITMAX).

Saida: Solugdo aproximada p ou mensagem de “solucdo ndo encontrada’.
PASSO 1

Facai=1
PASSO 2
Enquanto i £ ITMAX, execute 0s passos 3 — 6
PASSO 3
Faca p=f(p) (cacular p;)
PASSO 4
Se |p- py|< e entdo
Saida ( p) (procedimento efetuado com sucesso)
FIM
PASSO 5
Facai=i+1
PASSO 6
Faca p, = p (atualize p,)
PASSO 7
Saida (solucdo ndo encontrada apés ITMAX iteragdes)
FIM
OBS. 12: Outros critérios de parada podem ser utilizados:

' |pn' pn-l|<e

) |pn' pn-1|<e
[Pyl

- |f(pn)<e

Exercicio49  Encontrar 0 zero de f (x)=e* - x? +4 com precisio e=10°, utilizando o
método do ponto fixo.
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Resolugao: Pode-se construir umatabela de valores para f ( X) eanalisar os sinais:
X -3 -2 -1
f(x)
=x>-4

[Fig. 21]: Osgréaficosde h(x) =e* e g(x)=x?- 4.

Procurando uma funcdo de ponto fixo adequada pode-se fazer:

Verificando as hipétesesi) eii) do Teorema 2:

Xy

2-26
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n Xn Xn+1 |Xn+1 - Xn|
0
1
2
3
Portanto, X =
2.3.3Mé&todo de Newton, Newton-Raphson (ou Método das
Tangentes)

Este método € uma particularidade do método das aproximacles sucessivas. A idéia é
congtruir uma funcdo f(x) para a qua exista um intervalo contendo o zero a, onde

|f '(x)| <1. Esta construcdo € feita impondo f'(a)=0. Como f'(X) deve ser uma funcéo
continua, existe sempre uma vizinhanga | de a onde max|f'(a)|<1.
X

Obtencdo da funcdo f(x): A forma mais gera de x=f(x) equivalentea f(x)=0é
dada por:

(Eq.7) X=X+A(X) f(X) =f(X)

onde A(X) é uma funcdo continua tal que A(a)! 0. Escolhe-se A(x) de forma que
f'(@a)=0. Derivando-se a (EqQ.7), obtémse f'(x) =1+ A(X) f'(x)+ A'(X) f (X). Calculando
esta derivada no ponto a, obtémse f'(a)=1+A(a) f'(a). Supondo que f'(a)?0, paraque

f'(@)=0, deve-se ter A(a)=- % Assm, uma escolha satisfatoria para A(X) sera
a

portanto:

(Eq.8) A(X)=- L ,umavez que x(Ca .
f'(x)
Substituindo (Eqg.8) em (EQ.7), tem-se:
f(x)
Eq9 f(X)=x-——
(Eq.9) f(x) ()

Assim, o processo iterativo de Newton é definido por:

(Eq.10)  Xn41=Xp - % n=0,1,2, %
n
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OBS. 13: A (Eg. 10) é vdlidamesmo que f'(a)=0,umavez que x,* a.

2.3.3.1 Interpretacdo Geomeétrica do Méodo de Newton

O ponto x,,; € obtido tracando-se a tangente ao grafico da fungcdo f(x) no ponto
(X, T(X,))- A interseccdo da reta tangente com o0 eixo das abscissas fornece a nova
aproximagdo X.,,. Estainterpretacdo justifica 0 nome de método das tangentes.

A y
f (Xn)

Xn +1

/é. )I(z Xy Xo)'(

f (X
1) —
[Fig. 22]: Interpretacdo Geométrica do Método de Newton.

) o f (%)

=X -
1 .
X = Xnag : (X))

tgq = f'(x,) =

2.3.3.2 Convergéncia do Méodo de Newton

Teorema3 Sga f :[a,b]® A, duas vezes diferenciavel, com " (x) continua Suponha
que:

i) f (a)xf (b)<0

ii) f'(x)t 0, "xlI [a,b]

i)  f"(x) ndotrocadesina em [a,b]

Ent&o, a seqiéncia gerada pelas iteragdes do netodo de Newton Raphson utilizando a

f(x,)

funcgo f(x)=x- ) que equivale a X, = X, - —4 converge para o (nico zero a de
f'(x) f (xn)

f , isolado em [a,b], se X1 [a,b] for escolhido convenientemente.

OBS. 14 Para se escolher o ponto inicial X, pode-se, por exemplo, fazer x,=a se
f(a)l [a,b] ou x,=b caso contrério.

2.3.3.3 Algoritmo do Méodo de Newton

Para encontrar uma solucdo para f(x)=0, dada a derivada de f(x) e uma
aproximagéo inicial pg.

Dados de Entrada: Aproximacdo inicial p,, precisdo ou toleréncia (e) e o nimero
maximo de iteragdes (ITMAX).

Saida: Solucdo aproximada p ou mensagem de “ solugdo néo encontrada’.
PASSO 1
Facai =1
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PASSO 2:

Enquanto i £ ITMAX, execute 0s passos 3 -6

PASSO 3

Faca p=p,- f(p,)/f'(p,)(cacular p;)

PASSO 4
Se |p- po| <eentdo

Saida (p) (procedimento efetuado com sucesso)

FIM
PASSO 5
Facai=i+1
PASSO 5
Faca py=p (atualize p,)
Passo 7:
Saida (solucdo ndo encontrada apds ITMAX iteragdes)
FIM
OBS. 15: Outros critérios de parada podem ser utilizados:
- Py - Paal<e
_ |pn - pn-l| <e
[Pl
: | f(pn)| <e
OBS. 16: O Método de Newton irafalhar se paraagumn, f'(p,.;)=0.

Exercicio50  Encontrar asolucso paraaequacdo X =cosx com precisdo e=10°.

Resolucao:

Pode-se construir umatabela de valores para f ( X) eanalisar os sinais:

X

0

P

2

f(x)

2-29
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Ay g(X)=x

/ b ‘3'%/ \“”
' ; %\' S

-1
[Fig. 23]: Osgréficos dasfungdes g(X) =xe h(X) =COSX .

Xn Xn+1 |Xn+1 - Xn|

—|Of S

N

Portanto, X =

2.3.4 Comparacao entre os métodos

Nos exercicios seguintes, considerando cada método especificado, determine uma
aproximacao para o zero da fungéo.

Exercicio51  Pelo método da Bissecgdo, determine uma aproximacio para X1 (1,2) da
funcéo f (x)=¢€ x* _ cosx com aproximacao elzlo'4 tal que (b- a)/2<e,.

Resolucao:

a X b f(a)|f(x)| f(b)| (b-a)2

O|N[O|O|B[WIN||S

©
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10
11
12
13
14

Logo, X =

Exercicio52 Pelo método da Ponto Fixo ou Aproximagdes Sucessivas, determine uma

aproximagdo para X1 (1,2) dafuncio f (x)=¢€ x* _ cosx com aproximagdo e =e, =10 tal
que| f (x,)|l<€, ou|Xx,.- X,[<e, . Utilize x,=1,5.

Resolucao:

n Xn+1 |Xn+1' an | f (Xn+1)| Parada

G~ [{W|N|F|O|S

Logo, X =

Exercicio53  Pelo método de NewtonRaphson, determine uma aproximagdo para X1 (1,2)
da funcéo f(x):e'xz- cosx com aproximagio e;=e,=10"* ta que |f (x,)l<e, ou
| Xae1- Xnl<e, . Utilize xq=1,5.

Resolucdo:

n Xn Xn+1 | Xhe1= Xnl | £ (xp)l Parada
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3 Resolucao de sistemas de equacoes

3.1 Introducéo

linear es

V&rios problemas, como célculo de estruturas de redes el étricas e solucédo de equagdes
diferenciais, recorrem a resolucéo numérica de um sistema linear S, de n equagbes com n

incognitas.

3.1.1 Forma Algébricade S,

139%  + apX  +

I
_lagX toaxpXx o+

(Eq.11) S,=1 = .
-I- . .
tapx + apx, +

ou

n
(Eq.1) S,=Q aX =h,i=12%,n.

j=1

toapX, =
+ a2an =

+ ann Xﬂ =

3.1.2 Forma Matricial de Sn

(Eq.13) Axx=b

€1 S 3, U éxu ébu
é uaé u U
o1 A %n () &20_ &2
¢: deii e
e ue u gjnlﬂ
€1 A2 anl e 0!

Onde:

A P matriz dos coeficientes;

X P vetor das incognitas (ou vetor solugéo);

b b vetor dos termos independentes.

3.1.3 Matriz Aumentada ou Matriz Completa do Sistema

2311 a, - a, hu

G
a a :
B-abj=En 2 T P

& ' U
&y Gy ot Gy bnfl

3.1.4 Solucao do Sistema

X=(%, X, Ya, X))

S
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3.1.5 Classificacao de um Sistema Linear
COMPATIVEL: apresenta solugdes;
INCOMPATIVEL: caso contrario.

3.1.6 Classificacao quanto ao Determinante de A
det A1 0 (SPD) b sistema linear possivel e determinado (SOLUGCAO UNICA);

det A=0 (SPl) ou (Sl): amatriz A é SINGULAR.
(SPI) b Sistema possivel e indeterminado,
(Sl) b Sistema impossivel.
OBS. 17 Se b =0, i=1,2 Y%, n,isto & s b=0, o sistema é dito HOMOGENEO. Todo

sistema homogéneo € compativel, pois admite sempre a solugdo x=0. A solucdo é chamada
TRIVIAL.

3.2 Méodosdiretos

S80 métodos que determinam a solucéo de um sistema linear com um numero finito de
operacoes.

Definicdo:  Dois sistemas lineares so equival entes quando possuem a mesma solucgéo.

3.2.1 Método de Eliminacao de Gauss

Com (n- 1) passos, 0 sistema linear Axx=b é transformado num sistema triangular
superior equivaente. Tome det Al 0 como hipotese.

Axx=b » U xx=C, 0 que se resolve por substituic¢éo.
[A:b]»[U:c]

7 | < z | ~
1 G v Gp bu &ny Uy, o Wy 1 Gu
€ LU é N
g1 Gy Gy ! b,y , @& Uz Uzn ! G
et 1 ijigTer i G
e U e I u
@ 8z v @nlibg g0 0 Unn | Cnd)
Exercicio54  Resolver o sistema S;, com %:}4x1 + 4%, - 3% = 3.

Resolucao:
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Etapa 1: em By, tome L%, com i=1,23, como as linhas de B, e a9 como pivo e

calculam se os multiplicadores m{Y (i=2,3).

Etapa 2: Repete-se 0 processo para o proximo pivo, situado na diagonal da matriz B, .
Em By, tome LY, com i=2,3 e a$) como pive.

Método compacto paraa TRIANGULACAO U »xx=c:

Linha Multiplicador m Matriz Aumentada | Transformagéo
Q) By, P 2 3 -1 5

@ | m = 4 4 -3 3

@ |my = 2 -3 1 -1

@) B, P

@ | my =

3 B, P

As linhas contendo os pivés formam o sistema U xx=c.

Exercicio55  Resolver o sistema S, com arredondamento em duas casas decimais, na matriz
aumentada.
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187% + 30x 93x, + 110x, = 164
:
245x, - 88x + 115x 451x, = - 49,7
S,p Axx=bp {Z % 2 3 4 .
523% - 840X, - 235x; + 1l4x, = -808
§210x - 810x, - 132x, + 215x, = - 1063
Resolucao:
Linha Multiplicador m Matriz Aumentada
1) B, P 870 = 300 930 1100 16,40
0
2 |mQ 2450 880 1150 -4510  -49,70
3) |m{ 52,30 -8400 2350 11,40  -80,80
@ |mQ 21,00 -81,00 -1320 2150  -106,30
) B, P
1)
3 | mf
1
@ | mg
() B, b
2
4 | m3
4 B; b

Entdo Axx=b » Uxx=c b [A:b]»[U :c].

U xx=c b

Logo: X =
3.2.1.1 Calculo do Residuo

Uma medida para avaliar a precisao dos calculos € o residuo, que € dado por:

(Eq.14)

r=b- AX.

Exercicio 56

Resolucdo:

r=

3.2.1.2 Algoritmo de Eliminacdo de Gauss

Sempre supor que a, * 0 naetapa k.

TRIANGULARIZACAO: Axx=b » U xx=c.

Sgjaosistema Axx=b,com A, ., X, € b, ;.

Com base no exercicio anterior, calcular o residuo r do sissema Axx=b.
r=b- AX.
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Para k=1, 2, ¥4, (n- 1)
Para i =(K +1), ¥4, n
m:aﬁ_k
A
ay =0
Para j =(k+1), %, n
g =& - M* &
b=h- m*h,
FIM
FIM
FIM
RESOLUCAO DO SISTEMA U xx=c.
x, = Lo
@mn
Para k=(n-1), %, 2, 1
<=0
Para j =(k+1), %, n
§=s+ay* X;
FIM
-s
Xk:h(
Ak
FIM

3.2.2 Estratégia de Pivoteamento Completo

No momento de se calcular o multiplicador m, , se 0 pivo estiver proximo de zero, o
método pode ampliar os erros de arredondamento. Para se contornar estes problemas, escolhe-
Se como pivo MAX|a1-j|,com i,]=1,2 %,n.

Dado Axx=b,tome B=[ A:b].

p | N
1 B v g G b 0
é Lo
g1 A q abn:tbg
é: : 13
B=gé Q.
Ep1 p2 4pq 8pn | Bp(l
e: : : Y
& T
@anl an2 anq Ann ! bng
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Sea apszAX|qj|, (i,j=1,2, ¥, n) o pivd da linha p. Entdo, caculase o

(0)
(0)— _ Gq

multiplicador mjg o &M cadalinha, "1t p com i=1, 2, ¥, n. Assim, anulam-se 0s
a
Pq

elementos a; dacoluna q através da operagao:
1 0)% 1 (0 0
L0 mO* L0+ 110,

Eliminando-se alinha pivotal p, repete-se o processo até que se obtenha L{¥ com k
conjuntos de operacOes elementares aplicadas sobre B, onde k=1, 2, ¥4, (n- 1).

Exercicio57 Resolva §, com arredondamento em duas casas decimais, utilizando
eliminacdo de Gauss com pivoteamento compl eto.

1874 + 30x, + 933 + 110x, = 164
<p Axx:bbi24’5xl - 88x, + 115x; - 451x, = -497
* i523% - 840x, - 235xg + 114x, = -808"
f210x, - 8L0x, - 132x; + 215x, = - 1063
Resolucéo:
Linha Multiplicador ' m Matriz Aumentada
0) —
D [m9 = 870 300 930 11,00 16,40
@ [mQ = 2450 -880 1150 -4510 -49,70
3) By, b 52,30 -84,00 -2350 11,40 -80,80
@ |mQ = 21,00 -81,00 -1320 21,50 -106,30
1) —
Q) |m =
2 B, P
1) —
@ |miy =
2) _—
@ |m7 =
(4) B, b
@ B; b

Entdo Axx=b » Uxx=c b [A:b]»[U:c].

Uxx=c b

3.2.3 Refinamento de Solucgbes

Seja X9 a solucéo aproximada para Axx=b. Obtém-se a solucdo melhorada X
aplicando-se acorrecgo d® em x© .
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2@ =% 4 4O

Se Axx® =D, entio

AXXQ+d?)=p

A+ AxdO=p

p Axd9=b- Axx©

b Axd?=r© Assim, d? vemde[A:r©].
Obtido 0 d?, calcula-se X =x© +d© |

Repete-se 0 processo para se obter X2, X&), 14, x| até que se tenha a precisio
desgjada. Logo, obtém-se o refinamento de forma iterativa pela seguinte equagéo:
Eq.15) XV =x0D4+d0-D comi=1,2 k.
Exercicio58  Consderando aresposta X do Exercicio 55 , faca o refinamento de X até que

se obtenha o residuo r®) =0, considerando precisdo dupla (10 #=0,0001), quatro casas
decimais.

187% + 30x, + 93 + 110x, = 164
o J:;24,5x1 - 88X, + 115x; - 45lx, = -497
i923% - 840x, - 235X + 114x, = -808
{210x - 8L0x, - 132x; + 215x, = - 1063
x@=[,01 201 -101 100[
r@=p- Axx® p r@=[- 0024 -0042 0082 0468
REFINAMENTO:
20 = e (k-1) 4 kD) Aod D= (D [ A kD] kD
Resolucao:
k=1 [A:r@1p d9p x®W=x+d0
Linha Multiplicador m Matriz Aumentada
) B, P 87000 30000 93000 11,0000 -0,0240
@ |md = 245000 -8,8000 115000  -451000 -0,0420
@ |mQ = 52,3000 -84,0000 -23,5000 11,4000  0,0820
@ |mQ = 21,0000 -81,0000 -13,2000 21,5000  0,4680
2 B, b
1 —
@ |m) =
1
@ |my =
3 B, b
2) —
(4) m4(]-3) =
(4) B; P

Considerando 4 casas decimais:
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[A:r©@]»

Entao:
[A:r©@1p d9p
Como:

%® =% 4+ 4O p

r@=p- Axx® p
Logo,

3.3 Métodositerativos

A solucdo X de um sistema de equacOes lineares A: x=b pode ser obtido resolvendo,
de forma iterativa, 0 sistema equivalente daforma x=F:x+d,onde F éumamatriz n" n,
Xx e d wvetores n 1l Isto pode s feto tomando f(x)=F:x+d,

xK D = f (x0)=Fx® +d , onde k=0, 1, ¥4, M, e M é o nimero méximo de iteracdes e
x(® é o vetor inicial.

3.3.1 Testesdeparada

O processo iterativo x**Y gera aproximacdes até que:

méx‘xi("*l) - xi(")‘ £e,sendo e atolerancia; ou
IfiEn
k>M ,sendo M o nimero maximo de iteragdes.

3.3.2 Método de Gauss-Jacobi.
Adaptacdo de A:x=b para x=F:x+d:

‘| allxl + a12X2 + ...+ aln)(n = bl
i
T Ao X + a,,X + ... + a = b
pox=pp [T A o = B
P - o
fagx, + apX + - + apXx, = b,
] X = by - (qupXp HaugXs +3aXy + o+ A Xy)
|
T &1
- 2 =
x=F:x+db i agz
I :
i
ix = b - (Bn1% + 8n2% +8ngX3 + -+ 8y 1) Xn-1))
. -
1 .
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OBS. 18: Parao sistema x=F:x+d, énecessarioque a; * 0, " i . Caso isto ndo ocorra,
osistema A:x=p deve ser reagrupado.
Assim, aformularecursiva x=F:x+d é dada naforma matricial por:

é o .52 a3 _anu éb u
é €. U
s B & a Q10 L Ay
éxu € 4 1 all alll,i éx, 0 €10
ey €621 g .8 . _ 20 g g ey
(:EX 20 g 8 az azzg @X 20 €ay, U
&,0=% a a a, Ur éx,0+€p. U
g 6=t =2 g g e ey
€0 € %3 4 33U @' éa30
a4 € : : U a g é:u
el gl L § Bl & ¢
e._l - n2 _Zn3 0 L:l &1
e amn Ann 8nn 9] €8 (

ouainda XV =F xx+d o que é equivalente a

; K Kk k k

: (kD) bi- (25" + X +axg? +-- +axi)
w1 a

i k) (k) y (k) (k)
ks b, - (4" + 2, +2,X{Y +---+ 35 X{)
L X5

: 82

[ k L. ok k
T o(k+) b, - (anlxl( )+ anzxg ) +an3Xé s *tapn 1)X((n-)1))
Pk 7= a

| n

Exercicio59 Resolva 0 sistema a seguir, utilizando o método de GaussJacobi, com
x©@ =0, ee=102=0,01.

110 + 2% + X3 = 7
A:xzle.l X, + 5% + X3 = -8bP Xx=Fx+d
12, + 3x, + 10x; = 6
Resolucéo:
F= ed=

Neste caso a formula de recorrénciafica:

xK=Fxx®+d b
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x( X x{) nﬁ@’é‘ x®) )g(k-l)‘
0 0 0 0 -
1
2
3
4
5
6
Com x(o):[O 0 0]T e e=0,01, o processo convergiu com ........... iteracOes para:

X =
3.3.2.1 Crit&riodaslinhas

Uma condicdo suficiente (mas ndo necessaria) para garantir a convergéncia do método

de Gauss-Jacobi aplicado ao sistema A:x=b,com a; * 0, "i,é
g
(Eq.16) a|aij|<|a”|, i=1,23%,n.

j=1
jti

Neste caso, a matriz dos coeficientes das incdgnitas A € dita estritamente diagonal
dominante.

Exercicio60  Verificar se o critério das linhas é satisfeito no sistema de equacbes A:x=hb,

110, + 2% + X3 = 7
que segue: A:x:bD:' X + 5% + x = -8
Lox + 3x, + 10x, = 6
a0 2 1u
Resolucéo: A=gl 5 13!3
g2 3 10g

Logo, a matriz dos coeficientes A € estritamente diagonal dominante, o que garante a
convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema com esta ordem de
equacdes e incognitas.

Exercicio61  Verificar se o critério das linhas é satisfeito no sistema de equagbes A:x=Db,

i + 33X + x = -2
que segue: A:x:bb}le + 2% + 2X3 = 3
{ 6x, + 8x; = -6
él 3 1u
Resolugao: A=% 2 28!3
0 6 8

Logo a matriz dos coeficientes A néo € estritamente diagonal dominante. Isto significa
gue ndo é garantida a convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema
com esta ordem de equagdes e incognitas.

Mas permutando adequadamente as equacfes do sistema, obtémse 0 sistema equivalente:
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Logo, esta nova matriz dos coeficientes A é estritamente diagonal dominante, o que
garante a convergéncia do método de Gauss-Jacobi aplicado a este sistema com esta nova
ordem de equactes e incognitas.

3.3.3 Método de Gauss-Seidel.

E semelhante a0 método de Gauss-Jacobi, com a diferencade utilizar x**V, 1£i<p,

parao cdculo de x{*"). Destaforma, as equagBes recursivas ficam:

3 K k k k
Vo _ b - (a12Xg ) +a13xi(% )+ 314)(5, b4 alnXg ))
i< = -
| 1
T K+ K k k
:- NG - by - (8™ +ax{ +a,x{) +--+a,,x{)
>
. a
i K W K K
Py b; - (331)‘1( ) +a32x(2 ) "'334)(21 J+.+ag x()
i X3 =
i a?)3
| .
. K+ K+1 K+ K+1
: X(k+l) _ bn - (a‘anZE ) + an2X£ ) + anSXL(% : oot an(n- l)X((n- 1)))
- \n -
Ann

Exercicio62 Resolva 0 sistema a seguir, utilizando o método de Gauss-Seidel, com
x©® =0, e e=102=0,01.

110, + 2% + X3 = 7
I

A:x=bb | x, + 5% + X3 = -8
12, + 3, + 10x; = 6

Resolucéo:

Neste caso a formula de recorrénciafica:

1ok _

R

I

g -

I

I (k+1) _

4 =

I
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Xik) X(Zk) Xék) nlggé Xi(k) - Xi(k-l)‘
0 0 0 0 -
1
2
3
4
com x®=[0 0 0]" ee=0,01, o processo convergiu com ......... iteracdes para:

X =

3.3.4 Comparacao entre os métodos

Exercicio63 Resolva o sistema A:Xx=b, utilizando o método de Gauss-Jacobi, com
x©® =0, ee=0,05.

19 + X% + X3 =95
A:x=bp %3xl + 4x, + X3 = 6
13, + 3, + 6x3 = 0
Resolucéo:
F= ed=

Neste caso a férmula de recorréncia fica:
1oy _
D
I
(k) = F (0 4 4 p Ilx(2|<+1) —

|

K x{ x{9) XK nlgi%‘ x(k) - )g(k-l)‘
0 0 0 0 -
1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11
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com x9=[0 0 0]" ee=0,05, o processo convergiu com ......... iteracBes para:
X =
Exercicio64 Resolva o sistema A:x=b, utilizando o método de Gauss-Seidel, com
x©® =0, ee=0,05.
i9 + X + X3 =5
Ax=bb [3x + 4% + X = 6
13 + 3x, + 6x3 = 0
Resolucao:
Neste caso aformula de recorréncia fica:
T (ke
L
|
:,X(2k+1)
!
[
(k) (k) (k) max|x® - .(k-l)‘
K X1 %2 %3 1£i£3x' %
0 0 0 0 -
1
2
3
com x9=[0 0 0]" ee=0,05, o processo convergiu com ......... iteracBes para:

X =

3.3.5 Critério de Sassenfeld

Uma condicdo suficiente para garantir a convergéncia do método de Gauss-Seidel

aplicado ao sistema A:x=b,com a; * 0, "i,é M <1, sendo M =maxb;, onde:
IFiEn
1] 8
b, =|—1%a |
1 j=2| J|
1] &5t Ju
b = €A [ay 0 + Alayd =235 n.
i | gj= =i+ 0
OBS. 19: Se o critério das linhas é satisfeito, entdo o critério de Sassenfeld também sera
satisfeito.
Exercicio65  Verificar se o critério de Sassenfeld é satisfeito no sistema de equacdes
‘l Xl + 0,5X2 - 0,1X3 + O,1X4 = 0, 2
I
02, + X 0,2x 01x, = -26
A:x=b,quesegue: A:x=bb | 1 z 3 4
f01x, + 03x, + 02x3 + X, = -25
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e 1 05 -01 01 u
€2 1 -02 - 01y

30 A=¢€
Resolugao: 801 -07 1 024
&01 02 14§
by = { >{|a12|+|a13|+|a14|]-
b, = a ’{|azl| ’bl+|azs|+|324|]—
22
1
bs = a ’{|331| b, + |332| b, +|a34|] =
33
1
b, = a ><[|a41|>bl+|a42| X, +|a43| X;]=
44
Entdo, M =maxb,=max { ........ § e § e e = s Logo o critério de
1£i£4

Sassenfeld esta satisfeito, 0 que garante a convergéncia do método de Gauss-Seidel
aplicado a este sistema.

Exercicio66 ~ Verificar se o critério de Sassenfeld € satisfeito no sistema de equacles

12 + X + 3% = 9
A:x=Db, que segue: A:x:bI3|l - X t+t X =1
Lxg + 3% = 3
Resolucéo: Com esta disposicéo de linhas e colunas, tem-se que:
4{ A{lay,| +|arsf] =
b, = 4{ ’{|alz| + |a13|] =
b, = a ’{|321|"b1 |aza|]—
22
1
bs = a H{|ag,| *0; +ag,| 0, ]=
33
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Entdo, M =maxb,; =
1£i£3
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4 Interpolacao

4.1 Interpolacdo polinomial

Uma funcdo f (X) pode ser conhecida por um conjunto finito e discreto de n+1
pontos.

AY RN ()(4, y4) s f (x
(Xo» Yo) 3 )

-——y
4* ~ N

I"(Xs » Y5)
: P(x)

(X1, Y1)

P

X
o
X
fie

X
N

X
w

X

K

X
a

Xy

[Fig. 24]: Interpolagdo de f (X) pelo polinémio P ( X).

X Yi
X | Yo
il I
X2 1 Y
31 Y3
Xas | Ya
X1 Ys

Para se INTERPOLAR o0s n+1 pontos obtidos da tabela, é utilizado um polindmio
P, (Xx) detal formaque:

(Eq.17) B, (x)="f (%) parai=0,1, ¥, n.

4.1.1 Existéncia e Unicidade do PolinGmio Interpolador
Pn(X)

Teorema 4 Existe um unico polindmio P,(x), degrau £n, tal que P,(x)="f (x ), com

1=0,1,%,n, desdeque x* x;, it j.

n
Tome P,(%)=8 ax=f(x) paa i=0,1Y%,n. Desenvolvendo o sistema
k=0

n
f (x)=Q ax* (i=0,1%,n), obtém se:

k=0
lag + ax + ag + o+ oag = (%) (i=0)
[ + ax * oax + o oA f(x) (i=1)

'I'. . . . .
fag + ax, + axf + - + axy = f(x) (i =n)
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Dai, retira-se a matriz dos coeficientes A parase calcular asincognitas ay, &y ,%, a,,.

a4 x X XU
e u
Azél' X Xf XZ[]L’J
& 'l
e u
g x X - xg

A éumamatrizde VANDERMONDE e, sendo x, com i=0,1,%,n, pontos distintos,
o det A 0. Assim o sistema admite solugdo Unica.

OBS. 20:
det A=(Xq = X 1)* (X0 = X2 ¥ Y™ (X0 = X0 )* (K- 17 Xn-2 ) (X 17 Xn-3)* Y™ (X1~ X%o)
*]/4*
*(X3m %) (Xg= %)* (X5 % )* (%= %)* (%= X0 )* (X4- %) P detA:O(Xi - Xj)'
i>]

ENTAO: O polindmio P,(x) existe e € tnico.

4.1.2 FormadeLagrange

Sga f uma funcéo tabelada em (n+1) pontos distintos Xy, % ,%, X, € sga L;(X)
polindmios de Lagrange de grau n, onde L; é dado por:

8 (x- X;) i1 ,s i=k
L (x)=0 ——= deta formaque L (x)=i_
.()J_C_)O(._Xj e L=l o i1y

I
Exercicio67  Determine L; (X, ) para i =0,1,2, k=0,1,2 e n=2.

Resolucao:

_ __(x= %)(X- %)
=0b =

| LO(X) (Xo' X_]_)(XO_ X2)
k=0P Ly(X)=_ ...

k=1P Lo(X)=_. .-

k=2P Ly(X)= :

i=1b L (X): (X_ XO)(X- X2)
' (% - %)% - %)

k=1P L(%)=__ .

k=2b L(%)= .

i=2b L, (x)=- XXX %)

(X = X0)(X2 - %)
k=0b L,(X))=
k=1b Ly(x)=_
k=2b L,(X)=

Para x=x,, com k=0,1,2,%,n, temos:
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P (%)=& YL (%)

i=0

P itk b yL(x)=0
=0

P i=k P yiL(x)=YV,
=1

A forma de Lagrange para o polinémio interpolador é:

g § B (X-X)

(Eq.18) P,(x)=a yL(x)ou P,(x)=ay O
i=0 i=0 j:_o(xi - X))

jri

Exercicio68  Interpolar o ponto Xx=1,5 na tabela abaixo, empregando o polindmio
interpolador de Lagrange.

i o 1 2 3
x -1 0] 1] 2
v 1] 3] 1]1

Resolugao: n=3 € o grau maximo de P;(X).

3

R(X)=Q yiL() P By(x)=_ Ao (X)+ L (X)+ o (X)+ X 3(X)
i=0

L(x)=0 XX
j:O(Xi - XJ)

jri

(X)X X)X x)

0 00 G )% - )00~ %)

L (=X 00K )X )
(X - X)X - X)X - X5)

LZ(X): (X_ XO)(X_ Xl)(x_ XS) —
(X2 = X0)(X2 - %)(%2 - X5)

L3(X): (X- XO)(X_ Xl)(x- XZ) —
(Xg- Xo)(X3 - %)(X5- %)

Logo:
R(X)=

P R(Xx)=
P(15)=Py(3)=
P;(1,5)=

R(1,5)=
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y
Al RK)
1
i 35 !
} | >
-1 0 1 §§ 2 X

[Fig. 25]: Interpolagdo por Lagrange.

4.1.3 Forma de Newton

A forma de Newton para o polindmio B, (X) que interpola f (X) em Xy, %, %, X, ,
(n+1) pontos distintos € a seguinte:
(Ba.19) R (X)=f [X]+(X- %0 )XF [0, %]+(X= X )X X- X)) %F [ %o, %4, % [+¥a
Vat(X- X)X X= %) ¥a X X- X 1)¥F [ %9, %, Y4, X, ]

Onde
B ORDEM
fIx]=f (%)=Yo 0
f %% ]= FIx]- fx] _ FO0)- FO0) _Yi- Yo 1
X - X X - %o % - %o
f %, %, %]= f[xl,x;]: )f(o[xo,xﬂ ,
2
f [ X, %, %, Xg]= f[Xszé]: ;O[XO,xl,xz] .
3
f [XO1X111/4aXn]: f[Xl,Xz,---'xn]- f[XO’Xl""’Xn-l] i

X Xo
f [Xy,%,%,X,] € a DIFERENCA DIVIDIDA de ordem n dafungdo f (Xx) sobreos n+1
pontos Xg , %, %4, X, .
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4.1.3.1 Tabela Préatica (DIFERENCAS DIVIDIDAS)

X | ordemO | ordem 1 ordem 2 | ordem 3 | Ya ordem n

X | %] 5 i i
f [ %, %]
X | fIx] f [ X, %, %]
f %, %] f [ X, %, %o, Xg]
X, | %] f %, %,Xs]
f[%,X%s] f %, %, X3, %]
X3 | T [Xs] f X, %3, %]
fFx3:%] : %02, %]
Xg | T [%]
F X030 %020 %01, %]
F %20 %010 %0]
F %10 %]
X | D%l

Exercicio69  Interpolar o ponto x=1,5 natabela abaixo, empregando a forma de Newton.
i 0 1 2 3

x [-1] 0| 1] 2
vy 1] 3] 1]1

Resolucéo: n=3 € o grau maximo de P;(X). Tabelade diferencas divididas:
X ordem O ordem 1 ordem 2 ordem 3

-1

2
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B (X)=F [ X I+(X- X )xf [ %o, %] +(X- X)X X- %) xF [ X5, %q, X ]+
+H(X- X )X X- X)X X- X)X [ %0, %, %, X5]
R(Xx)=
R(Xx)=
R(Xx)=

4.2 Estudodeerronainterpolacéo

Sgam Xo<¥ <X,<¥4< X, (n+1) pontos. Sgja f (x) com derivadas até ordem (n+1)
para X pertencente ao intervalo [ Xy, X, 1.

Seja P, (x) o polindmio interpolador de f (X) nos pontos Xgq, X , Xo,%4, X, .

Ent&o, em qualquer ponto X pertencente ao intervalo [ X, X,], 0 erro € dado por:
En(x)=f (x)- R (x)

f(n+l)(x )
(Ea.20)  E;(X)=(X- X)X X- X )¥aX X- X )*——— =
(n+1)!
onde X, T (X, Xp).

Esta formula tem uso limitado, pois sd0 raras as situacies em que f (™Y (x) é
conhecidae o ponto x, nunca é conhecido.

4.2.1 Estimativa parao Erro

Utilizando a (Eq.20), sendo f (™Y (x) continuaem | =[ Xy, X,], pode-se escrever:

|En ()T (X)- R (X))

A M
E (X)E - x ) x—"L onde M ,, =max|f ™Y (x)|.
I, OO (O - ) <o na=max|f "(x)

Ao se construir a tabela de diferencas divididas até ordem n+1, pode-se usar 0 maior

. : ~ M .
valor em modulo desta ordem como aproximagdo para ( ”S' nointervalo | =[X,, X,,]-
n+1)!

Entdo:
i)

O (x- x)

i=0

Eq.2) |E(X)p xmax (Dd|)

sendo Dd osvalores databela de diferencas divididas de ordem (n+1).
Exercicio70  Sgja f (x) dada em forma de tabela de valores, como segue:

X 0,2 0,34 0,4 0,52 0,6 0,72

f (X) 0,16 0,22 0,27 0,29 0,32 0,37

a) Obter f (0,47) usando um polindmio de grau 2;
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b) Dar uma estimativa para o erro.

Resolucao: Tabela de diferencas divididas:
X ordemO ordem 1 ordem 2 ordem 3

0,2

0,34

04

0,52

0,6

0,72
Deve-se escolher 3 pontos proximos de 0,47 para a obtencdo de P, ().
P ()= f [ X 1+(X= X )¥F [ X0, % ]+(X- %)X X= %) %f [ %5, %, %]
P, (x)=
P, (x)=

a) P,(047)=

» f (0,47)

b) | E,(0,47)]»

|En(047)]»

Exercicio7l  Prove aigualdade seguinte.
X- X X-
ROO=F (Xops e+ 1 (0% =2 = [T+ 30)<1 [, ]
- X -
Resolucéo:

X | ordemO ordem 1

X | fFIx%l=. .

| fFIxl= . P | ROX)=F [x]+(X- xp)xf [ %5,%]
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U R(x)=

0 R(x)=

([a)

R(x)=

Fi(x):f (XO)M"']C (Xl)xm
- X X - X

()

4.3 Interpolacéo inversa: casos existentes

O problema da interpolagdo inversa consiste em: dado y1 (f (X,), f (X)), obter X,
ta que f (X)=Y.

S&0 duas, as formas de se obter X . A primeira € encontrar X tal que B,(X)=Y;A
segunda é fazer a prépriainterpolacéo inversa, utilizando paraisso, osvaloresde vy .

4.3.1 Encontrar x tal que p, ()

Obter P, (x) queinterpola f (X)em Xg, %, X,,%, X, € em seguida encontrar X, tal
que f (X)=Y.

OBS. 21 X obtido desta forma ndo permite se estimar o erro.
Exercicio72  Encontre X tal que f (X )=2 pelatabelaabaixo:
X 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
f (x) 1,65 1,82 2,01 2,23 2,46 2,72
Resolucéo:

Fazendo interpolacéo linear por x;,=0,6 e X =0,7:

_ X- X X- Xo
B(x)=f (Xo)xfxl“Lf (Xl)xm

R(x)=
R(x)=

4.3.2 Interpolacéo inversa

Se f (x) for inversivel num intervalo contendo v, entdo x=f (y)=g(y).

Condicdo paraainversio de f (x): f é continua e mondtona crescente (decrescente)
num intervalo [a,b].
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Dado f (x) continuaem ( Xy, X,), entédo f (X) sera admitida monotona crescente se
f(Xp)< f(x)<¥ < f(X,)emonttonadecrescentese f (Xy)> f (x)>%a> f (X,).

Respeitadas as condic¢des dadas acima, sera obtido o polindmio P, (y) que interpola
g(y)="f*(y)sobre[yo, ynl.

Exercicio73  Considere a tabela a seguir:
X 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
y=¢e* 1 1,1052 1,2214 1,3499 1,4918 1,6487

Obter X, tal que €*=1,3165, usando um processo de interpolacdo quadrética. Usar aforma de

Newton paraobter P, (y ). Construir atabela de diferencas divididas.

Resolucao:
y

ordem O

1

ordem 1

ordem 2

1,1052

ordem 3

1,2214

1,3499

1,4918

1,6487

P(Y)=9[ Yolt(Y - ¥o)X [ Yo, Y+ (Y- Yo)X Y- Y1)>XI [ Yo. V1, Y2l

P(y)=

P, (1,3165)=

Erro cometido:
M
IEo(YIENY- Yo)XY- y)XY- Y2)|x?3

|E,(1,3165)| £
|E,(1,3165)| £

12 Caso: % pode ser aproximado por

|E,(1,3165)| »

»1,3165

Na caculadora= 1,316359.

P Mz=max|g" (), ¥T [Yo, Y2l

P B (y)l»

22Caso: f (x)=e*b g(y)=f1(y)=Iny

(tabela de diferencas divididas de ordem 3).
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b
Logo: M=
|E,(1,3165)| £

4.4 FuncOes spline em inter polacéo

Considere f (X)= L > tabelada no intervalo [ 1,1] nos pontos x; =- 1+a, com
1+ 25x n

1=0,1,%,n.

No gréfico abaixo, pode ®r observada a fungdo f (x) e o polindmio B, (x) que
interpola o conjunto discreto de pontos para n=10.

X -10| -08| -06 | -04 | -0,2 0 0,2 04 0,6 0,8 1,0

f(x)|0,038|0059| 01 0,2 0,5 1,0 0,5 0,2 0,1 | 0,059 | 0,038

[Fig. 26]: Grafico do polindmio Bg(X) interpolando f (X).

Em certos casos, a aproximagdo por P, (X) pode ser desastrosa. Uma dlternativa é
interpolar f (X) em grupos de poucos pontos, obtendo-se polindmios de graus menores, e

impor condic¢des para que a funcéo de aproximacdo seja continua e tenha derivadas continuas
até uma certa ordem.

4.4.1 Funcao Spline

Considere afungéo f (x) tabelada nos pontos X, <X <X,<Ya<X,,.

Umafuncdo S, (x) € denominada SPLINE DE GRAU p com nés nos pontos X;,
com i=0,1,%4,n, se satisfaz as 3 seguintes condi¢oes:
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1) Emcadasubintervalo[ %, X,,], com i=0,1%,(n- 1), S;(x) €um polindmio de grau p
representado por s (X).

2) S, (x) écontinua e tem derivada continua até ordem ( p - 1) em[a,b].
3) S,(%)="f(x) comi=01%,n.
Nestestermos, S; (x) € denominada SPLINE INTERPOLANTE.

4.4.2 Splinelinear interpolante
E representada por | S (X)]-

S (x) pode ser escrita em cada subintervalo [ x;_ 4, X ], com i=1,2,%, n como:

X -
)ﬁ -
S (x) definida dessa forma satisfaz as condi¢bes 1) , 2) e3).

(Eq.22) |s(x)=T (%.1)

X X- Xi-l wooR
+f( ) ’ XI[ -1 ]
- X —>§ X, X 15K

Exercicio74  Achar afuncdo spline linear que interpolaafuncéo f (x) tabelada aseguir.

y="f(x)

9 1 2 3 4 5 6 7 X
[Fig. 27]: Splinelinear interpolando 4 pontos.
Resolucio: Pela definicdo, pode-se definir 3 splines lineares para os 4 pontos. s;(X),
$(x) e s3(x).
XX X- Xy
S(X)=Yo ———+Y:
Y- % TN %
s(x)= Pls(x)=_ pxT[......]
X5 - X X- X
(X)=y 22—y, —
> ' X=X ? X=X
S (x)= P IS (X)= .. CXTL ]

_y Xat X L X%
S3(X)=Y» X % Y3 X %,
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s3(x)= PIS(X)= o I T |
Entdo, no intervalo [a,b]=[1,7], asplinelinear S (x) € dada por:

S (x)=

4.4.3 Spline cubica interpolante

E representada por | S; (x)|.

A spline linear tem derivada primeira descontinua nos nés. A spline quadrética S, (X)

tem derivadas continuas até ordem 1, portanto, pode ter picos ou troca abrupta de curvatura
Nnos nos.

A spline clbica S;(X) é mais utilizada por ter derivadas primeira e segunda continuas,
quefaz S;(x) ser mais suave nos nos.

Suponha f (x) dadapor x;,com i=0,1%,n.

Tome S;(x) como spline cibicade f (X) nosnos x;, caso existam n polindbmios de
grau 3 definidos em cada subintervalo k por s (x), com k=1,2,%,n. Entdo a spline clbica
S;(x) deve satisfazer as 5 igual dades seguintes:

1) S;(x)=s(x)para xT [%_1,%], kK=1,2%4,n.
2) S3(x)=f(x),comi=0,1%,n.

3 s(%)=Se1 (%), k=1,2%4,(n-1).
4) S (X )=Su1 (%), k=1,2Ya,(n-1).

5 s (%)= S (%), k=1,2Y4,(n-1).
Em cadaintervalo [ x4, % ], S.(X) seradada por:

(Eq.23) |s (X)=a(x- % )3+b (X- % )%+ (X- % )+d, |, com k=1,2,%,n.

S80 4 coeficientes paracada k a serem determinados.
Tomeanotagdo h, =X, - X1, para X=>X,_;.
Condicéo 1) : é satisfeita peladefinicdo de s, ( X).
Para a condicéo 2) , tem-se as equacOes:

(Eq.24) d =T (X )=S.(%), k=1,2%,n.

(Ea.25) $(%)=F (%) P -a hi+b hi-c hi+d,=f (%), k=L
Condicéo 3) para k=1,2,Y4,(n- 1).
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Sert (%)= F (%)
(EA-26) - Byag hgar+ B Naa = G ian +dian = F (%),
Para as condigbes 4) e5) , tome as derivadas:
(Eq.27)  S.(X)=3a,(X- X )*+2b, (X- X )+C,.
(Eq.28)  § (X)=6a, (X- X )+2by.

Para x=x P 5/ (X% )=2b,. Assm, o coeficiente b, é dado por:

2
Para x=x1 P § (%.1)=- 62y hy +2Dby.

_ 20y - S (Xe1) - se(%) - Si(Xie)
“ 6h, 6h, '

Impondo acondicdo 5) , S (X.1)= S 1(X.1), obtém-se:

a, = K04~ Sica(Xe1)

Eq.30
(Eq.30) 8h,

,com s (%) arbitraria

Na obtencéo de c,, utilizam-se as equagdes (Eq.25) e (Eq.26):
- F(%.1)- ahg +behg +d,
Cx= .
k
_ f(><k)-h F(%e1) (a, h2- b,
k

_ ) - F(Xe1) @ s0(%) - Seaa(Xee 1) h - S (%) h
hy 6 ko2 K

=1 (%)

Cy

h, ), substituindo a, e b, obtém-se:

Ck

[SER e

Dai, c, pode ser dado por:

06) - F0%e) , 25006 M+ 5406 ) Ay

Eq.31 C,=
(Eq.31) Kk hk 6

Na obtencdo dos coeficientes, tome y, = f (x) € 9, =S¢ (% )-

— 9% Ok-1
Eq.32 a,=-—
(Eq.32) K th

Eq.33) b =%

(Eq.33) Dy )

(Eq.34) c =Yk Y1 4 2N + G s
hy 6

(Eq35) dk = yk .
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Impondo a ultima condicdo 4) , S, (X )=Sw1(X), com k=1,2% (n- 1), conclui-se
que:

Para x=x P s (X )=c,, entdo:
Ck:3ak+1 h§+1' 2bk+1 hk+1+Ck+1
P Ck+1=Ck- 3ak+1 h§+1+2bk+1 hk+1'

Fazendo-se algumas substitui ¢coes, atraves das equactes (Eq.32), (Eq.33) e (Eq.34):

Yirr ~ Yk o 219k + kP Yt Yier 2h, g + G- 1k 3% G 4o Ok+1Nk+1
hyss 6 h, 6 6 K+ 2

Dai, chega-se a (Eq.36):

] v, B
(Eq.36) hkgk_1+2(hk+hk+1)gk+hk+1gk+1:6§ el Yi . Y hy"‘lj,com k=1,2Y,(n-1).
k+1 k g

A equacdo (Eq.36) € um sistema de equagdes lineares A g =b, onde k=1,2,¥4,(n- 1).

A ordem do sstema € An_1y (ne1ys In+1y1 © Brn-y 1

Pelavariagdo de k, o sistema A g=b éindeterminado. Para se resolver o sistema, de
forma Unica, é necess&rio impor mais duas condicles, apresentadas nas trés alternativas a
Seguir.

(1%  Spline Natural b nos extremos, S;(X,) é aproximadamente linear.

$3(%)=go=0
S (%1)=9,=0

(2 Nosextremos, S;(x) é aproximadamente parabola.
90=01
O9n=0On-1

(3  Nosextremos, é dadaumainclinagdo 1, e I, para S;(X).
(%)=l P si(%)=1o P 3a, hi-2b, hy+c, =1,
S;(%,)=1, b s,(%,)=1, P ch=1,.

Nas aternativas (1) e (29), sdo eliminadas duas varidveis, g, e g,. Assim Ag=b é
SPD, sendo que, o sistema € dado naordem: Ay, 1y (n-1)» In-11 € Bn-1y1-
Na aternativa (3?), sdo acrescentadas duas equagdes. Assm A g=b é SPD, sendo

que, o sistema € dado naordem: A .y (n+1)» Jn+11 € Bnay 1

Exercicio75  Encontrar uma aproximacdo para f (0,25) por spline cubica natural,
interpolando a tabela:

Xo % X X3 X4
X 0 0,5 1,0 15 2,0
y="f (x) 3 1,8616 | -0,5571 | -4,1987 | -9,0536
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Resolucao: n=4, logo, procura-se s;(X), S, (X), S3(X) e sS4 (X).
Spline Natural b k=1,2%,(n-1) P k=123 b Utilizando a(Eg.36), segue que:

- - 0
(Eq.36) b h,g,.;+2(h, +hy,4) gk+hk+1gk+1:6‘a%/k+l Y o Yk yk-li
hk+1 hk g

Desenvolvendo o sistema A g =b:

i
T 9 *+ ... 9 + .. 9, =
'|' ..........
i
[ — G 9 * . 9 =
T
i
o 9, + .. 93 * .. 94 =
L
Jo=94=........ (Spline Natural).
Entéo,
€ o u eg;u €. u
_ é uaé u_ é a
Ag_b b é .............................. ux(;égZu_ .......... *é .......... U
B H €d3H g . ... s
Substituindo os valores:
€ o s e uégu e . u €. u
é ué u_é a _é a
I — 0°&920™ 8. a P 9=6..... 0
B HedsH B s e ... s

Formagera de s, (X) P [s (X)=& (X- xi)3+Q(x- xi)2+ci(x- X )+d;|, com i=1,2,3,4.
f (0,25) » s,(0,25)

- P a=_ .
_ O _ _
=1 = b =

> b= .
o, =% Yo, 2N+ Goh b =
h 6 ....................
di=y1=.... P d;= .
Logo, s;(0,25)= .
P [s(025= . .. » f(0,25).
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Considerando os préximos 5 exercicios, encontrar uma aproximagdo para f (Xx) por
spline cubica natural, interpolando a tabela:

X X4 X5 X3 X4
X 0 05 1,0 1,5 2,0
y=f (x) 3 1,8616 | -0,5571 | -4,1987 | - 9,0536

n=4, logo, procura-se s;(X), S, (X), S3(X) e s, (X).
Do exercicio anterior, aformagera de s; ( X) € dada por:
s (X)=a (X- %)°+h (X- % )?+G (X- % )+d;[,com i=1,234.

Exercicio 76 f (0,8).
Resolucao:
£ (08)» 5,08
_%- 0 _ _
=< > = b a,=
2 6h 2= .
9 _ _
b,=2<= P b,=
27 T 27 i,
szyz- y1+2h92+glh: .......... P c= ..
h 6
dy=Yo=_ .. P dy= .

P |s,(0,8)= » f (0,8)|.

Exercicio 77 f (1,2).

Resolucéo:
f (1,1 » s3(1,1)
~9- 9> _ _
= b =
as 6N az= ..
bs = % T s P by= ..
C3:)’3‘YZ+2hgs+gzh: b cy=
h 6 ....................
ds=ys=__ . P ds=_ .
Logo, s;(1,1)=- 0,7137(- 0,4)3- 3,1260(- 0,4)>- 8,6678(- 0,4)- 4,1987
Piss(l)= .. .. » (1,1
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f (1,2).

Exercicio 78

Resolucdo:
f(1,2)» s5(1,2)

b

Interpolacéo

f (1,3).

Exercicio 79

Resolucao:
f (1,3) » s;5(1,3)

Resolucao:
f (1,7)» s,(1,7)

P |s,(1,7)= » f(1,7).
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5 Ajuste de curvas pelo método dos
minimos quadrados

5.1 Introducéo

Uma forma de se trabalhar com uma funcéo definida por uma tabela de valores é a
interpolacdo. Contudo, a interpolacdo pode ndo ser aconselhavel quando:

E preciso obter um valor aproximado da funcdo em algum ponto fora do intervalo de
tabelamento (extrapolacdo).

Os valores tabelados sdo resultado de experimentos fisicos, pois estes valores poderdo conter
erros inerentes que, em geral, ndo séo previsivels.

Surge entdo a necessidade de se gjustar a estas fungdes tabeladas uma funcéo que sga
uma “boa aproximagdo” para as mesmas e que nos permita “extrapolar” com certa margem de

seguranca.
Assim, 0 objetivo deste processo € aproximar uma fungdo f por outra fungdo g,
escolhida de uma familia de fungdes em duas situacOes distintas:

Dominio discreto: quando afuncdo f é dada por umatabela de vaores.
A y

[Fig. 28]: Dominio discreto
Dominio continuo: quando afuncdo f é dada por suaforma analitica.

A y
y=f(x)

[Fig. 29]: Dominio continuo
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5.2 CasoDiscreto
O problema do gjuste de curvas no caso em que se tem uma tabela de pontos:
X Xo X3 Ya Xm

FOq) | FO0) | f(X) /a f(Xm)

com X, Xy, X3, ¥a, X, 1 [@,b], consiste em: “escolhidas’” n fungdes continuas g, (X),
g, (X), 93(Xx), ¥2 , g,(x), continuas em [a,b], obter n constantes a,, a,, a;, ¥4 ,a,
tais que a fungdo g (x)=a; g;(X)+a, g, (X)+a; g;(X)+ ¥ +a, g,(X) se aproxime ao
maximo de f (Xx).

Este modelo matemético é linear pois os coeficientes que devem ser determinados a
a,, as, ¥a ,a, aparecem linearmente, embora as fungdes g,(x), 9,(X), 03(X), Y
, 5 (X) possam ser ndo lineares.

Surge entdo a primeira perguntac Como escolher as fungdes continuas g4(X), 9, (X),
93(X), ¥4, 9,(x) ?

Esta escolha pode ser feita observando o grafico dos pontos tabelados (diagrama de
disperséo) ou baseando-se em fundamentos tedricos do experimento que forneceu a tabela.

Sga d,=f (x)- g(x,)odesvioem x.

O método dos minimos quadrados consiste em escolher os coeficientes a,, a,, as,
Ya ,a, de ta forma que a soma dos quadrados dos desvios sga minima, isto €

m m
QdZ=a[f(x)- 9(x)]? deve ser minimo.
Kl kel

Assim, os coeficientes a,, a,, ag, ¥ ,a, quefazem com que g (X) se aproxime ao
maximo de f (x), sdo 0s que minimizam a funcao:

F (818,854,208 [1(%)- 9041 =
k=1

[f(X)- a10:(%)- @202(X) - @303(X) - - @ Gn(X)I°.

~

1 Qog

1

[Fig. 30]: O método do minimos quadrados

Para isto é necessério que:
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1:1—F(a1,a2,a3, -,a,)=0, j=1,2,3,%,n,isto &
j

F
T @,a5as.a,)=
j

z'ém[f(xk)' a101(%) - a20(%) - - andn (%I 9; (X )1 =0, j=1,2 3 %,n

k=1
ou

[F(Xi) - @10:(%) - @20,(%) - -+ - @n9n(%)]19; (%) =0,

~

1 Qog

1

]=1,2,3,%,n

Assim, tem-se 0 seguinte sistema de n equagOes lineares com n incognitas a4, a,,

as, Vs ,a,:

(Eq.37)

(Eq.38)

I m

1811 ()~ 1010 - 505(%) - -+~ a,8n (X1 E0(% )] =0
| k=1

I m

;é [f (%)~ @101 (%) - @295(%) - = anGn(%)1¥g2(x )] =0
k=1

1

I

P (%) - 2101060 - 3285(%) - -+~ anGn (%] g (x)] =0

a éc=1 a k=1

T k=1
Que é equivalente a

1ém

& le(xk)><gl(><k)u>al+ +ea gl(xk)xgn(xk)um —a 91 (%) xf (%)

T &=1 &=1 ] k=1

)
én

?ea gz(xk)><91(xk)u>al+ +ea gz(xk)xgn(xk)um a 92 (%) *f (X))
k=1

I

I

I

I ea gn(xk)>g1(xk)u>al +ea gn(xk)xgn(xk)um a In (%) *F (%)
e a &x=1 Q k=1

As equacdes deste sistema linear sdo chamadas de equaces normais.
Este sistema pode ser escrito naformamatricial A:a =b:

Tay,, + &, + - + aya, = b
]
|

i : : :
%anla1 + an2a2 t o+ gpa, = bn

Bp1a, t 8pa, * vt @pa, = b
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onde A=(g;) tal que a; = a 9i (%) 9 (%) = ag (%)>g; (%) =a; ,ousdga, A é
k=1

uma matriz simétrica;

W7 étal que by =3 g (%) XF (%,).
k=1

a :[aliaZ!""an]T e b=[b,b,,--,b

m
Lembrando que, dados os vetores x e y 1 A™ o nimero real &x, yii=gQ X, *y, é
k=1
chamado de produto escalar de x por y, e usando esta notacdo no sistema normal A:a =b,

temse a; =45,,g;feb =&y, fionde
g €ovetor [g(x) 9i(%) 9/0%) - g (X)]" e
f éovetor [f(x) f(X,) f(xg) - F(x)]".

Desta forma o sistema na forma matricia fica:

@17GIF] @ g ﬁ @1;Gnﬁ:} éa-lg g@l, Fm

e =~ x i~ = x ~ = A e U — .U

yOin n , 7 o 240, Ty,

(Eqag €020t H282 WOy, e20_ &2 T
e : couexu e oo u

e 5o o ~ =~ L0é u é -0
&0,,0:N ag,, 05N an, 900 énd n T

Demonstra-se que, se as fungdes g,(X), d,(X), 95(X), ¥4 , g, (x) forem tais que os
vetores 0;,0,,05,-:+,0,, S§am linearmente independentes (L), entdo det A* O e o Sistema
de equactes é possivel e determinado (SPD). Demonstra-se ainda que a solucédo Unica deste
sstema, a,, a,, a;, ¥4 ,a, €0 ponto em queafuncdo F (a,a,,a;,%,a,) ainge seu
valor minimo.

OBS. 22: Se os vetores ©;,0,,03,--,0,, forem ortogonais entre s, isto € se
&g, g;h=0se i! j e ag;,g;f* Ose i =, amatriz dos coeficientes A serd uma matriz

diagonal, o que facilitaaresolucdo do sistema Ata =b.

Exercicio8l  (Regressdo Linear) Ajustar os dados da tabela abaixo através de uma reta.
[ 1 2 3 4 5
X; 1,3 34 51 6,8 8,0
f(x) 2,0 5,2 3,8 6,1 5,8
Resolugio: Fazendo g(x)=a;xg;(X)+a,>g,(x) e consderando g;(X)= e
92(x)= .. temse g(x)=

Assim, a reta que melhor se gjusta aos valores da tabela tera coeficientes a, e a,, que
s80 solucdo do seguinte sistema na forma matricial:

eagl1gln &0, , PV ealu eagl, fnu
&0, Gt 40,, ng‘H & 50 eagz, frU

(&1 I
Qo= o o I
fo I
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B0 O0 017 e
o
< o eI
B0, 00 1o e
o S
2 o P S
Assm,

Logo aequacdo da reta procurada é:
9=
Exercicio82  Ajustar os dados da tabela através da pardbola g(x) =x?2:
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
X -1 |-0,75|-06 | -05]| -03 0 0,2 0,4 0,5 0,7 1
f(x)| 205 | 1153 | 045 | 04 0,5 0 0,2 06 | 0512 12 | 2,05
A y
! 2t s
\ i
5 ‘
) '
\ H
1} 4
]
\‘ A ",
\J 14
Ay L4
% Y
\ Y
° .‘\ b ‘:‘
\\‘ ."l
1 T x
[Fig. 31]: Diagrama de dispersao.
Resolugao: Fazendo g(x)=a;x(X) e consderando  g;(X)= x?,  obtémse

ax)=_ . Assm, para se obter a pardbola que melhor se gjusta aos pontos da
tabela, serd necessério encontrar a, do sistema

o, 51.)=le7 .1

O Yo e ]T

s Ya e I

B0 01007 i
B0 T o i
Assm, a;=_
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Logo a equacdo da pardbola procurada e g(x) =

Exercicio83  Ajustar os dados da tabela abaixo por um polindmio do segundo grau
g(x)=a; +a,x+ayxx?.

i 1 2 3
X -2 -1 1 2
f(x) 1 -3 1 9

O I"

Q2= s e I

0370 e I

Pl o o 1"

2 O
01,0,0=

N
(o]
=

o S 1
1

i~
(o]
W

N
(o]

N
! S
1

w

%) N

i S ()
o B
1

R
<l
ﬁl

w
w
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5.3 Caso Continuo

No caso continuo, o problema de guste de curvas consiste em: dada uma funcéo
f(x), continua em [a,b] e escolhidas as fungbes g, (X), 9, (X), g5( X),%4, g, (X), todas
continuas em [a,b], determinar constantes a,a,,a;,%,a, de modo que a funcéo
g(X)=a;gi(x)+a, g,(x)+as gz(x)+¥a+a, g, (x) seaproxime ao maximo de f (X) no
intervalo[ a,b].

Seguindo o critério dos minimos quadrados para 0 conceito de proximidade entre
f(x) e g(x), os coeficientes aj,a,,az%,a, a serem obtidos sdo tais que

(‘5[ f(x)- g(x)]%dx seja o menor possivel.
Paraachar a tal que g (x)» f (x), tome:

Qb[f(x)- g()Pdx=F (@)=F (a5,a,,a5%,a,).
Encontram-se os pontos criticosde F (a):

—(a) 0, j=1,2%,n
Ta;

Mas, F ()=l f ()~ g(IPdx= QL (2 - 2f ()g(x) + g2l

b F (a):é’f (%)% - 2é’f (x)g(X)dx + é’g(x)zdx.

Ao desenvolver E(a):O, j =1,2,%,n, obtém-se:
j

< | A b | b
i g gl(X)dXEal +o 4 200:099,09dka, = F (g,
I;g‘bgz(x)gl(x)olx“a o gc‘i’gz(x)gn(x)dx‘fan = c‘ff(x)gz(x)dx_
T : . :
:e‘bg (g ()bda, + - + g(x)dxa = & f (g, (X)dx
T@Q n 1 H 1 @Q n Q n

Este € um sstemalinear Aa=b deordem n.

b
A=(g;) tal que a; :Qgi(x)gj(x)dxzaji P la; =a|

A ¢é SIMETRICA. a=(a;,a,,asY%,a,) e b=(b,b,,b%,b0,), ta que
b
b=Q (g (9.
Usando a definicdo de produto escalar de duas funcdes p (x) e q(X) no intervalo

[a,b] por &p,qfi= qbp(x) xq(X)dx, o sistema Aa=b fica

(Eq40) A=(3;)=(g,9;) eb=(h)=(f,g).
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Exercicio84  Aproximar afuncéo f (x)=4 x> por um polindmio do primeiro grau, uma reta,
no intervalo [0,1].

Resolucao:
g(X)=ag g1(X)+as Qo (X)=
éall alzl:l éall:l ébll:l éégl,glﬁ égl,gzm éall] ééf,glm
Aa=b b a %6 GTé ub a o 1@ T0—a, '
€y azzH éazg g)zg e, N 392’92% éazg éaf192%

g (x)= » f(x)=4x> em[0,1].

Exercicio85  Aproximar afuncdo f (x)=€* nointervalo [0,1] por umareta

Resolucao:

g(X)=a;gi(x)+a, g, (x)= e g,(x)=

éay; U éa,u éyu . éag, g &g, g,fu éa u éaf, g
Aa:bbéll 12,A1,_§bl,p939191 ag,9,Mu ea u_eal, g nu

@ 0T . . e 0T e,
€y azzH éazg g)zg gagZ'gln 392’92% éazg éaf192%
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Usando o método de integracao por partesem b, cu>dv=ux- ¢v>du

g (x)= » f(x)=€" em[0,1].

5.4 Familia de Fungbes Nao Lineares nos
Parametros

Em alguns casos, a familia de funces escolhidas pode ser néo linear nos parametros,

m

isto €, g (x) ndo é daforma é a, *g, (X) . Nestes casos é preciso efetuar uma “linearizagéo”,
k=1

através de transformagdes convenientes.

Exemplos:
19) f (x)»a,e**=g(x)
In f (X)»In a;*®*=Ina;+a,x=G(x).
Fazendo Ina, =a, ea, =a,, temse G(x)=a,+a, XX,
Destaforma G (x)»In f (X), sendo que G (x) élinear nos parémetros a, e a, .

2) f (X)p ———=g(x)
a, +a, XX

(0 »aq ta, Xx=G(X).

Fazendo a, =&, e a, =a,, temse: G(X)=a,+a, X,

Destaforma G (x)» , sendo que G (x) € linear nos parémetros a, € a, .

f(x)
3) f (X)pJagta,x=g(x)
f2(x)»a;+a,x=G(X).
Fazendo a, =&, e a, =a,, temse: G(X)=a,+a, X,

Destaforma G (x)» f2(x), sendo que G ( x) é linear nos parametros a, ea,.
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Exercicio86 Ajustar os dados da tabela que segue por uma funcdo da forma

g (x)=a, %,

X 0 1 2
f (x) 1 0,5 0,7

X

Resolucio: Desta forma, “linearizando” a fungdo g(x)=a,>*?", como no primeiro

exemplo anterior, tem-se:

P |g(x)= » f(X).

Os parametros assm obtidos ndo sdo Otimos dentro do critério dos minimos
guadrados, isto porque estamos gjustando o problema linearizado por minimos quadrados e

ndo o problema original. Portanto, os parametros a, e a, do exemplo, sd0 0s que gustam a
funcdo G(x) afuncdo In f (x), no sentido dos minimos quadrados. N&o se pode afirmar
que os parAmetros a, e a, (obtidosde a, e a,) SB0 osque gustam g (x)=a,>"?* a f (x),
dentro do critério dos minimos quadrados.
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6 Integracao Numeérica
Se uma funcdo f (x) é continua em um intervalo [a,b] e sua primitiva F (x) é
conhecida, entéo

(Eq.41) C‘Sf (X)dx=F (b)- F (a)

onde F'(x)=f (x).

Por outro lado, nem sempre setem F ( X) e em aguns casos, a fungdo a ser integrada
€ dada por meio de tabela de pontos. Neste caso, torna-se necess&ria a utilizacdo de métodos
NUMEricos.

A idéia bésica da integracdo numérica é a substituicdo da funcdo f (x) por um
polinbmio que a aproxime no intervalo [a,b]. Assm o problema fica resolvido pela
integracéo de polindmios, o que é trivia de se fazer.

6.1 Formulasde Newton-Cotes

Neste caso, 0 polindmio que interpola f (Xx) o faz em pontos igual mente espacados de
[a,b].

n
Formulas fchadas: x,=a, x,=b e (‘j)f (\)dx=3 Af(x),sendo A coeficientes
i=0
determinados de acordo com o grau do polinémio aproximador.

6.1.1 Regrados Trapézios

f(x)

f(x,) P4(X)

f(Xo)

[Fig. 32]: Regradostrapézio.
A integral de f (x) nointervalo[a,b] é aproximada pela area de um trapézio.

(Eq.42) Qbf(x)dx » g[f (% )+ f (%] = I

A aproximagdo de f (x) pela formula de Lagrange € p;(X)=Ygo Lo (X)+y; Li(X)

X- X X- Xg
com Ly (X)= e L;(x)= , logo:
X0~ %Xq X1~ Xo
X=X X- Xg
(Eq43) pi(X)= f (Xo)+ f (%)
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6.1.1.1 Estimativa parao Erro

f(x)= p1(X)+E(X)

F (%)

En (X)=(X- %o )¥a X X- Xn)><—

(n+1)!
f(x

E(0=(x- X)X 3 T (x0,%)

F(X)= Pr(X)H(X- %o )X X- %) (Zx)

Integrando f (x):

& F (0 B=g P () (X X)(x- X) -

IT=(‘5pl(x)dx

r= (x- a)(x- b) % (Xx)
ET:E f (C)Q(x-a)(x- b)dx
3
ET:% £ ()2

3
(Eq.44) ET:;]—Z f'(c)com cl (a,b)

ou

h3 .
(Eq.45) |E; |£E x'ﬂi,)é] | £ (x)]

OBS. 23:

X7~ dx, com

i Xp=a

I, _

3 b
e’ ax® bx*U _b®-3ab®+3a’b-a° _(b- a)’

\b 2
X“-ax-bx+ab)dx=a> - .
Q( ) e§—3 23
a

6 6

Exercicio87  Calcular (5 /6x - 5 dx, usando aregra dos trapézios.

Resolucdo:

.

(‘5«/6X- 5dx »

O erro cometido serd, no maximo:
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Logo, [ Er £

6.1.2 Regra dos Trapézios repetida
Ay

O a=xg X1 X, X3 X1 b=x,
[Fig. 33]: Regradostrapéziosrepetida

h=X;- Xg =X5- X3 =X3- Xy =% =X~ X1

h:¥, com n sendo o nimero de subdivisdes do intervalo [a, b].

Qbf(x)dx » A+ A+ Ag+Ya+ A, tal que A =areado trapézio i, com i=1,2,%,n.

A=D1 (%)% 1 (%)

(Eq.46) (‘S’f(x)dx » g[f (Xg)+ f (xn)+2xglf(xi)]

i=1

6.1.2.1 Estimativa parao Erro

(O 87 a1 ()

Eq.47 EI|E
Easn |EmE=T0 xi [a.b]

9 . - .
Exercicio88  Calcular Q«/6x - 5 dx empregando o método dos trapézios com 8 repeticdes.
Determine uma aproximagao para o erro cometido.

Resolucao:
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X Xo= .. X1= o Xo= ... X3= .. X4= ... Xs= . Xe= . X7=... Xg= .
f (x)
9
OVBX-5 k> ..

Erro cometido serd, no maximo:

Neste caso em particular, f (x) pode ser integrada de forma exata:

(‘?9\/6x- 5dx =

. d . ~ .
Exercicio89 Sgal = Qexdx. Calcule uma aproximagédo para | usando 10 subintervalos e a
regra dos trapézios repetida. Estimar o erro cometido.

Resolucdo:

: 1 , . I
Exercicio90 Seja | :Qexdx. Qual 0 numero minimo de subdivisdes, para a regra dos
trapézios repetida aplicadaem | , de modo que o erro sgjainferior a 10 3?

Resolucao:

6.1.3 Regra 1/3 de Simpson

E obtida aproximando-se a fungdo f (x) da (Eg.41) por um por um polindmio
interpolador de 22 grau, p, (X), que é dado pela férmula de Lagrange:

P2 (X)=Lo (X) £ (%)+ Li(X) F )+ Lo (X) f (%)
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ta que L (x)= O - %) ,com i=0,1,2.
J 0( )
f(x)
f(Xo)1 /o2 P2(X)
f(Xy)

[Fig. 34]: Regra 1/3 de Simpson.
Xp=a, =m e X=b

a+b

Xo- X%=-h, X5- X=-2h,
- %=h,  x-x%=h,
Xo- X9=2h, X,- x;=h.

P2 (0= I f () ST 1 (s U0 o)
c‘jf(x)dx:@ff(x)dx»C‘)ijz(x)dx
=109 itx w)x- o) L (e xo)(x- )bk toB il 3)(x- x)e

:g[f (Xg)+4 T (x)+ f (%)]. Logo:

(Eq.48) (‘Sf(x)dxzc‘ff(x)dx»g[f (Xp)+4 T (x)+ T ()]

6.1.3.1 Estimativaparao Erro

Qo f (x)dx = Qo P (X)dx + QX:RZ(x)dx

(Eq.49) Eg= QRZ(x)dx Q(X Xo)(X - X)(X- Xp) ——== (X) dx
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6.1.3.2 Mudanca de Variave
X- Xo
h

2=

P x=hz+Xx,

dz—d—: b dx=hdz

Eq= hxf ™ (x,)
h* xf " (x,) 2

E.=
S 6

4 \2

h
ES_Ef (Xz)xe_ Z tz

O Ch C

=0

0
%/—J

X=Xp,=a b z:)%- °pb 2=0

- X
"X My o

X=X=b P z= - b

Qh (hz- h)(hz-2h)dz

4

g 2(z- 1) z-2)dz=% £"(x,) (‘32(23- 322 +27) dz

4
:% f(x,)9=0.

Logo, Eg=0. Isso quer dizer que Eg ndo dependede R, (residuo de 2° grau).

Ent3o:

Es= QRa(IAX= QX X)X~ X)(X- X)(X- 3g) — 2

h° xf 4(x,) 2

E<.=
S 24

5
Es=- % f 4(x) com(a£x£Eb).

5

h
Eq.50 Ec|= —xmax | f (X
Eas0) |Es|= goxmax | 400

Considerando h:% b h°=

110 g,

5

§z(z- 1)(2-2)(2-3)dz:% f 4(xz) (2~ 62° +112 - 62)ciz

4
1

6]

(b- a)°

, tem-se:
32

(b-a)°

Eqg.51 E<| £
(Easy |Es|€ oo xmax

ax | f4(x)]
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6.1.4 Regra 1/3 de Simpson repetida

y

O a=x, x h X2 X3 X4 Xs Xg ara Xmz2 Xma B=Xp X
+—t
[Fig. 35]: Regra 1/3 de Simpson repetida

Nafigura, tome h:% P |h=x- x_4|(i=1,2% m), para m=2n b .

Aplica-se aregra de Simpson repetidas vezes no intervalo [ a,b]=[ %, , X,
Xo » X, ¥4, Xy, S0 pontos igual mente espagados.
Ent&o:

(‘Sf(x)dx: Qo f () dx

h h h
»5[YO+4Y1+YZ]+§[y2+4Y3+Y4]+1/4+§[ym-2+4)’m-1+ym]

N\

h
Q f (X)dx»g[ Yot Ym+t2( Yo+ Vg t%a+ Y 2)FA( Y1 + Y3+t y )]

b h e Bt g u
(Eq52) QT(X)dx»— & Yot ¥m+2a Yo *4Q Va1 O-
e i=1 i=1 u
6.1.4.1 Estimativa para o erro: Eg
h° A
[ExlEn g may 11701
(Eq.53) |ESR|£anxmax | f4(x)]
90 «xi[a,b]
5
Considerando h=""2 p ps={2" a5) , tem-se;
2n 32n

5
(B3 max | £4(x)]

Eq5d)  |EwlE
Eash |Es] 2880n* i [ab]
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Exercicio91  Seja | =(‘-jexdx. Calcule uma aproximacdo para | usando a regra 1/3 de

Simpson com m=10. Estime o erro cometido.

Resolucao:

. Jd . N :
Exercicio92 Sga | :Qe"dx . Paraque valor de m teriamos erro inferior a 10" 3?

Resolucéo:
m=__ b Paraum erro inferior a 10 3 seriam necessérios subintervalos.
Obs. na regra dos trapézios com repeticao sdo necessarios intervalos.

. J0 : L .
Exercicio93 Sga | :Q log xdx. Aproxime | com aregra dos trapézios com 8 repeticoes.
Estime o erro cometido.

Resolucéo:
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P ||Erl£

. Jo . .
Exercicio94 Sega | =Q log xdx. Aproxime | com a regra de Simpson com 8
subintervalos. Estime o erro cometido.

Resolucdo:

= Plh= m=.. . en=..

i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
%
(%)

Jo

Q 109XAX> e

Estimativa do erro:
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7 Solucao numérica de equacoes
diferenciaisordinarias

7.1 Introducéo

Se uma equagdo diferencial tem apenas uma variavel independente, entdo ela é uma
equacdo diferencia ordinéria.

EXEMPLOS:
d
d—izx+y; y=x"+y?; y+(1- y*)y+y=0.

Se uma equagdo diferencia envolve mais que uma varidvel independente, entdo ela é
equacdo diferencial parcial.

EXEMPLO:

2 2
Tu, Tu
™" 1y’

A ordem de uma equacdo diferencial é a mais alta ordem de derivacdo que goarece na
equagao.

Se, dada uma equacédo diferencial de ordem n, a fungdo, assim como suas derivadas
até ordem n- 1, sdo especificadas em um mesmo ponto, entdo temos um problema de valor
inicial (PVI).

Se, em problemas envolvendo equactes diferenciais ordinarias de ordem n, n32, as
n condic¢des fornecidas ndo séo dadas todas num mesmo ponto, entdo temos um problema de
valor de contorno (PVC).

=0,com u° u(x,y).

Exercicio95  Resolver a seguinte EDO: % =- Xy.
X
Resolucéo:
bly=_ , para k1 A . Que representa uma familia de curvas em A2,

Exercicio96  Para a mesma EDO anterior, y'=- xy, resolva considerando uma condicéo
inicial 'y (Xy)= Yo, com x;=0e y,=1.

Resolucéo:
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7.2 Problemadevalor inicial (PVI)

Uma equacdo diferencial de ordem n se apresenta da seguinte forma:

(Eqs5)  yU=1f(x,y,y,y, ¥,y v,y D)

onde

d'y i A
y(l):T’ 1=12%,n, xl [a,b]e y:[a,b]J®A.

X

Associadas a (Eq.55), podem existir condi¢des cujo numero coincide com a ordem da
EDO. Se tais condicles se referem a um Unico vaor x, temrse um PROBLEMA DE VALOR
INICIAL — PVI. Caso contrario, temse um problema de valores de conterno.

7.2.1 Solucdo numérica de um PVI de primeira ordem

Toma-se m subintervalos de [a,b], (m31), e fazse x;=X,+] h onde h:b-—ma,

j=0,1,2%,m, x;1[a,b].

Ih={ X0, %%, X} € denominado REDE ou MALHA de [a,b]. A solugdo numerica
Ym (X) €afuncdo linear por partes.

A

T y(X,)

X
Ym

Solucao
Numérica

y(%) , ¥s
Y0o) =Yy - % 1
X X X X X1 Xn

[Fig. 36]: Grafico da solugdo numérica deum PVI.
NOTAGAOQ: y (x;)»y; significaque y; éaproximagdo para y (x;), x;1 Iy
NO GRAFICO: ® y(x;) b vaor exato;

Xy, b valor aproximado; j=12Ya,m.

7.2.2 Método de Euler
Seja o PVI de primeira ordem definido por:

‘}y' = f(x,y)

(Eq.56)
1 Y(Xo) = Yo = h,sendo h um nimero dado.
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Para se aproximar y; para as solugdes exatas y (X;), com j=1,2,%a,m, procurase
inicialmente ;.

=
2
N
J
ES
]
I

v

X X

[Fig. 37]: Gréfico do método de Euler.
Traga-se atangente T acurva y (X) no ponto (Xy, Y (X)), cCujaequacdo é:
(Ea.57) Y (X)=y (%)+(X- %) y'(%o)-

Fazendo X=X e lembrando que y(X;)=V¥y, Y- %=h, Y (X)=F (X, Y (X)) €
Vi» Yy (%), temse:

(Ea58)  Y1=Yo+hxf (X5,Y (X))

7.2.2.1 Erro cometido
e=yi- y(x).

7.2.2.2 Aproximagao e erro de y; deformageral

Viyg = c+hxf(x;,y.
Eqs9) 1Y OV com j=0,1,2,s,m- 1.
1€+ = Yj+- Y(Xj+1)

O método de Euler consiste em calcular RECURSIVAMENTE a sequéncia { y; }
através das formulas:
1(A) Yo=¥@=h

(EQ.60) |

,com j=0,1,2,%,m- 1.
1(B) Vi =y; thxf(x;,y;)

Iy =x-

Exercicio97  Achar aproximagdes para a solucéo do PVI i y( )X y+2 na mahade [0,1]
Ty(0)=2

com h=0,1.

Resolucéo:

X =0, ¥p=2, a=0, b=1, m:1(-)_;LO ® m=10.

Usar (Eq.59) para j =0,1,2,%4,9.
j =0:
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j =1:

TABELA:

X; Yj y (X)) Y- Y(X;)=¢

0 2 2

2,004837

2,018731

2,040818

2,07032

2,106531

2,148812

2,196585

2,249329

OO N[OOI PR|WIN[FR|O| —

2,30657

=
(@)

2,367879

Na pratica, ndo se dispde da solucao exata y (x;) do PVI. Dai a necessidade de se

determinar uma expressdo matemética para o erro. Usase a formula de Taylor para
desenvolver y (x), solugdo tedricado PVI, em torno de X, :

(x- ><o)2 (x- ><o)3

(Eq.61) Yy (X)= y(xo)+ y(xo)+ Yy (X )t ——=—"— Y (X)*t%

Fazendo x=x, e lembrando que y(X)=VYy, %~ %=h, ¥ (X)=f (X, Yy (X)) e
Yi=Y (%), toma-se os dois primeiros termos da (Eq.61):

Vi=Yothxf (X, Yy). Generalizando-se, tem-se (EQ.59).

7.2.2.3 Errolocal detruncamento - ELT
O erro no método de Euler quando se calcula y; é obtido a partir do resto da formula

(xo) i

de Taylor, que € Y (X), Xg<X<X,0u el—h— y" (X), para h=x- X;.

Numaetapa j dos calculos, tem-se:

h2
(Eq62) € =—r y" (X), Xj.4<X<X;,

que é 0 ERRO LOCAL DE TRUNCAMENTO —ELT.
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Na prética, procura-se estabelecer COTAS ou ESTIMATIVAS para que se possa
conduzir o calculo do erro com seguranca.

Toma-se k=y" (x), constante, e h suficientemente pequeno para ser tomado como
parametro do ELT. Diz-se que ELT é daordem de h? e se escreve (h?).

7.2.3 Métodos de Runge-Kutta
7.2.3.1 Méodos de passo simples

Um método para resolver o PVI (Eq.56) € de passo simples se a aproximagéo Y.,
depende apenas do resultado y; da etapa anterior.

Forma geral para métodos de passo simples:
(Eq.63) Y=Y, +hf(x;,y;;h), paa j=0,12Ya,m- 1.
Ondef éafuncdo incremento e h o comprimento do passo.
OBS. 24: Para 0 método de Euler, a fungdo incremento € f (x;,y;;h)=f (x;,y;). Um
caso especia de Runge-Kutta.
7.2.3.2 Métodos com Derivadas

O méodo de Euler possui ordem um pois, foi obtido da formula de Taylor com
desenvolvimento até o termoem h.

Ao fazer o0 mesmo desenvolvimento até o termo em h?, obtém-se o método de passo
simples e ordem dois.

2
(Eq.64)  Yja=Y;+h y(X; )+h y* (xj), para j =0,1,2%s, m- 1.

7.2.3.3 ELT — Errolocal detruncamento

h3
Ea69) €2 ¥ (), X; X<Xjuy

OBS. 25: Em (Eq.64), y'(x;)="f (X;,Yj)

y" (x;)=?Regradacadeiade f emrelagdo a Xx;:

1T f f
x Ty T
=y" () =1 =F(x;.y5)

y”(xj)— (X yJ)+ (x y;) f(x;.y)

ici imacs ~ ly =x- y+2
Exercicio98  Achar aproximagdes para a solucéo do PVI ©0)=2
iY\v)=

na maha[0,1] com

h=0,1 usando o método da (Eq.64).
Resolucéo:

| Universidade Tecnol 6gica Federal do Parana (UTFPR) LAURO/ NUNES




| Céculo Numérico Solug&o numérica de equactes diferenciais ordinarias| 7-88

X =0, ¥p=2, a=0, b=1, mzl(;—lO ® m=10.

Usar (Eq.64) para | =0,1,%4,9.

] =0

j =L

TABELA:
] X| Yj y (%) Y-y (xj)=¢
0 0 2 2
1 2,004837
2 2,018731
3 2,040818
4 2,07032
5 2,106531
6 2,148812
7 2,196585
8 2,249329
9 2,30657
10 2,367879

7.2.4 Método de Euler Aprimorado (Método de Runge-
Kutta de Segunda Ordem)

Retomando a (Eq.62): y;,,=Y; +hf(X;,y;;h), para j=0,1,2,%, m- 1.
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Fazendo-sef (x;,y;;h ):% (k;+k,) e substituindo na equagéo, tem-se:

(EQ.66)  Yju=Y; +2(k1+ k,), para j =0,1,2,%,m-1

onde|k;=f (X;,y;)elky=f (x;+h,y; +h k).

pdy _
Exercicio99  Achar aproximagdes para a solucdo do PVI : dx Xy na malha [0,1] com
ty(0) =1
h=0,5 usando o método de Euler Aprimorado.
Resolucdo:
j X; Yj ky ko y(xj):e'xz’2 ly; -y (%))l
0 0 1
1
2

7.2.5 Foérmulas de Runge-Kutta de Quarta Ordem

Estas férmulas s8o normamente as mais utilizadas.

(EA-67)  Yji1=Y; +%(k1+2k2 +2Kk;+K, ), para j=0,1,2%4, m-1

onde [k;=f (x;,y;),

h h
ko =1 (X; +§, Y +§ ko))

h h
ks=f (Xj+§’yj +§ ky) e

Ke=f (X, +h,y, +hk;)

7.2.5.1 Errolocal detruncamento: ETL

h5
(Eq.08) €= Y& (x), Xj.1<X<X] .

pdy_
Exercicio 100 Calcular a solucdo do PVI :& Xy com h=0,1, no interior do intervalo
ty(0) =1
[0,1], pelo método de Runge-Kutta de quarta ordem.
Resolucdo:
KL= e
Ko = e
K= e
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KA e
j|x j Yj ky ky ks Ky
0 1
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

N . i
Exercicio 101 Achar aproximacao para a solucdo do PVI i

A

y =X-y+2
y(0)=2

h=0,1 usando o méodo de Runge-Kutta de segunda ordem (Euler aprimorado).

Resolucao:
% =0, ¥p=2, a=0, b=1, mzlc')—f ® m=10.

yJ +1= yJ +%(kl+k2)! para J 20!1!2!1/419-

KL= e ek, =
j X; Yi ky Ko
0 2
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10

7-90

na malha [0,1] com
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