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1 ERROS

1.1 Introducgéao

1.1.1 Modelagem e Resolugao

A utilizagdo de simuladores numéricos para determinagao da solugdo de um problema
requer a execu¢do da seguinte seqiiéncia de etapas:

Etapa 1. Definir o problema real a ser resolvido

Etapa 2: Observar fendmenos, levantar efeitos dominantes e fazer referéncia a
conhecimentos prévios fisicos e matematicos

Etapa 3: Criar modelo matematico

Etapa 4: Resolver o problema matematico

Modelagem: Fase de obtengdo de um modelo matematico que descreve um problema
fisico em questao.

Resolucdo: Fase de obten¢do da solucdo do modelo matematico através da obtencdo da
solucdo analitica ou numérica.
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1.1.2 Calculo Numérico

O calculo numérico compreende:

» A analise dos processos que resolvem problemas matematicos por meio de operacoes
aritméticas;

» O desenvolvimento de uma seqiiéncia de operagdes aritméticas que levem as
respostas numéricas desejadas (Desenvolvimento de algoritmos);

» O uso de computadores para obtencdo das respostas numéricas, o que implica em
escrever o método numérico como um programa de computador

Espera-se, com isso, obter respostas confidveis para problemas matematicos. No entanto,
ndo ¢ raro acontecer que os resultados obtidos estejam distantes do que se esperaria obter.

1.1.3 Fontes de erros

Suponha que vocé esta diante do seguinte problema: vocé estd em cima de um edificio
que nao sabe a altura, mas precisa determina-la. Tudo que tem em maos ¢ uma bola de
metal e um crondmetro. O que fazer?

Conhecemos também a equagao

gt?
s=sﬁ+vﬂt+?

onde:
® s ¢ aposicdo final;
® 59 ¢ aposicao inicial;
® vy ¢ a velocidade inicial;
® t¢é o tempo percorrido;

® géaaceleragdo gravitacional.

A bolinha foi solta do topo do edificio ¢ marcou-se no crondometro que ela levou 2
segundos para atingir o solo. Com isso podemos conclui a partir da equagdo acima que a
altura do edificio € de 19,6 metros.

Essa resposta ¢ confiavel? Onde estdo os erros?

Erros de modelagem:

— Resisténcia do ar,

— Velocidade do vento,

— Forma do objeto, etc.

Estes erros estdo associados, em geral, a simplificagdo do modelo matematico.



Erros de resolugao:

— Precisdo dos dados de entrada

(Ex. Precisdo na leitura do cronometro. p/ t = 2,3 segundos, h = 25,92 metros, gravidade);
— Forma como os dados sdo armazenados;

— Operagdes numéricas efetuadas;

— Erro de truncamento (troca de uma série infinita por uma série finita).

1.2 Representagdo numeérica

Motivagao:

Exemplo 1:

Calcular a area de uma circunferéncia de raio 100 metros.
a) 31140 m’

b) 31416 m*

¢) 31415,92654 m’

Exemplo 2:

Calcular S = Zlmo x, para x, =0.5 e para x, =0.11

Calculadora 15000 3300

Por que das diferencas?
No caso do Exemplo 1 foram admitidos trés valores diferentes para o nimero 7 :

a) 7=3,14

b) 7=3,1416

c) 7=3,141592654

Dependéncia da aproximagdo escolhida para 7. Aumentando-se o numero de digitos
aumentamos a precisdo. Nunca conseguiremos um valor exato.

No caso do Exemplo 2 as diferencas podem ter ocorrido em fun¢do da base utilizada, da
forma como os nimeros sdo armazenados, ou em virtude dos erros cometidos nas
operagoes aritméticas.

O conjunto dos nimeros representaveis em qualquer maquina ¢ finito, e portanto,
discreto, ou seja nao € possivel representar em uma maquina todos os numeros de um
dado intervalo [a,b]. A representagdo de um niimero depende da BASE escolhida e do
nimero maximo de digitos usados na sua representagao.



Qual a base utilizada no nosso dia-a-dia?
Base decimal (Utiliza-se os algarismos: 0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8 ¢9).

Existem outras bases: 8 (base octal), 12, 60, porém, a base utilizada pela maioria dos
computadores € a base binaria, onde se utiliza os algarismos 0 e 1.

Os computadores recebem a informagdo numeérica na base decimal, fazem a conversao
para sua base (a base binaria) e fazem nova conversao para exibir os resultados na base

decimal para o usuario.

Exemplos: (100110), = (38);
(11001), = (25)10

1.2.1 Representagdao de um numero inteiro

Em principio, representacdo de um ntimero inteiro no computador ndo apresenta qualquer
dificuldade. Qualquer computador trabalha internamente com uma base fixa £, onde [

¢ um inteiro > 2 ; e ¢ escolhido como uma poténcia de 2.

Assim dado um numero inteiro x = 0, ele possui uma unica representacao,
n n-1 1 0
x=xdd,, ..d,dd)=xd p" +d B +..+dp +d,[")

onde d, ¢ um digito da base em questio, no caso de uma base binaria d, =1 e d, ,,...,d,
sdo iguais a 1 ou 0 que sdo os digitos da base bindria.

Exemplos:

a) Como seria a representacao do nimero 1100 numa base £ =2
(1100), =1x2° +1x2% +0x2' +0x2°

Portanto (1100), = (1100), .

b) Como seria a representagdo do nimero 1997 em uma base S =107?

1997 =1x10° +9x10* +9x10" +7x10°
Logo, 1997 = (1997),,.-



1.2.2 Representagao de um numero real

Se o numero real x tem parte inteira x,, sua parte fraciondria x¢ = X - X; pode ser escrita

como uma soma de fragdes binarias:
x, =%(b,b, ,..b,bb,) = +(b,B +b,f 7 +.+d, B +d B

Assim o numero real sera representado juntando as partes inteiras e fraciondrias, ou seja,
x=x(a,a, 4 .. aza,ay,b, b, ..byb by)
onde, x possui n+1 algarismos na parte inteira e m+1 algarismos na parte fracionaria.

Exemplo:

a) Como seria a representacao do nimero 39,28 em uma base decimal?

(39,28),, =(3x10' +9x10°) +(2x10™" +8x107?)
(39,28),, =(39,28),,

b) Como seria a representagdo do niimero (14,375),, = (?), em uma base binaria?
(14,375),, =(1110,011),

Precisamos saber fazer a conversao de bases que ¢ o topico seguinte.

1.3 Conversao entre as bases

Conforme dito anteriormente, a maioria dos computadores trabalha na base £, onde S ¢
um inteiro > 2 ; normalmente escolhido como uma poténcia de 2.

1.3.1 Binaria para Decimal

Exemplos:
a) (1101), =1x2° +1x2> +0x2' +1x2° =8+4+0+1=(13),,

b) (11001), =1x2* +1x2° +0x2° +0x2' +1x2° =16+8+0+0+1=(25),,
1.3.2 Decimal para Binaria

Na conversao de um numero escrito em base decimal para uma base binaria sdao
utilizados: o método das divisoes sucessivas para a parte inteira € o método das
multiplicag¢oes sucessivas para conversao da parte fracionaria do nimero em questao.



- Método das divisdes sucessivas (parte inteira do nimero)

a) Divide-se o nimero (inteiro) por 2;
b) Divide-se por 2, o quociente da divisdo anterior;
¢) Repete-se o processo até o ultimo quociente ser igual a 1.

O ntmero binério ¢ entdo formado pela concatenagdo do ultimo quociente com os restos
das divisoes, lidos em sentido inverso.

- Método das multiplicagdes sucessivas (parte fracionaria do nimero)

a) Multiplica-se o nimero (fracionario) por 2;

b) Do resultado, a parte inteira sera o primeiro digito do nimero na base binaria e a parte
fracionaria ¢ novamente multiplicada por 2;

¢) O processo ¢ repetido até que a parte fracionaria do ultimo produto seja igual a zero

Exemplos:
a) (13),, =(?),
Quociente Resto
13/2 6 1 4
6/2 3 0
3/2 1 1
Resultado: (13),, =(1101),
b) (25),, =(?),
Quociente Resto
25/2 12 1 4
12/2 6 0
6/2 3 0
3/2 1 1

Resultado: (25),, =(11001),

¢) (0,375);, = (?),

0,375 0,750 0,500
x 2 J x 2 J x 2
,750 ,500 ,000

(0,375),9=( )2



c) (13,25),, =(?),

Converte-se inicialmente a parte inteira do nimero:

Quociente Resto
13/2 6 1 4
7/2 3 0
3/2 1 1

... em seguida converte-se a parte fracionaria:

(0,25),, =(0,01),

0,25 0,50
X 2 X2
0,50 1,0

Resultado: (13,25),, =(1101,01),

Atenc¢do: Nem todo numero real na base decimal possui uma representagao finita na base
binaria. Tente fazer a conversdao de (0,1),,. Esta situagdo ilustra bem o caso de erro de

arredondamento nos dados.

1.3.3 Exercicios Propostos

Facga as conversdes indicadas abaixo:

a) (100110), =(?),,
b) (1100101), =(?),,
c) (40,28),, =(?),

d) (110,01), =(?)y,
e) (38), =(?),

1.4 Arrredondamento e aritmética de ponto flutuante

Um ntmero ¢ representado, internamente, num computador ou maquina de calcular
através de uma seqiiéncia de impulsos elétricos que indicam dois estados: 0 ou 1, ou seja,
0s numeros sao representados na base bindria.



De uma maneira geral, um numero x ¢ representado na base f por:

d d, d d
x=H L4+ 2+ =4+ L
g g B
onde:
d, - s3o niimeros inteiros contidos no intervalo 0<d, < f-1; i=12,.,¢;
e - representa o expoente de f e assume valores entre / <e < S onde
1, S - sdo, respectivamente, limite inferior e superior para a variagao do expoente;
d d, d, d, |, . . ,
;+F+F+...+—t ¢ a chamada mantissa e ¢ a parte do nimero que representa
seus digitos significativos e ¢t é o numero de digitos significativos do sistema de
representagdao, comumente chamado de precisao da maquina.

Um numero real x no sistema de aritmética de ponto flutuante pode ser escrito também
na forma:

x=%(0,d\d,d,..d,).p*
com d, # 0, pois € o primeiro algarismo significativo de x.

Exemplos:

a) Escrever os numeros reais x, =0.35, x,=-5.172, x,=0.0123, x, =0.0003,
ex; =5391.3 onde estdo todos na base £ =10 em notagdo de um sistema de aritmética de
ponto flutuante.

Solugao:

0.35=(3x10" +5x107%)x10° =0.35x10°

—5.172==(5x10" +1x107% +7x107 +2x107*)x10' =-0.5172x10'
0.0123=(1x10" +2x107 +3x107°)x10™" =0.123x10""

5391.3=(5x10" +3x107% +9x107 +1x10* +3x107°)x10* =0.53913x10*
0.0003=(3x10")x107 =0.3x10~°

b) Considerando agora que estamos diante de uma maquina que utilize apenas trés digitos
significativos e que tenha como limite inferior e superior para o expoente,
respectivamente, -2 ¢ 2, como seriam representados nesta maquina os numeros do
exemplo a)?

Solugdo: Temos entdo para esta maquina r=3, [=-2 e S=-2. Desta forma
—2<e<2.Sendo assim temos:



0.35=0.350x10"

~5.172=-0.517x10'

0.0123=0.123x10""

5391.3=10.53913x10* Nao pode ser representado por esta maquina. Erro de overflow.
0.0003 == 0.3x10~° Nao pode ser representado por esta maquina. Erro de underflow.

Um erro de overflow ocorre quando o nimero ¢ muito grande para ser representado, ja
um erro de underflow ocorre na condicdo contraria, ou seja, quando um numero ¢
pequeno demais para ser representado.

¢) Numa maquina de calcular cujo sistema de representacdao utilizado de base binaria,
considerando que a maquina tenha capacidade para armazenar um numero com dez
digitos significativos, com limites inferior e superior para o expoente de -15 e 15,
respectivamente. Como que € representado o nimero (25); neste sistema ?

1.5 Erros

1.5.1 Erros absoluto, relativo e percentual

Erro absoluto: Diferenga entre o valor exato de um numero x ¢ seu valor aproximado X
obtido a partir de um procedimento numérico.

Em geral apenas x ¢ conhecido, e o que se faz ¢ assumir um limitante superior ou uma
estimativa para o modulo do erro absoluto.

Exemplos:

a) Sabendo-se que 7 =(3,14; 3,15) tomaremos para 7 um valor dentro deste intervalo e
E, <0.01.

teremos, entao, = |7z -7

b) Seja x representado por x =2112,9 de forma que ‘Ea‘ < 0,1 podemos dizer que
xe(2112,8;2113,0).



c) Seja y representado por y =53 de forma que ‘Eav‘<0,1, podemos dizer que
y€(5.2;54)

Temos que os valores para os respectivos erros absolutos nas letras b e ¢ foram idénticos.
Podemos afirmar que os valores de x ey foram representados com a mesma precisao?

O erro absoluto ndo ¢ suficiente para descrever a precisdo de um calculo. Dai a maior
utilizagdo do conceito de erro relativo.

Erro relativo: Erro absoluto dividido pelo valor aproximado.

Erro percentual: € o erro relativo em termos percentuais, ou seja:

E, =E, x100%

Exemplos:

a) Seja x representado por x =2112,9 de forma que < 0,1 podemos dizer que

xe(2112,8:2113,0).

E,

‘E,,Y‘zE—j‘<%§4,7x10'5
A=73 ’

E, =4,7x107.100% = 0,0047%

b) Seja y representado por y =53 de forma que |E, |<0,1, podemos dizer que
y€(5.2;54)
Ell
E, :u<£;0,02
v y 53

E, =0,02.100% = 2%

p
Para valores proximos de 1, os erros absoluto e relativo, tém valores muito proximos.
Entretanto, para valores afastados de 1, podem ocorrer grandes diferencas, ¢ se deve



escolher um critério adequado para podermos avaliar se o erro que esta sendo cometido ¢é
grande ou pequeno.

1.5.2 Exercicios Propostos

1. Suponha que tenhamos um valor aproximado de 0.00004 para um valor exato de
0.00005. Calcular os erros absoluto, relativo e percentual para este caso.

2. Suponha que tenhamos um valor aproximado de 100000 para um valor exato de
101000. Calcular os erros absoluto, relativo e percentual para este caso.

3. Considerando os dois casos acima, onde se obteve uma aproximagdo com maior
precisao? Justifique sua resposta.

1.5.3 Erro de arredondamento e truncamento

Dar a representacdo dos numeros a seguir num sistema de aritmética de ponto flutuante
de trés digitos para =10, [=-4 e S=4

X Representagao por Representagao por
arredondamento truncamento
1,25 0,125x10 0,125x10
10,053 0,101x10° 0,100x10°
-238,15 -0,238x10° -0,238x10°
2,71828 0,272x10 0,271.10
0,000007 Exp< -4 (underflow) Exp < -4 (underflow)
718235,82 Exp > 4 (overflow) Exp > 4 (overflow)

Quando se utiliza o arredondamento os erros cometidos sdo menores que no truncamento,
no entanto o arredondamento requer um maior tempo de execugdo e por esta razdo o
truncamento ¢ mais utilizado. A demonstragdo de que no arredondamento incorremos em
erros menores que no truncamento pode ser encontrada no livro de Céalculo Numérico da
Marcia Ruggiero e Vera Lopes.

1.5.4 Propagacao de erros

Serd mostrado um exemplo que ilustra como os erros descritos anteriormente podem
influenciar no desenvolvimento de um calculo.

Suponhamos que as operagdes indicadas nos itens a) e b) sejam processadas numa
maquina com 4 digitos significativos.

a) (x, +x,)—x
b) x, +(x; —x,)



Fazendo x, =0.3491x10%*e x, =0,2345x10° temos:

a) (x, +x,)—x, =(0,2345.10° +0,3491.10*) — 0,3491.10*
=0.3491.10* = 0,3491.10*
= 0,0000

b) x, + (x, —x,) =0,2345.10° + (0,3491.10* —0,3491.10%)
=0.2345.10° +0,0000
=0,2345

A causa da diferenga nas operagdes anteriores foi um arredondamento que foi feito na
adigdo (x, +x,) do item a), cujo resultado tem oito digitos. Como a maquina sé

armazena 4 digitos, os menos significativos foram desprezados.

Ao se utilizar uma maquina de calcular deve-se estd atento a essas particularidades
causadas pelo erro de arredondamento, ndo s6 na adigdo, mas também nas demais
operacoes.



2 ZEROS DE FUNGOES

2.1 Caracterizagdo Matematica

Conhecida uma fungao f(x).
Determinar o valor x tal que f(x)=0.
Denomina-se X de zero da funcao f(x) ou raiz da equagio f(x)=0.
Solugao analitica:
o Equagoes algébricas (polinomiais) do 1° e 2° graus;
o Certos formatos de equagdes algébricas do 3° e 4° graus;
o Algumas equagdes transcendentais (ndo polinomiais).

2.2 llustragao Através de Alguns Problemas de Engenharia

2.2.1 Equilibrio de Mecanismos

Exemplo:

Mecanica Vetorial para Engenheiros — Estatica

F. P. Beer & E. R. Johnston, Jr.

5% Edigao Revisada — 1994

MAKRON Books do Brasil Editora Ltda

Problema 4.60 (Pagina 254) — Uma haste delgada de comprimento 2R e
peso P esta presa a um cursor em B e apoiada em um cilindro de raio R.
Sabendo que o cursor pode se deslocar livremente ao longo de sua guia
vertical, determine o valor de 6 correspondente ao equilibrio. Despreze o
atrito.

Incégnita: Angulo 6 correspondente ao equilibrio.
Equacéo resultante durante o desenvolvimento da
solucéo:

cos’0=send
Reformatacgao do problema:

cos’0-send=0

Considerando f(6)=cos®0-sen6, a solugdo da
equacgao corresponde ao zero da fungao f(0).




2.2.2 Equilibrio de Corpos Rigidos com Apoio Deformavel

Exemplo: Pértico em L invertido com um apoio flexivel de rotagao.

L/2

Incégnita: Angulo 6 correspondente ao equilibrio.
Equacéo resultante durante o desenvolvimento da solugdo:
(K/PL).6=0,5.cosb+send
Reformatacao do problema:
(K/PL).6-0,5.cos6-sen6=0
Considerando f(8)=(K/PL)6-0,5.cosb-senf, a solugéo da
equacéo corresponde ao zero da funcéo f(0).

2.2.3 Equacgao de Manning

EQUAGAO DE MANNING

Exemplo: Aplicagéo da Equagédo de Manning®™ para verificagéo da
capacidade de vazao de dutos.
) Manual de Hidraulica — J. M. de Azevedo Metto — 39 ed. atualizada — 1998 — Editora Edgard Blicher

A: area molhada
A(h) R: raio hidraulico (&/p)
/" p: perimetro molhado
s: inclinagédo longitudinal do duto
h n: parametro de rugosidade da superficie

A do duto
p(h) k: profundidade do duto

Q: vazdo no duto

Incognita; Profundidade b do duto.
Eguacao envolvida durante o desenvolvimento da solucéo:

Q=[AR* M )in
Reformatacao do problema:
G- (A RW*¥ 5% 1T =0

Considerandao £k =0- (A(}z).R(h)z’B.El’Q)fﬂ, a solucdo da
eguacao corresponde ao zero da funcao f{h).




2.2.4 Equilibrio de Corpos Flutuantes

Exemplo: Aplicagcdo do Principio de Arquimedes para a determinagado do
calado de embarcacdes.

Corpo E(h): empuxo

flutuante

W: peso do corpo

Liquido

Incognita: Profundidade h correspondente ao equilibrio.
Equacao resultante durante o desenvolvimento da solugao:
Ys6lido- VSslido= YLiquido- VLiquido deslocado(F)
Reformatacgéo do problema:
Ysélido- Vsslido~ YLiquido- VLiquido deslocado(f1)=0
Considerando f(h)=ysglido-Vsclido~ YLiquido- YLiquido deslocado(h),
a solucao da equagao corresponde ao zero da fungao f(h).

2.3 Algoritmos de Solugéao
2.3.1 Método Grafico

¢ Utilizar alguma sistematica para o tragado do grafico da fungao estudada.

¢ O intervalo inicial de observagao pode ser criteriosamente definido em
fungéo do entendimento fisico do problema envolvido.

® O zero da fungao corresponde ao ponto de contato do grafico da fungao
com o eixo das abscissas.

® O intervalo de observacao pode ser refinado até se atingir a precisao
desejada.
> ezplot(‘cos(x)"3-sin(x)’,[0 pi/2]), grid > ezplot(‘cos(x)"3-sin(x)’,[0.5 1]), grid
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2.3.2 Métodos a Partir de um Intervalo (Bisseg¢ao e Cordas)

e Pré-requisitos:

o Considere uma fungao f(x) continua dentro de um intervalo [a, b];

o Considere ainda que nos extremos do intervalo [a, b] a fun¢do estudada
apresente sinais contrarios, ou seja, f(a)*f(b)<0.

¢ Resultado:

o Garante-se a existéncia de pelo menos um zero dessa fungdo dentro do

intervalo [a, b].
e Idéia:

o Encontrar um intervalo menor que o intervalo original e que atenda aos pré-
requisitos acima mencionados;

o Repetir o procedimento anterior até que se atinja o critério de tolerancia de
determinacdo do zero da fungao.

e Estratégia de diminui¢ao do intervalo:

o Nenhum cuidado especial ¢ necessario para garantir o primeiro pré-requisito
uma vez que toda funcdo continua em um intervalo, também serd continua em
qualquer subintervalo menor;

o Para garantir que nesse novo intervalo a funcdo continue a apresentar sinais
contrarios, deve-se:

o Escolher um ponto ¢ dentro do intervalo original [a, b];

o Redefinir o novo intervalo substituindo o extremo cujo sinal da fun¢do ¢ o
mesmo que no ponto escolhido.

Y Y=F(X) ~ Y Y=F(X) ~_—~,
f(b) f(b)
Ponto
interior
c f(c)
a
f(c) = b X b
f(a) f(a)
— — Ponto
Zero Zero interior
Como f(a) apresenta o Como f(b) apresenta o
mesmo sinal de f(c) mesmo sinal de f(c)
Novo intervalo: [c, b] Novo intervalo: [a, c]




2.3.3 Método da Bissecao

* A estimativa do zero da fungdo Y=f(X) é feita a partir do ponto médio do
intervalo analisado.

» Se o valor estimado nao atender a tolerancia estabelecida para o problema, ou
seja, |f(ze)|>tol, redefine-se o intervalo de estudo, repetindo-se a estratégia até
que a tolerancia seja verificada.

Y Y=H(X) ~—,
f(b)
Equacao de recorréncia:
se — a+b

f(ze) a, -/e « )

fa) z ze b

S —

- /\f { Zero

Zero estimado

2.3.4 Método das Cordas

* O método das cordas fundamenta-se no fato de que, geralmente, o zero da
fungao vai estar localizado o mais préximo do extremo do intervalo onde a fungao
apresenta o menor valor em médulo.

* A estimativa do zero da fungdo Y=f(X) é feita a partir da reta secante que une
os pares extremos (a,f(a)) e (b,f(b)) do intervalo analisado.

* O ponto em que essa reta secante intercepta o eixo das abscissas corresponde
a estimativa do zero da funcgao.

» Se o valor estimado ndo atender a tolerancia estabelecida para o problema, ou
seja, |f(ze)|>tol, redefine-se o intervalo de estudo, repetindo-se a estratégia até
que a tolerancia seja verificada.

Y V=)~ Equacéao de recorréncia:
* Pela semelhanca dos triangulos
f(b) retangulos destacad fi :
Zero Reta gulos destacados na figura:
estimado secante
2 —f(a) _ f(b)
a ze X ze—a b-ze
L= X, " | _a-f()=b-f(a)
/ .. - _
Zero f(b) f(a)




2.3.5 Método de Newton

* A estimativa do zero da fungéo Y=f(X) é feita a partir da reta tangente
a fungao em um ponto de partida.
» O ponto em que essa reta tangente intercepta o eixo das abscissas
corresponde a estimativa do zero da fungao.

» Se o valor estimado nao atender a tolerancia estabelecida para o
problema, ou seja, |f(ze)|>tol, repete-se 0 esquema até que a mesma

seja verificada.

Reta

Y Y=f(X)— ;- tangente
0 = arctan (f'(a))
f(a)
f(ze) Lo
/./ X
z ze a
- /\f { Ponto de

Zero

Zero
estimado

partida

Equacao de recorréncia:

Para o triangulo retangulo
destacado na figura:

tan(0) = f'(a) = f(a)

f (a)
f'(a)

“|ze=a—




3 SOLUGAO DE SISTEMAS DE EQUAGOES LINEARES

3.1 Caracterizagcdo Matematica

fyq Xy T Gyp%5 + -+ Qy,x, = by
fqXq T Oy Xy + =+ Ay, X, = by

=

ﬂ'mixi + ﬂ‘mﬂxﬁ + + ﬂ'mnxn = bm
onde

a;j sdo os coeficientes;

® X;sdo as variaveis;

® bjsdoasconstantes,talque 1l < i<mel=<j<n.

3.2 Notacao Matricial

ﬂ.n ﬁlﬂ wn ﬂ-in .’-1'1 bl
@21 @zz - Qg Xz b,
Qg oo a x b
m m2 mudg v n ndy e md 1
Ax=
onde

® A ¢ amatriz dos coeficientes;
® x ¢ o vetor de incognitas;

® b é o vetor de constantes.

3.3 Classificagao quanto a solugao



Possivel Impossivel

= Determinado

Indeterminado

3.3.1 Sistema Possivel ou Compativel

® Admite solucdo.

3.3.1.1 Sistema Possivel e Determinado
® Possui uma unica solugao;
® O determinante de A deve ser diferente de zero;

® Se b for um vetor nulo (constantes nulas), a solu¢ao do sistema sera a solu¢ao
trivial, ou seja, o vetor X também sera nulo.

3.3.1.2 Sistema Possivel e Indeterminado
® Possui infinitas solugdes;
[ ]

O determinante de A deve ser nulo;

® O vetor de constantes B deve ser nulo ou multiplo de uma coluna de A.

3.3.2 Sistema Impossivel ou Incompativel
® Nao possui solugdo;
® O determinante de A deve ser nulo;

® O vetor B ndo pode ser nulo ou multiplo de alguma coluna de A.

3.4 llustragdo com Problemas de Engenharia

3.4.1 Método da Rigidez



Objetivo: Aplicar a analise matricial de estruturas para calcular
0s deslocamentos, as reacdes de apoio e 05 esforcos
internos solicitantes em uma dada estrutura.

. NP N Pa
[\}; Graus de liberdade
Modelo de | | . dos nds da estrutura
4 " Il I rd N
cqfculo deum | ([ - P
portico plano

—-

Incognitas: Valores dos deslocamentos (translaces e rotacdes)
correspondentes aos graus de liberdade dos nos da estrutura.
Sistema de equacdes lineares resultante do método da rigidez:

[Ka}= £

Matriz dos coeficientes (Matriz de rigidez da estrutura):
* Funcéo de parametros geometricos e do material
Vetor das constantes (\Vetor de forcas nodais):
* Funcéo de parametros geométricos, do material e das
solicitacbes

3.4.2 Circuitos Elétricos

Exemplo: Aplicac&o das Leis de Kirchhoff das Tensdes
e das Correntes para a determinacdo das correntes nos
circuitos elétricos CC.

Incognitas: Correntes iy, I, e I, passando pelos varios
trechos do circuito.

Equacdes resultantes da aplicacdo da Lei de Kirchhoff das
Tensdes:
Ciclol:V,-Rji,—R;i,=0e Ciclo2:V,-R 4, +R;i,—R,1, =0

Equacéo resultante da aplicacdo da Lei de Kirchhoff das
| Correntes:




3.4.3 Interpolagao

Objetivo: A partir de um conjunto de pares de dados discretos {ex tempo
vs. intensidade de chuva, carga vs. deslocamento, stc), encontrar o
polinémio interpolador que permita fazer estimativas para outros dados.

Ya

Vs Polinémio interpolad or:

¥3

3

V(X) = ¢y + €% + €X° + ¢

Vi
¥

|

= » X

Xy

Incégnitas: Coeficientes ¢q, €4, C; € €5 do polindmio interpolador.
Sistema de equacdes lineares (notacao matricial) resultante da imposicao
que os pares de dados pertengam ao polindmio em questio:

— — 2 _3' o
1 x5 % % r‘:n ¥
= =2 =3 _
v ; 1 x;, x° X |19 v,
vix;)=v;,parai=1.4= L= 22 2ollel"Ts }
X3 X3 X3 ([ V3
- 2 3 _
1 X, X7 X €5 ¥

3.5 Classificacao dos Métodos de Solugao de Sistemas de
Equacoées Lineares




3.51

Métodos Diretos

Sao aqueles que conduzem a solugdo, exata a menos de erros de arredondamento
introduzidos pela maquina, apés um niimero finito de passos;

Ax=b—=x=A4A"1p

3.5.2

Pertencem a esta classe todos os métodos estudados no 1° e 2° graus. No entanto,
esses métodos nao sdo usados em problemas praticos quando o nimero de
equagoes ¢ elevado, pois apresentam problemas de desempenho;

Surge entdo, a necessidade de utilizar técnicas mais avancadas e eficientes como:
Metodo de Eliminacdo de Gauss e Método de Gauss-Jordan.

Métodos Indiretos (lterativos)

Sdo aqueles que se baseiam na construg¢do de seqiiéncias de aproximacdes. A cada
passo, os valores calculados anteriormente sao utilizados para reforgar a
aproximagao.

Ax=b—=x,,,=x,+d

O resultado obtido ¢ aproximado;

Geralmente sao utilizados os seguintes critérios de parada para as iteragdes:
Limitagdo no numero de iteragoes e Determinagdo de uma tolerancia para a
exatiddo da solucdo;

Podem ndo convergir para a solucdo exata;
Podem ser inviaveis quando o sistema ¢ muito grande ou mal-condicionado;
Exemplos de Métodos Iterativos: Meétodos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel.

3.6 Métodos Diretos
Ax=2b

® Para sistemas lineares possiveis e determinados de dimensdo n x n, o vetor solugado, x,
¢ dado por:
x=A"1h

No entanto, calcular explicitamente a inversa de uma matriz nao ¢ aconselhavel
devido a quantidade de operagdes envolvidas.



3.6.1 Método da Eliminacao de Gauss

®* Evita o calculo da inversa de A;

® A solugdo usando o Método da Eliminagdo de Gauss consiste em duas etapas:

a) Transformagdo do sistema original num sistema equivalente

usando uma matriz triangular superior (Escalonamento);
b) Resolugdo deste sistema equivalente.

Por questoes didaticas, a resolucao do sistema equivalente sera mostrada antes do
escalonamento do sistema.

3.6.1.1 Resolugao do Sistema Equivalente

Exemplo:
3x, +2x, +4x =1 |—3[
+lx, +_E:rr, =2 = x={+5
a0 o]
—8x,=0 ~

Tendo o sistema escalonado n x n, torna-se simples a obtencao da solugao;
Calcula-se inicialmente o x3 pela tltima equagao;
Depois, utiliza-se o valor de x3 na 2* equagao para obter o valor de x;

Em seguida, faz-se uso dos valores ja conhecidos de x; e x3 na 1* equacdo para
computar xj.

De forma geral, temos:

a;x; +appx, +aggxg;+ . tagx, =b
0 QyaXy +@yzxz+ ... +a,,x, =b,
0 0 Qgxy + .. +ag,x, = b,
0 0 0 a,.x =b

nnTn T



Algoritmo para resolugdo do sistema equivalente

x?‘! = b?‘! lfﬂ.?‘!?‘!
Para i=(n-1),...,1
==10
Para j=(i+l),....,n
s=s5ta;x;

L
x; = (b; —s)/ay
Fim
Fim
3.6.1.1Escalonamento

(b=l 7>

(x]-

Percorre-se os elementos abaixo da diagonal principal, transformando-os, através de
operacgdes elementares, em termos nulos, e garantindo que os elementos que ja foram

transformados anteriormente ndo mais sejam modificados.

91 gz e Gy Xy by
gy Gz - gy X | bs
By tya e Dy Xm b
= nxn nxl |
= = = e =
@q9 g e Oy 1 by
0 ai, .. ai Xq b:
— 22 2n = — 2
= x =
0 0 Qnn nxn Rlnxil b” nx 1

Operagoes Elementares

a) Permutar duas equagdes do sistema;

b) Multiplicar uma das equagdes do sistema por um nimero real ndo nulo;



¢) Somar a uma das equagdes do sistema uma outra equagao desse sistema
multiplicada por um niimero real;

A aplicagdo de operacdes elementares ao sistema em questdo garante que 0 novo
sistema sera equivalente ao original.

3.6.1.2 Escalonamento sem pivoteamento

Exemplo:

2x+v+3z+4w=17
Xx+4y+2z+w=9

3x+2y+z+4w=20

2x+2y+3z+w=9

201 3 4 FW
A_-l 4 2 1 52492.
1321 4 20
12 2 31 9




13 4 17 Pivo:a,
4 2 1 JQ
b=+ 1,
2 1 4 20 m, =—
] a.
2 3 1 19
L=L—-Lm,
21 3 47 177
0 35 05 -1 0.5]
A= b= !
131 2 1 4 20
12 2 3 1] 9
L =L —Lm,
21 3 47 (17 )
0 35 05 -1 1 0.5 ]
b= -
0 05 -35 -2 —5.5
2 3 1] |09
L =L —-Lm,
2 1 3 4] (17 ]
0 35 05 -1} - 0.5 h
0 05 —35 -2  |-55
0 1 0 -3 -8




2 f Pivo :a
0 35 05 —1| 4= 0.5
A= - —H_S < _ﬁ
0105 -35 -2 m, . mn,
_0 ]_ O _3_. _8 fe]
L=L—-Lm,

21 3 4 7 17
035 05 1) ) 05 |
“T0 0 -3571 -1857 -5.571

o1 o0 3 -8

L=L—-Lm,

2 1 3 4 (17 l
|0 35 05 1 b:_{' 05 |
10 0 —3.571 -1.857 ~5.571

0 0 -0143 -2714 (—8.143)

Etapa 3:
21 3 4T (17 L
Pivo:a
L0035 05 | os
[0 0 -3.571 -1857 —5.5?1] m, =G
[0 0 —2714]  [-8.143f a,
L" = L4 _‘LSH?-B

2 1 3 47 [ 17

035 05 -1 | | 05
A= b:el _

0 0 -3571 -1857 _5.571

00 0 -264] ~792




Algoritmo para escalonamento do sistema

Para j=1,...,(n-1)
Para i=(j+1),...,n
m = a; '}' a;;
Para k=1,..n
Qg = Qg — M=l
Fim
b, =b;, — m=b;
Fim
Fim

3.6.1.3 Escalonamento com pivoteamento

Exemplo:
[5x+10y+z-2w=-5
| 4x+8y+2z—-w=3
] 10x+5y+3z+w=0
[ 2x+y+z+2w=12
5 10 1 -2 =3
408 2 -1 ,_ 3
e ] — =
10 5 3 1 9
2 1 1 2! 12
Etapa 1:
T5 10 1 —2] —5] Pivo:a,

8 2 1| ,_)3| a, a,
4= =1 m,=-—=2 m ==
5 3 : "

1 1 2] 12
L: = L: - lez'.
5 10 1 =27 —5]
0O 0 12 0.6 !"
A= b=
10 301 9‘
2] -1 1 2 112

Evitar que os piv0s usados no escalonamento sejam nulos.

s



[0 —-15 1 5 10
-1 1 2| “2‘
L4=L4_£1nj+1
5 10 1 -2 -5
| . | 7

lo @ 12 06 -
0 —-15 1 5 19‘
0 -5 06 2.8 | 14

Critério: buscar linha com maior coeficiente em modulo.

Trocar a segunda pela terceira linha:

5 10 1 —2—| o 5“]
0 0 1.2 0.6 7 |
A= b= L
_D -5 0.6 E.SJ 14 |
5 10 1 —E—I o 5“]
0o —-15 1 51 19 |
A= h=- \
0 0 1.2 0.6 7 |
_D -5 0.6 E.EJ 14 |

Continuar escalonando ...

Observagao:

O pivoteamento pode ser empregado com o objetivo de minimizar os erros de
arredondamento e truncamento quando a matriz dos coeficientes A ndo for
diagonalmente predominante. Antes do escalonamento de uma dada coluna, procura-se
colocar como pivé o maior elemento em moddulo de todos aqueles da diagonal principal
para baixo.



Resumindo:
Escalonamento sem pivoteamento

* Repetir da primeira até a pentltima coluna;

* Repetir para as linhas abaixo da diagonal principal;

* Aplicar operagao elementar com o objetivo de zerar o elemento
da linha corrente abaixo da diagonal principal;

« Alterar linha da matriz dos coeficientes;

* Alterar linha do vetor das constantes.

Escalonamento com pivoteamento

* Repetir da primeira até a pentltima coluna;
* Verificar a necessidade de se fazer o pivoteamento;
* Procurar uma linha adequada;
* No caso de encontrar, fazer a permuta das linhas;
« Verificar a necessidade de se fazer o escalonamento da coluna corrente;
* Repetir para as linhas abaixo da diagonal principal;
* Aplicar operagao elementar com o objetivo de zerar o elemento
da linha corrente abaixo da diagonal principal;
« Alterar linha da matriz dos coeficientes;
* Alterar linha do vetor das constantes.

3.7 Métodos lterativos

oA k . . o e e 0
Geram uma seqiiéncia de vetores {x/}", a partir de uma aproximagao inicial {x}! . Sob
certas condi¢des essa seqliéncia converge para a solugdo, caso ela exista.

Seja o sistema linear Ax=b, onde:
*  A: matriz dos coeficientes, nxn;
e b: vetor de termos constantes, nx/;
* x: vetor de incognitas, nx1.

Esse sistema ¢ convertido, de alguma forma, em um sistema do tipo x = Cx + g, onde:

e (C éuma matriz nxn;
* géum vetor nx/.

. . ~ e . 0 , .
Partindo de uma aproximagao inicial x’, construimos consecutivamente os vetores:

x'=Cx"+ g x*=Cx'+ g X =Cx*+ g X =Cx* + g



Costuma-se adotar como critério de parada para os métodos iterativos os seguintes testes:

«  x"seja suficiente proximo de x*!
. « A . k k-1 . A .
(ou seja, distancia entre X' e X seja menor que uma dada tolerancia);
¢ Numero maximo de iteracgoes.

3.7.1 Método de Gauss-Jacobi

Idéia principal:

Cada coordenada do vetor correspondente a nova aproximacgdo ¢ calculada a partir da

respectiva equagdo do sistema, utilizando-se as demais coordenadas
aproximagao da iteragdo anterior.

De forma genérica tem-se o sistema n x n abaixo:

a,x, +anx, +agx; - +a,x, =bh
ay X, +apXx, +apx; - +ay,x, =b,
ayX,  apX, +apx; 0 ta,x, =b
anlxl an2x2 an3x3 o + ann'xn = bn

onde a0, i=1,..,1mn.

Pode-se entdo, isolar os termos do vetor de incognitas x, da seguinte forma:

_ by —@ay;x; —Q3%3 — T Qg%
X, =
1y
_ by —@31%) — QX3 — .7 g, X,
X, =
s
bn T g Xy T X — T Opn-1)%n
X, =
a

r 7 b
—dp a, —L
0 a
ap ay b“
ay 0 a, -2
C= g8=3a
ay dy 2
B anl B anz 0 bVl
L a,, a,, ] nn

do vetor



Entdo, pode-se calcular o vetor solucdo para cada iteragao k, como sendo:
xl:k:l =r x':k_lj + g

Ou generalizando para os termos X; do vetor solu¢do de uma iteragao k:

n
_ (k1)
b, E a,x;
J

) = A ,parai=1,...,n
Exemplo:
31 1|x 7
1 4 2Kx,y=¢4
0 2 5||x 5
0
0 _
Chute nicial — &1 =10
0
Calculando a matriz C e o vetor g, obtém-se:
o -1 I
3 7
c=|=t o =2 3
g=11
0 -2 0 1
L 5 ]
Pode-se entdo calcular o vetor x para as iteragoes:
_ RENEE
0 — — 7 7
a m L
x » 3 _32 3 x 3
X, =l— 0 — +91p = <X, =<1
4 4
X, -2 0 1 X3 1
L 5 ]
. -1 -1 (5]
@ 9 3 77 ® | 3
. 1 _213 3 & 1
x, = — —ZRTb+<1 X, p =4 —
4 5 4 . 1 12
—_ X
= 0o = 0 > 3
5 v 5 .




Os resultados obtidos para as iteragdes estdo dispostos na tabela a seguir:

5 (k)
Iteracao {x}
1 2.3333 1.0000 1.0000
2 1.6667 -0.0833 0.6000
3 2.1611 0.2833 1.0333
4 1.8944 -0.0569 0.8867
5 2.0568 0.0831 1.0228
6 1.9647 -0.0256 0.9668
7 2.0196 0.0254 1.0102
8 1.9881 -0.0100 0.9898

Solugdo exata 2.0000 0.0000 1.0000

Observa-se que quanto mais iteragdes forem realizadas, mais proéximo estara o vetor x da
solucdo exata do sistema linear.

Algoritmo

Enquanto
® dist > tolerancia

® nite <nimero maximo de iteragdes.
entao:
nite = nite + 1
Para i=1,...n
S = bi
Para j=1,...n
Se i for diferente de j
s =s—ajj * X0

Fim
Fim
Xi = s/ dii
Fim
dist = norma(x-x0)
x0=x

Fim



3.7.2 Método de Gauss-Seidel

Idéia principal:

Cada coordenada do vetor correspondente a nova aproximacgdo ¢ calculada a partir da
respectiva equacao do sistema, utilizando-se as coordenadas do vetor aproximagdo da
iteracdo anterior, quando essas ainda ndo foram calculadas na iteragdo corrente, e as

coordenadas do vetor aproximagao da iteracdo corrente, no caso contrario.

De forma genérica tem-se o sistema n X n abaixo:

ayx, +apx, +apx; o +a,x, =b
ayX, +apXx, +apx; - +a,x, =b,
ayX,  apX, +apx; o +a,x, =b
anl'xl an2x2 an3x3 T + arm‘xn = bn

onde a #0,i=1,..,n

Isolando x, através da separagao pela diagonal, conforme foi feito no método anterior:

-

1
%= (b - ay% - ayxy -,
1
1 [ ’
1%y = (b —anX —agxs —...—ayx,) lteragao
D2 . corrente
1 [ T >
Xn = _(bn gt — Xy e amxn)
L aﬁﬁ
Numa dada iteracao (k), ao calcular-se x;, ainda ndo se tem posse dos demais valores do
vetor solugdo do sistema (X», X3, .., Xp). Por esse motivo, utiliza-se valores do vetor

~ . ~ . K
solugdo da iteragdo (k-1). Ja para os outros elementos de x*, pode-se fazer uso de valores
jé calculados na iteragdo corrente, por exemplo, ao calcular-se X, ja se conhece
previamente o valor de x;, € ao calcular-se x3, ja se conhece os valores de x; € X».

Este fato constitui a principal diferenca entre os métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel.

Generalizando, para uma iteracdo (k) qualquer, um elemento i do vetor do vetor solugdo
pode ser representado da seguinte forma:

—_

= n
k) (k-1)
b =2 a;x) = ¥ ax;
= =]

,parai=1,....n




Exemplo:

31 1|[x) [7
1 4 2[kx, =44
0 2 S|lx, |5

0

©) _
Chute inicial —> &} =10

Estimativas para a primeira iteracao:

xél) = %(4 —lxl1 - 2x2)

Os resultados obtidos para as iteracdes estdao dispostos na tabela a seguir.

Note que para o mesmo sistema linear ¢ para um mesmo chute inicial, o método de
Gauss-Seidel tende a convergir para a resposta exata do sistema numa quantidade menor
de iteragdes que o método de Gauss-Jacobi. Isto ocorre porque como vimos, o método de
Gauss-Seidel faz uso de elementos do proprio vetor solugdo da iteragdo corrente para

atualizar sua estimativa.

xlm = %(7 —lxg - lx;])

x 2%(5—0x11 —2x;):

m|m5|mw|\l

0

~ (k)
Iteracao {x}
1 2.3333 0.4167 0.8333
2 1.9167 0.1042 0.9583
3 1.9792 0.0260 0.9896
4 1.9948 0.0065 0.9974
5 1.9987 0.0016 0.9993
6 1.9997 0.0004 0.9998
7 1.9999 0.0001 1.0000
Solucao exata 2.0000 0.0000 1.0000

Observa-se também que quanto mais iteracdes forem realizadas, mais préximo estara o

vetor x da solucdo exata do sistema linear em questao.



Algoritmo

Enquanto
¢ dist > tolerancia
® nite <nimero maximo de iteragdes.

entio:
nite = nite + 1
Para i=1,...n
So = bi
s;=0;
Para j=1,...,(i-1)
So = So — aij*xj
Fim
Para j=(i+l),....,n
S1 = S1 — aij*XOj
Fim
Xi = (sots1)/aj
Fim
dist = norma(x-x0)
x0=x
Fim

3.7.3 Condigao de suficiéncia para a convergéncia
dos métodos iterativos

Ao se utilizar um método iterativo para solucionar um sistema de equagdes lineares deve
tomar cuidado pois, dependendo do sistema em questao, e da estimativa inicial escolhida,
o método pode nao convergir para a solug¢do do sistema.

Existem, porém, alguns critérios para verificar a convergéncia de um método iterativo.
Basta atender a pelo menos um deles para que a convergéncia ocorra independentemente
da aproximacao inicial escolhida.

Nesses critérios sao calculados valores os, onde 1 = s = n. A condicdo de convergéncia

¢ que o valor maximo de todos os a5 deve ser inferior a 1.

3.7.3.1 Critério das linhas

Os valores de a5 sdo calculados conforme a equagdo abaixo:




3.7.3.2 Critério das colunas
Os valores de a5 sdo calculados conforme a equagdo abaixo:

3.7.3.3 Critério de Sassenfeld

Onde o valor de a; ¢ calculado da mesma forma que o a; do critério das linhas:

|+,

|"11|

a,

E os demais oy sdo calculados utilizando os valores ja calculados de as:

+...+[a,

o = |asl|al +... ass—l as—l + ass+l

N

a

A

Exemplo:

Utilizando o critério das linhas, verificar se o sistema com matriz dos coeficientes A
abaixo garante condi¢ao de convergéncia para os métodos iterativos.

0 2 1
A=|1 5
2 3 10
_241_3 634
10 10
1+1 2
=—=—-=04<«1
“=75 73
2
_253.5 s
10 10

{Eaj; @, =0.5<1| —— Garantia de convergéncia
285,

Verifica-se entdo que independentemente do chute inicial para o vetor solugio x°, ao
utilizar um método iterativo para resolver um sistema linear com matriz dos coeficientes
igual a apresentada acima, ird se convergir para a solugdo exata do sistema.



4 INTERPOLAGAO

Interpolar uma fun¢do f(x) consiste em aproximar essa fungao por uma outra func¢ao p(x)
que satisfaca algumas propriedades. Em geral, a interpolacdo de funcdes ¢ usada nas
seguintes situacdes:

® Sao conhecidos valores numéricos da funcao f(x) em alguns pontos discretos de x
e deseja-se obter valores de f{x) em pontos desconhecidos, mas dentro do limite
avaliado;

®* Quando uma determinada funcdo f{x) possui os operadores de diferenciagdo e
integracao muito complexos;

® Na solucdo numérica de equagdes diferenciais usando o método das diferencas
finitas e o método dos elementos finitos.

Considere n pontos distintos (x/,fix1)), (x2,fix2)), ..., (xn,f(xn)).
O objetivo € encontrar uma fungao interpolante p(x), tal que:
p(xk) = flxk), k=1,..,n

p(x1) = f(x1)
p(x2) = f(x2)

p(xn) = f(xn)

As principais técnicas de interpolag@o utilizadas atualmente sdo baseadas em polindmios
(ou seja, p(x) ¢ uma fun¢ao polinomial).

O grafico abaixo representa uma fungao interpoladora para os pontos (1,1), (2,3), (3,5) e
(4,3). Note que a curva intercepta todos os pontos fornecidos.




4.1 Métodos Numéricos para Interpolagcao

Dados n pontos distintos (x/,f(x1)), (x2,f(x2)), ..., (xn,f(xn)), deseja-se aproximar f{x) por
um polindmio p(x) de grau menor ou igual a (n-1).

Suponha que vocé tenha dois pontos distintos (n=2), entdo, o melhor polindmio que
interpola esses dois pontos serd uma reta, ou seja, um polindmio de grau 1. Da mesma
forma, dados 3 pontos distintos, o melhor polindmio serd uma parabola. Caso vocé
forneca, por exemplo, 3 pontos (n=3) que pertengam a uma reta, o polindmio interpolador
ainda sim sera tera grau 1, ou seja, grau menor que (n-1).

4.1.1 Método de Vandermonde

Considerando a condigdo basica para a interpolagao:
flxk) = plxk), k=1,..,n

e o fato de que o polindmio interpolador terd, no maximo, grau (n-1), temos que o
polindmio interpolador assumira a seguinte forma:

— 2 n—1
plx) = a; + a,x + azx*+ - +a,x

Entdo, obter o polindmio p(x), significa encontrar os coeficientes a,, ..., a, de forma que
p(xk) = f(xk), para k=1,...,n.

Desse modo:

a; +a,x; +azxi+ . +a,x} = f(x)
a; + a,x; +azxi+ . +a,xit = f(x,)

2 -1 _
a; + a;xg+azxg + .. ta,xg - = f(xg)
a, + a,x, +azxi + .. +a,xit=f(x,)
Obtém um sistema de equagdes lineares, com n equagodes € n incognitas.

Escrevendo o sistema acima na notagao matricial, tem-se:

Ax=b
0 .1 .2 .3 —1q 7817 [F(x)]
x] x; x] xi .. xf aj f([xlg
xs  x; ox3 x3 . xF1 - :
2 X2 Xz X3 2 a; £xs)
0 .1 .2 .3 n—1 =
X3 X3 X3 X3 X3 fy flxs)
SR N R R W R P




A matriz A ¢ a chamada matriz de Vandermonde e desde que os valores de x/, x2, ..., xn
sejam distintos, o determinante de A ¢ diferente de zero, e entdo, o sistema apresenta
solucdo unica. Entdo, para encontrar o polindmio interpolador de uma série de n pontos
distintos conhecidos, basta encontrar a solu¢do do sistema linear acima, assunto tratado
no capitulo anterior.

Exemplo:

Encontrar o polindmio de grau 2 que interpola os pontos da tabela abaixo:

-1 4
0 1
2 -1

Solucéo:
p(x) = a, + a;x + ax?

plxy)=f(x) »a,—a, +a; =4

p(x)= flx,) = a, =1
plxz) = flxg) = ay+ 2a; + 4a; = —1

1 -1 1 4
H=[1 0 l]], b= 1]
—1

1 2 4

Resolvendo o sistema:
1
a) |7 7 2
x=|a;{=] 3| = pla)=1—-——x+-x°
(e 2 3 3
3

** Obs: A matriz dos coeficientes A (Matriz de Vandermonde) pode estar mal
condicionada, neste caso, tal método ndo é recomendado.

Algoritmo:

Para i=1,...n
Para j=1,...,n
Aij =xi"(j-1)
Fim
Fim
a=A". {y}



4.1.2 Método de Lagrange

Seja p(x) um polindmio com grau (n-1) que interpola fem x/, x2, ..., xn.
Entdo, podemos representar p(x) na forma:

p(x) = flx1)L(x) + f(x2)Ly(x) + .. + fan)L,(x)

ou

p(x) = ) FEILG)

A equacdo mostrada acima € o chamado Polinémio de Lagrange, onde

n

x —xk
Li(xj - 1_[ xi —xk

k=1lk=i

Vamos tomar como exemplo um polinomio quadratico (n=3), entdo:

= x—xk _ (x — x2)(x — x3)

xi—xk  (x1—x2)(x1—x3)

L1[x) =

k=1k=1

x—xk  (x—x1)(x— x3)

Ll xi—xk ™ (x2—x1)(x2—x3
Ll xi—x (22 —x1)(x2 — x3)

L:(x) =

3

_ :C—xk_ (x — x1)(x — x2)
L= || e

k=1.k=3
E desse modo:

plx) = flx)Ly(x) + F(x2)L,(x) + f(x3)L3(x)

Exemplo:

Encontre o polinomio de grau 2 que interpole o seguinte conjunto de pontos

<




Solugao:
Polindmio adotado de grau 2, entdo n=3, logo:
p(x) = flxL)Ly(x) + F(x2)L,(x) + fF(x3)Ly(x)

(x—0)(x—2) x*-2x

LW =Ty iy - 3

(= (-D))(x—-2) xP-x-2
La(e) = (0-(-1))(0-2) -2
L) = [x — (—1])(:(—0] :xz + x

(2-(-1))z-0) 6

Entdo, o polindmio interpolador de Lagrange é:

x?—2x —x?+x+2 x*+x
+1 -1

=4
pl(x) 3 > c

8x?—16x—3x*+3x+6—x? —x
6

p(x) =

() =2x—Zx+1
plx) =gx"—ox

Algoritmo:
p=0
Para i=1,...,n
s=1
Para k=1,..,n
Se k for diferente de i
s =s * (x-xk)/(xi-xk)
Fim
Fim

p=p + f(xi)*s
Fim



4.1.3 Método de Newton

A formula de Newton ¢ dada por:

plx) =d, +d,(x— x1) + dy(x — x1)(x— x2) + -
+d, (x —x1)(x— x2) .. (x — x,,_4)

onde di sdo os operadores diferengas divididas entre os pontos (x/,f(x1)),...,(xn,f(xn)).
Esses operadores sdao dados por:

d; = flxi] = f(x1)

[x2] - f[x1] _ f(x2) = F(x1)

d, = flx1,x2] = !

A —rxl A —xl
flx3l - flx2]  flx2] - flx1]
dy = flxl,x2,x3] = f[lexx?:i[l.'Il,xE] _ 13 —xzﬂ_ﬂxz—ﬂ

flx2,x3, .., 2, ] — f[x1,x2,..,x,,_4]

d, = flx1,x2,..,x,_4,x,] = x —x1

Desse modo:

p(x) =

flx1)+

flxl,x2)(x— x1) +

Flaet, 22,23 (x — x1) (x— x2) +

vt

flel, x2, o xn] (e — x1) (x — x2) (x — 2,y

Exemplo:

Encontrar o polindomio de grau 2 que interpole o seguinte conjunto de pontos:

<
—




Solugao:

Grau do polindomio =2, logo n=3
Polindmio adotado:

p(x) = flx1] + Flx1,x2] (x — x1) + flx1,x2, 23] (x — x1) (x — x2)
Calculando os operadores diferengas dividas:

flx1] = f(x1) =4

fl2) - 1] _ fG2)—f(x1) _ 1—4

fhea2l = x2—x1 x2—x1  0—-(-1)
f(x3) — f(x2)
Flx1,x2,x3] = Flx2,x3] — flx1,x2] _ =3 =3 —f[xl,xz]
*¥3 —x1 3 — 21
—-1-1
5—p —(—3) 2
_2-0 2

= flx1,x2,x3] = (D) =3

Entdo, tem-se o Polindmio de Newton:

p(x) = 4—3(x— [—1])+§[x— (—1))x=4—-3(x+ 1]+§x[x+1]

2 ,
— plx) =§x‘—§x+ 1

Algoritmo:

D = matriz nula nxn
1* coluna de D = {y}
Para j=2,...n
Para i=j,...,n
di,j = (di,j-1 — di-1,j-1)/(xi — xi-j+1)

Fim
Fim
p=0
Para i=1,..,n
s=1

Para j=1,...,(i-1)
s=s* (x-xj)

Fim

p=p ts*dii



Fim

** Obs: Note que para cada método numérico de interpolagdo apresentado utilizou-se o
mesmo exemplo e como resposta para todos os casos foi obtido o mesmo polindomio
interpolador.

5 AJUSTE

Dado um conjunto de pontos, no ajuste ou aproximagao tenta-se encontrar uma fung¢ao
p(x) que melhor aproxime esses pontos. Aqui, ndo existe a necessidade da funcao passar
pelos pontos conhecidos.

Em geral, usa-se aproximacao de fungdes nas seguintes situacoes:

e Quando se desejar extrapolar ou fazer previsdes em regides fora do intervalo
considerado;

¢ Quando os dados tabelados sdo resultados de experimentos, onde erros na
obten¢ao destes resultados podem influenciar a sua qualidade.

Considere uma tabela de m pontos (x1, f(x1)), (x2, f(x2)), ..., (xm, f(xn)) com xI, x2, ...,
xm pertencentes a um intervalo /a,b]. Deseja-se encontrar uma funcao g(x) = algl(x) +
a2g2(x) + ... + angn(x) que melhor ajuste esses pontos. Ou seja, determinar a fungdo g(x)
que mais se aproxime de f{x).

Diz-se que este ¢ um modelo matematico linear porque os coeficientes a determinar
aparecem linearmente, embora as funcdes g/(x), g2(x), ..., gn(x) possam ser funcdes nao
lineares de x como, por exemplo, g/(x) = ex, g2(x) = 1+x2, etc.

Problema: Como escolher as fun¢des gl(x), g2(x), ..., gn(x)?

A escolha das fungdes pode ser feita observando o grafico dos pontos tabelados ou
baseando-se em fundamentos tedricos dos experimentos que forneceu a tabela.

4 fx)

g,(x) = @

'

q(x) = a,x?




Exemplo:

Experiéncia onde foram medidos valores de corrente elétrica que passa por uma
resisténcia submetida a varias tensoes.

3 fx)

Teoria: V=Ri

N g(i) =i
\

q(x) = ai

| ]
L
>

5.1 Método dos Minimos Quadrados

O Método dos Minimos Quadrados ¢ um método bastante utilizado para ajustar uma
determinada quantidade de pontos. Sua deducdo sera mostrada a seguir.

Considere dados m pontos (xI, f(x1)), (x2, f(x2)), ..., (xm, f(xm)) e as n fungdes gl(x),
g2(x), ..., gn(x) escolhidas de alguma forma. Considere que o numero de pontos tabelados
m ¢ sempre maior ou igual ao numero de funcdes escolhidas #n (ou ao numero de
coeficientes a determinar ai).

O objetivo ¢ encontrar os coeficientes al, a2, ..., an tais que a funcdo g(x) = algl(x) +
a2g2(x) + ... + angn(x) se aproxime ao maximo de f{x). Seja dk = f(xk) — q(xk) o desvio
em xk. Um conceito de proximidade ¢ que dk seja minimo para todo k =/, 2, ..., m.

O Método dos Minimos Quadrados consiste em escolher os ai’s de tal forma que a soma
dos quadrados dos desvios seja minima.

™

S= i d? = Z[f(xk) —q(xk))"

k=1

Usando calculo diferencial, sabe-se que para encontrar um ponto de minimo de F(al, a2,
..., an), € necessario achar inicialmente os pontos criticos (ou seja, todos os ai’s).
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5.1.1 Ajuste Linear

Considere a fungdo de ajuste dada por:
q(x) =a; +a,x

onde a; e a, sdo os coeficientes a serem determinados pelo método dos minimos
quadrados.

5= i dX = i[f(xk) — q(xk))"

5= (fx1) - q(x1))" + (F(x2) —q(x2))" + ...+ (F(am) — qlxm))

5= (f(x1)— (ag + a,x1))* + ..+ (f(xm) — (a; + a,xm))?

A condigdo de minimizagao ¢ satisfeita se:

55 85
day dd,

Para - = 0
ara 5a, :

2(f(x1) —a, —a,x1)(—1)+ 2(f(x2) —a, — a,x2)(—1) + ..
+ 2(f(xm) —a; —a,xm)(—1) =0

-+ ma, + aEZxk = Zf(xkj
k=1 k=1

F 55 0
ara =
da.,

2(f(x1) —a; —a,x1)(—x1) + 2(f(x2) —a; —a,x2)(—x2) + ...
+ 2(f(xm) —a; —a,xm)(—xm) =0



Com isso, obtém um sistema de equagdes lineares:

m

mrxl-i-rquxk— Zf(xkj
alz ke + aﬂz K2 —Zxk (k)

Também podendo ser representado na forma matricial:

™ Zxk [a] Zf(xkj
ixk ixkz = ixkf(xkj

Exemplo:
Encontrar a melhor reta que ajusta os valores da tabela abaixo:

X 0,00 0,25 0,5 0,75

1,00

fx) | 1,0000 1,2840 1,6487 2,1170

5

Zxk=ﬂ+ﬂ,25+ﬂ,5+ﬂ,'?5+1=2,5

k=1
m

Z xk* = 0% +0,25* + 0,5* + 0,75* + 1> = 1,875

m
Z filxk)=1+ 1,284+ 16487 + 2,117 + 2,7183 = §,768

2,7183

m
Z xk f(xk)=0=1+025+1,284+05+=1,6487 +0,75%2,117+1=2,7183

= 5,4514

[ 5 2,5 ] [rxl} _ [B,?EB} . [al] _ 0,899?]
25 1,875)la,]  [54514 a,] 11,7078



Logo, a fungdo de ajuste ¢ dada por:
g(x) = 0,8997 +1,7078x

e seu grafico € mostrado abaixo.

5.1.2 Ajuste Polinomial

O processo usado acima para célculo da func¢do para ajuste linear pode ser estendido para
ajuste polinomial. Assim, uma fungao polinomial de grau (n-1) ¢ dada por:

g(x) = a; +a,x+a;x*+ ..+a??

onde os coeficientes a; podem ser obtidos através da expansao do sistema utilizado no

ajuste linear através do calculo de
8s

Ga;

agora parai=1,...n.



Essa expansao ira resultar no seguinte sistema de equacgdes (n equagdes, n incognitas):

r ™ ™
ma1+aﬂ2xk+ aEZxk2+...+a:Z k”l—Zf(xk]
k=1 k=1
alzxk-l-a,.z,"(k:-l- aEZxka-l- T+ a, Z k”—Zxkf(xk]
k=1 k=1 k=1
alzxkz +rx22xk3 + a321k4 + ..+ ranxk”H = Zxkz f(xk)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
alz xk™* + a, Zxk” + aaz xk™1 4+ L4 a, Zxkz':”'” = Z xk™ 1 fxk)
S =] k=1 k=1 k=1 k=1
ou em notagdo matricial:
Aa=b
™m Zxk Zxkz Z knot Zf(xk]
k=1 k=1 k=1 k=1
m m m m m
Zxk Zxkf Zxkﬂ Zxk” ay Zxk (k)
k=1 k=1 k=1 k=1 4z k=1
Zxkf Zxkﬂ sz“ Zxk”“ 5 Zxkff[xkj
k=1 k=1 k=1 k=1 A k=1
Z xk™? Z xk™ Z k™t Z xk?mmt Z xk™ 7t f(xk)
k=1 k=1 k=1 =1 - k=1 -

Note que a matriz A é simétrica, ou seja, A = A".
Exemplo:

Encontrar a melhor parabola que ajusta os valores da tabela abaixo:

X C 0,00 0,25 0,5 0,75 1,00

f(x) -~ 1,0000 1,2840 1,6487 2,1170 2,7183

Polindmio adotado: (n=3)



q(x) = a; + a,x +azx’

Calculando os termos da matriz A e do vetor b:

xk=04+0254054+075+1=25

[N

L
1]
-

xk?=0%+0,252+0,5% + 0,75% + 1* = 1,875

[~

k=1

m
Z xk?® = 0% + 0,257 + 0,5° + 0,75° + 1° = 1,5625
k=1

m

Z xk*=0%+0,25*+05% +0,75% + 1* = 1,3828
k=1

m
Z filxk)=1+ 1,284+ 16487 + 2,117 + 2,7183 = §,768

k=1
m

Z xk f(xk)=0=1+025+1,284+05+=1,6487 +0,75%2,117+1=2,7183
k=1
= 5,4514

™

Z xk?® f(xk) = 0% =1+ 0,257 1,284 + 0,57 = 1,6487 + 0,75 = 2,117 + 17

k=1
# 2,7183 = 4,4015

Montando o sistema linear, encontra-se o seguinte sistema matricial:
5 2,5 1,8757 144 8,768
2,5 1,875 1,5625] [ﬂlg] = [5,4514]
1,875 1,5625 1,38281 L4j 44015

Resolvendo o sistema acima, encontra-se a seguinte solugao para o problema:



a, 1,0051
ag] = [0,864?]

a3 0,8432

Ou seja, a parabola que melhor ajusta os pontos fornecidos tem equagao:

g(x) = 1,0051 + 0,8647x + 0,8432x3

|
-1 a 025 05 07 1 2

0 i

5.1.3 Linearizagao

Algumas fung¢des de duas constantes podem ser linearizadas antes da aplicagdo do
método dos minimos quadrados, com o objetivo de obter o sistema de equagdes visto
anteriormente. O procedimento varia de acordo com o tipo de fungao:

5.1.3.1 Funcao Exponencial

}T:a_ebx

Aplicando logaritmo em ambos os lados, tem-se:



Iny =In(a e**) =In(a) + bx
Entdo, se fizermos:

y'=lny ; a;=Ifa) ; a,=b
Encontra-se a seguinte expressao:
!

y = aptax

que nada mais € sendo uma reta. Dai o nome linearizagao.

5.1.3.2 Funcao Logaritmica
v =aln (bx)

A funcdo pode ser expandida para:
vy =aln(b) + aln(x)

Logo, se fizermos:

1 y ; x'=In(x) ; a=aln(b) ; a,=a

encontramos a linearizacao:

y' = a;+a,x’

5.1.3.3 Funcao Potencial

v=ax
Aplicando logaritmo em ambos os lados:

Iny =In{a x”)=In(a) + In(x?) = In(a) + b In(x)
Com as seguintes hipoteses:

y' =In(y) ; x'=Ih(x) ; a;=In(a) ; a;=5b
encontra-se a expressao:

y'= a; +axx’



5.1.3.4 Funcao Hiperbolica

b
y=a+-
x
Fazendo:
¢ ¢ 1
y=v ; x =— ; a=a ; a,=25b
x

Tem-se também:

v !
¥y = a;+a;x

Exemplo:

Encontrar a melhor fung@o que ajusta os valores da tabela abaixo:

-0,7 -0,4 -0,1 0,2 0,5 0,8

X
36,547 17.264 8,155 3852 182  0.86 0406 0246

Sugestdo: Utilizar uma fungdo exponencial.
Solugao:

Como vamos ajustar os pontos por uma fun¢ao exponencial precisamos fazer a seguinte
adaptacao:

Ou seja, a coordenada y de cada ponto devera ser substituida por seu logaritmo, logo:

3,5986 2,8486 2,0986 1,3486 0,5988 -0,1508 -0,9014 -1,4024

Entdo faz-se um ajuste linear dos pontos de abscissa x e ordenada y’, obtendo-se os
seguintes valores para os coeficientes da reta:



{ a, = 1,0986
a, = —2,5002

Para adaptar esses valores, coeficientes da reta, para a funcao exponencial, ainda basta
fazer as seguintes adaptagoes:

a;=1In(a) ; a,=b
Logo,
a=e% ; b=a,

=

E entdo, calcula-se os valores de a e b:

a = el =300

b= —2,5002

Entdo, a func¢do exponencial que melhor ajusta os pontos fornecidos no exemplo é:

q(xj — 3’00 E—Z,EE'E': x

5.1.4 Qualidade do Ajuste

Uma forma de avaliar a qualidade do ajuste ¢ através do coeficiente de correlacao de
Pearson r. Este coeficiente pode ser calculado pela seguinte expressao:

L Xm0 =) (0 — )]
1...1"2:’;1(}::_ —-¥)- x’fzrél[qi —q)

onde,

Este coeficiente, assume apenas valores entre -1 e 1.

* r= 1, significa uma correlacdo perfeita positiva entre as duas variaveis;
* r= -1, significa uma correlagdo negativa perfeita entre as duas variaveis, isto ¢, se

uma aumenta, a outra sempre diminui;



* r= 0, significa que as duas variaveis ndo dependem linearmente uma da outra. No
entanto, pode existir uma outra dependéncia que seja "nao linear". Assim, o

resultado r=0 deve ser investigado por outros meios.

Algoritmo

Verifica tipo_de ajuste;
Caso tipo_de ajuste seja Exponencial
Para i=1,..,.m

yi=InYi
Fim
Fazer Ajuste Linear com X,y retornando coeficientes sl e s2
a=e sl
b=s2

Caso tipo_de_ajuste seja Logaritmico
Para i=1,..,.m
xi =In xi
Fim
Fazer Ajuste Linear com X,y retornando coeficientes sl e s2
a=s2
b=e¢"/a
Caso tipo_de_ajuste seja Potencial
Para i=1,..,m

yi=Inyi
xi = In xi
Fim
Fazer Ajuste Linear com x,y retornando coeficientes sl e s2
a=¢c sl
b=s2

Caso tipo_de ajuste seja Hiperbolico
Parai=1,...m

xi=1/xi
Fim
Fazer Ajuste Linear com X,y retornando coeficientes sl e s2
a=sl
b=s2

Caso tipo_de_ajuste seja Polinomial (polindmio de grau n-1)
Para i=1,...n

Para j=i,...,n
Aij=0
Para k=1,..m

Aij = Aij + xk\(i+-2)

Fim
Aji = Ajj



Fim
bi=0
Para k=1,...m
bi = bi + yk*xk”(i-1)

Fim

Fim

s=(A"1).b

Fim

6 SISTEMA DE EQUAGOES NAO LINEARES

Dada uma fun¢ao nio linear

F:D CR*>R”, F=(fo.fof)"
0 objetivo € encontrar as solugdes para
F(X)=10

ou seja,

fi(x1,x2,..,xn) =0
folxl,x2,..,xn) =0

fo(x1,x2,.,x0) =

Por exemplo:

filxl,x2) =x1"+x2"-2=0

-
=

. X2
folxl,x2) =x1‘+T—1= 0

Este sistema ndo linear admite quatro solugdes, representadas pelos pontos onde as
curvas se interceptam.

6.1 Notacao Utilizada

xl fi(X)
x2 fz(Xj

x=" e FX)=
n (%)



Cada fungao fi(X) ¢ uma funcdo ndo linear em em X e portanto F(X) também ¢ uma
funcao nao linear em X.

Para sistemas lineares, tinhamos:

F(X) = AX—b, A€ R™"

6.2 Consideragées

* F(X) tem derivadas continuas no dominio;

* Existe pelo menos um ponto X' €D, tal que F(X)=0.

O vetor das derivadas parciais da fun¢ao fi(X) ¢ denominado vetor gradiente de fi(X) e ¢
denotado por:

af.(x)  af.(x) 5ﬁ(X))T

Vi = ( dxl dx2 dxn

A matriz das derivadas parciais de F(X) ¢ chamada matriz Jacobiana J(X):

_afl[xj af1[X] af1[X]_
T dx1 dx2 dxn

RO estn entn  an
Jx) = "2, =1 9x1 dx2 dxn

V(0" ant(X) afnl(Xj . 5)";.(3{)
U ax1 9x2 dxn -

Exemplo:
Determinar a matriz Jacobiana do sistema nao linear abaixo:

F(X) = {x13 —3x1x2°+1=0
3x1%x2—x2* =0

10 = [3:::12 — 3x2? —f:xlxz 2]
6xlx2 3x1° —3x2



6.3 Caracteristicas dos Métodos para Resolugao
dos Sistemas de Equag¢ées nao Lineares

® Jteratividade

A partir de um ponto inicial X%, geram sequéncias X¥. Na situacio de
convergéncia, X ¢ uma das solucdes do sistema quando:

lim X¥ = x*

k—+oo

* Existéncia de critérios de convergéncia
* Verificar se F(X¥) tem modulo pequeno. Ou seja:
IF(X®)l <«
* Verificar se | X*** — X¥]|| esta proximo de zero. Ou seja:

|IXK+:L _XK” = =

® Limitar o nimero de iteragdes K por um niimero maximo de iteragoes.

6.4 Meétodos Numéricos

Veremos aqui basicamente trés tipos de métodos numéricos para a resolugdo de sistemas
de equacdes nao lineares. Os métodos serdo descritos e caracterizados a seguir.

6.4.1 Método de Newton-Raphson

Este ¢ o método mais amplamente utilizado para resolver sistemas de equagdes lineares.
O método combina duas idéias basicas comuns nas aproximag¢des numeéricas:

* Linearizacdo

Procura-se substituir, numa certa vizinhanga, um problema complicado
por sua aproximagao linear. Essa aproximacao pode ser obtida, por
exemplo, tomando-se os primeiros termos de uma expansao usando Série
de Taylor.



¢ Iteracao

Devido a repeticao do procedimento, até que se garanta a convergéncia
para a solugao do sistema ou o fim desejado.

6.4.1.1 Caso Escalar

Para ilustrar mais facilmente o uso do método de Newton para a solugdo de sistemas de
equagoes nao lineares, considere um sistema com uma incognita € uma nica equagao:

flx)=0

Expandindo essa equacao usando série de Taylor préximo a um ponto inicial (x1,f(x1)) e
tomando-se apenas os primeiros termos desta expansao (linearizac¢ao), tem-se:

flx) = flx1) + f'(x1) .(x —x1)

onde f'(x1) é a primeira derivada de f em x1.

Igualando a equagdo anterior a zero e desenvolvendo-a, tem-se:
fla)=0 - Flx)+f(1).(x—x1)=0

_fen o fGD
F&D D)

Pensando no processo iterativo:

f(=)
K+l — oK _f“(x"j

Graficamente, temos:

X

fix)




Tomando a tangente a curva em x1, tem-se que:

1 1
tanrx=f(x ) — tana = f'(x1) — f’(x1]=f(x ) - x=x
xl —x xl—x
E para uma iteragdo k qualquer:
S CE RN f(=5)
f(x¥)
6.4.1.2 Caso Vetorial
Considere agora o sistema mostrado inicialmente.
filx1,x2,..,xn) =10 [(X)=0
folxl,x2, .:..,xn] =0 o f (X] =0
fo(x1,x2,...,xn) =0 f(X)=0
Usando o mesmo raciocinio do caso escalar, tem-se que:
1 a Xl
(1,00 = A + G- x1). 8D 4 en ) 22D
1 Af, Xl
JH(X) = £(XY) + (21— x11). f( j+...+[xn—xn1]. hi( j=IZI
dx 1 dxn
f xt Ofu (X"
l\)“[J{]—)F'[A'J.fflj-l-[ x1—x11). ( j-l- A+ (xn — xnt). (*7) =0
dxn
onde o indice superior 1 no vetor X indica a iteracdo:
X'=[x1? x2' .. xnll”
Rearranjando o sistema, colocando-o na forma matricial, tem-se:
af,(xt af; (x1
RO [AGHY [EEY GAEI L,
AE) _|ARED| . dx1 Oxn | |yp — x2t —0
’ 5 af,(x? af, (x* 5
() f (XY —fn( ) —fn( ) n— xnt
dxl d

XTI
I—» Matriz Jacobiana




Reescrevendo,

Nx-x3+ FExHD}=0 - UL.{x-x1=-{f(x")
Multiplicando a equacdo acima pelo inverso da matriz Jacobiana, tem-se:

U1 Uix %" = -1 &y - =X =017 f(x™)

Generalizando para uma iteracao k qualquer, temos:
FE R =& = U F(x)

Porém, como o processo de inversdao ¢ muito caro computacionalmente, opta-se por
resolver o sistema de equagdes lineares abaixo para obter a sua solugao.

JIx*t — X%} = —{f(X")]

Exemplo:
Aplicar o método de Newton a resolucao do sistema nao linear F(X) = 0, onde:

Fo) = [ X1t A2 39]

12 4+ x2% -

considerando tolerdncia ¢ = 10™* | nimero maximo de iteragdes k(max) =2 e
chute inicial X*=[1 5]".

Solugao:

Para k = 1 (Primeira iteragao)

FxY) =3 177 =  IFEYI=172627=¢ ;  JxY= B 110]
1 1 i _ . 3 i _ [_1,625} . T i i
[2 10] AxT= [1?] - A= l7s s AT EXTAX

, _ [-0,625
X _[3,625]



Para k =2 (Segunda iteracao)

i . , 1 1
2Ny — T In ) — ; 2y —
F(Xx*)= 1[0 45313]" —= |IF(X9)ll=45313=¢ ; J(X°) [_1’25 125]
1 1 . 0 2 | 05331 . 3 _ 2 :
[—1,25 ?,25] AXT= [4,5313] - [—015331] BT
, [—0,0919
X _[3,0919]

Solucdo exata: X* = [3 0]F ou X=Jo 3)F
Algoritmo:

Enquanto (||F(X*)||< ) e (k<k(max))

k=k+1

Calcular F(x%) e J(x5)
Dx = —[JI7% {f ()}
X =x% + Dx

Fim

6.4.2 Métodos Quasi-Newton

O método de Newton apresenta trés caracteristicas importantes que influenciam na
velocidade de convergéncia:

e Escolha do ponto inicial (chute inicial);
e Calculo do Jacobiano (derivadas);
e Solugao do Sistema Linear.

Varios métodos encontrados na literatura apresentam alternativas para o calculo do
Jacobiano, tornando-os tteis para a solugdo dos sistemas de equagdes ndo lineares. Esses
métodos sao conhecidos como Métodos Quasi-Newton.

Entre esses métodos estdo o Método de Newton-Raphson modificado e o Método da
Secante, que serao descritos a seguir.



6.4.2.1 Método de Newton-Raphson Modificado

Este método consiste em tomar, em cada iteragdo k, a mesma matriz Jacobiana
computada no passo inicial. Desse modo,

(X —xF}y =[x (X))

Apesar da redugdo do custo computacional, este método pode ser mais sensivel a
convergéncia, ou seja, o numero de iteragdes necessarias geralmente ¢ maior que quando
se usa o método de Newton-Raphson.

Exemplo:

Aplicar o método de Newton Modificado a resolug¢ao do sistema nao linear F(X) =0,
onde:

Fo) = [ X1t A2 39]

17+ x2° —

considerando tolerancia ¢ = 10™* | nimero maximo de iteracdes k(max) =2 e
chute inicial X*=[1 5]%.

J(x*) = E 110]

Para k = 1 (Primeira iteragao)

F(xY)=1[3 171" - IF(xY)|| = 172627 = =

1 1] 1 [3] 1 [—1,625} R )
AX1= — - AXY = X2 =Xx'4+AX

[2 10 17 —1,375 -

. [-0,625

X _[3,625]

Para k = 2 (Segunda iteragao)

F(x*)=[o 45313]7 =  |[F(X%)]|=45313>¢
1 17,2_ [ O . _[ 05664 _ - )
b 102 = ~lys3a] - &% [—0,5554] s X=X HAx



¥2 = [—0,0555]

3,0586

6.4.2.2 Método Secante

Este método consiste em calcular as derivadas da matriz Jacobiana de forma aproximada:

af.  filxl,x2,...,xj+h, .., xn) — f(x1,x2, .., xj, .., xn)
dxj h

Para o caso escalar, tem-se graficamente:

+ )ﬁll)

Por semelhanca de tridngulos:

x2—x xl—x R _ f(x2).x1 — fx1).x2
f(x2)  f(x1) T D - FGD

Estendendo para uma iteragdo qualquer k:

o1 _ FOE). x5t — F(E1). xK

flx®) = fF(=")

ou ainda, utilizando expansao por série de Taylor:

F(xE)
S Py ey
xK _ xK—l




Note que a equacdo acima ¢ bastante semelhante a de Newton Raphson:
XK+1 — XK _ U:l -1 .F(XKJ

se fizermos a aproximag¢do da secante para a matriz Jacobiana.

6.4.3 Outros Métodos

Outros métodos bastante conhecidos para solugdo numérica de sistemas de equacdes nao
lineares sdo: BFGS, DFT, Gradiente Conjudado, Maximo Declive e Flecher-Rivers.



