Exercicios de Calculo Numérico - Erros

1. Considere um computador de 14 bits com expoente maximo e = (15) e a
representacao em aritmética flutuante na base 2.

(a) Determine o menor niimero positivo representdvel nesta maquina, na base
10.

(b) Determine o maior niimero positivo representavel nesta maquina, na base
10.

(c) Represente o numero x = (12,37) nesta maquina e calcule o erro da
representacao na base 10.

(d) Determine o menor valor de € tal que 12,37 +¢ > 12,37.

2. Numa calculadora aproxima-se o valor de e*, para todo = € [—1, 1], pelo valor
do polinomio de Taylor de grau 3, obtido através da expansao de e* em série
de Taylor em torno do ponto xy = 0.

(a) Qual a aproximagao de e fornecida pela calculadora?

(b) Utilizando a expressao do erro cometido ao se aproximar a fungao e® pela
sua expansao em série de Taylor, forneca um limitante superior para o
erro cometido no item (a).

3. Usando a série de Taylor, determine o valor aproximado e o limitante superior
do erro, utilizando 4 digitos significativos, para o calculo de sen(47°), em torno
do ponto zg = (45°), com polinémios de grau

(a) n=2
(b) n=3

A7°
(¢) Usando o polinémio de graun = 2 e o erro associado, calcule / sen(x) dz,
0
sabendo que o valor "exato” é I = (0.318001639

4. Considere a integral abaixo:
1
1, = / e Ldx
0
Fazendo uso da integral por partes obtém-se a recorréncia:
I,=1—-nl,1; n=223,.. (1)

(a) Calcule o valor de g9, usando (1), para n = 2,3, ...,100 , sabendo que
[1 = 1/6

(1 - In)

(b) Calcule o valor de I1o9, usando I,, 1 = , para n = 200,199, ...,101 ,

utilizando a aproximagao Iso0 ~ 1/201.

(¢) Sabendo-se que 0 < [, < 1/(n+1), compare os dois resultados e verifique
em qual deles o erro é maior. Qual é a melhor maneira de calcular?
Justifique a resposta.



oo
5. Considere a série Harmonica dada por S = Z —. Mostra-se que
n=1
S>1+ % + % + --- e portanto é divergente. No entanto, se calcularmos S,
usando o algoritmo: S; = 1e Sy = Sp+ —, k > 1, obtemos um resultado

17
finito. Explique o que ocorre.

6. Verifica-se que a série de Taylor da funcao e* em torno de xg = 0 é:

00 ) 2 3 n

x x x x

e’ = —=1l4z4+—=4+—=+...+—+... 2

D A T TR @)

As somas parciais S,, = Z - podem ser usadas para calcular aproximacoes
i—0 v

para o valor de e~ de dois modos:
(a) Tomando z = —5 em (2);
(b) Tomando x = 5 em (2) e lembrando que e~ = 1/e’;

(¢) Compare estes dois procedimentos com n = 100. Compare também seus
resultados com o valor de e~® da calculadora.



Gabarito — Erros

Exercicio 1:

@

(b)

Como o expoente maximo é (15),, entdo o nimero de bits para o expoente é 5
(lembrando que o numero de bits do expoente — aberviado por n.e. — é encontrado
através da relagio e, = 2™~ ' —1).

Assim, montamos a seguinte tabela que relaciona os 5 bits com os expoentes:

Bits Expoente

00000 -14 (forma desnormalizada)
00001 -14

00010 -13

01101 -2

01110 -1

01111 0

10000 +1

10001 +2

10010 +3

11101 +14

11110 +15

11111 o0, NaN ou Indeterminagio

O menor nimero positivo representavel nesta maquina na forma normalizada deve ter
o menor expoente (00001) , zeros na mantissa, além do bit 0 para o sinal do nimero,
que ¢ positivo. Entao, temos:

0 00001 00000000
- A AR

S.N. expoente  mantissa

1,00000000 x 2** = 6,1035 x 10°

O menor nimero mesmo estda na forma desnormalizada e deve ter como menor
expoente 00000. Assim, temos:

0 00000 00000001
o AR

S.0. expoente  mantissa

0,00000001 x 2** = 0,0238 x 107

O maior nimero positivo representavel nesta maquina deve ter o maior expoente
(11110), 1’s na mantissa, além do bit 0 para o sinal positivo do namero. Entdo, temos:

0 1111011111111
g/ A et

S.I. expoente  mantissa

LITT11111 x 28 =2+ 2" +22 + . +2%)x 25 =27+2% +2° + . +25=26_2"=
65536 — 128 = 65408

©

12,37 =12 + 0,37

Parte inteira: Parte fracionaria:
1212 0,37x2=0,74
0 612 0,74x2=1,48
0 32 0,48x2=0,96
1112 0,96x2=1,92
10 0,92x2=1,84
0,84x2=1,68

0,68x2= 1,36V

Em representagdo binaria: 12,37 = 1100,0101111...



Mas, nesta maquina, que possui apenas 8 digitos para a mantissa, temos:

1,10001011 x 2° = 12,34375

S

8 bits p/
mantissa

0 10010 10001011
- N V.
S.I.. expoente  mantissa
Erro da representagdo: ¢ = 12,37 — 12,34375 = 0,02625
(d)

12,37 =1,10001011| x 2°

€ =0,00000001] x2° = 1,00000000 x 2*® x 2> =0,03125
12,37 + £¢=1,10001100 x 2°

Limite da mantissa

Exercicio 2:

Polinémio de Taylor de Grau 3

xe[-1,1]
Xy = 0
f(x)=¢e*
(@
” ) Y ,
P30 =xg) + £ s = x )+ - XE X0 L0 )(;—xw
quandox =0.5:

e? - (0.5)? . e? (0.5

P,(05) =€’ +e" .05+
5(0.5) 5 o

3
=1+0.5+0.125+ (0‘65)
~1.645833333

(b) Limitante superior para o erro:

f iv (X)

Ix = x|

max

|E; ()| < Al

Lembrando que0 < ¢ < 0.5

fV0) =1
£ (0.5) = e%° =~ 1.648721271 > 1 (logo, esse vai ser 0 valor usado para o limitante)

0.5 4
[E;(0.5) < % ~429%107



Exercicio 3:

(@)

1 2
P, () = f(xg) + Flxg )x — x¢) + XX X0 )

2

x=470 =377 od
180

xo =45° = %rad

f(x) = sen(x)
f{x)=cos(x)
f1x) =-sen(x)

PZ(X)=£+£(X—£]—£(X_%]2

2 2 4

P, 47r 1 0.73135867
180

(b) fazer comn = 3

©

Usando polinémio de Grau 2 :

ﬂ 2,80 ) o)

P X)= —+ — Mol 2
2 (X) >t o ;
V2 o V2 ) s 2 )’ THso
= —X + X2 x-Z= _|N2(f, _®
{ 2 :l 4 ( 4J 12 ( 4)
=0 x=0 x=0

= 0.305283626

Erro associado :

47%80
E= Isen(x) - P, (x)=0.012718013
0



Exercicio 4:

(@

—
=

Il
o |~

12=1-3=1—2!(1]
€ e

. I
I;=1-3 1-E :1—3+£:1—i+
e e 2!

I, =l—4[l—3+£j=l—4+4-3—
€

4.3-2
€

Is =l—5(1—4+4~3—

Assim, deduzimos que a formula para I

1 1 1

]:1-5+5-4-5~4.3+

I
doia(L-])
e 21 e

3. ] ] !
4:3-2 =1—é+i—$=1—4l
e 3121 e

€

n €

Inzl—n!{ - + -
m-1)) @m-2)) (n-3)! @m-4)

Entao,

991 98! 971 7 2!

=1-100! L+L+...+i+l
991 97! 31 e

1 1
- —=+—+..
98! 9e! 2!

1 +..— (="t 1}
e

]
+ =
€

+l) << 0

=~0.718281803 (na calculadora)

=~0.543080634(na calculadora)

201

(b)
1
Loy ~ ——
200 201
[ _1-Ta _1-(1/201) _ (200/201) _ 1
1997200 200 200
Tiop = ——
198 201

1
Iigo = == = 0.004975
100 201

5-4-3-2 5t 5t 5!
=l -4

5!

€



©

como em (b), 0 < ﬁ < ﬁ, portanto o erro é maior em (a). A melhor maneira de calcular, entdo, € usar
a-1,) L 1
I, =—=, porque em todas as itera¢des o resultado sempre converge para ETYR
n

Exercicio 5:

Fonte: Howard Anton — “Calculo, um novo horizonte” — Vol.2 — 6* Edi¢ao — Ed. Bookman — pag.
60.

Uma das mais importantes de todas as séries divergentes ¢ a série harmonica

A série harmonica surge em conexdo com o0s sons harmodnicos produzidos pela vibragdio de uma
corda musical. Ndo ¢ evidente que esta série diverge. Entretanto, a divergéncia se tornara aparente
quando exarminarmos as somas parciais em detalhe. Como os termos da série sdo todos positivos, a
soma parcial

SIZI,
1
SZ —1+E;
S; —1+l+l;
2 3
S, =1+ L +l+ 1,
3

forma uma seqiiéncia estritamente crescente

S;<S, <853 <...<§, <.

n

Podemos provar a divergéncia demonstrando que ndo ha nenhuma constante M (cota superior para
a seqiiéncia) que seja maior ou igual que suas somas parciais (veja o teorema no final do exercicio).
Para este fim, consideraremos algumas somas parciais selecionadas, isto é, Sq S,,Sg,S:5,S59,...

Note que os indices sdo poténcias sucessivas de 2, de modo que essas sdo as somas parciais da forma
S2n . Essas somas parciais satisfazem as desigualdades:

\Y
NCHRTN



— —t—t—+—+—
16 16 16 16 16 16 16 16

1
Sig=Sg+—+—+—+ +—+—=+—>S55 +

1 IL+L1 1 1 1 1 1 1 1+1 1 1
9 10 11 12 13 14 15 16

Se M ¢é uma constante qualquer, podemos achar o inteiro positivo n tal que (n+1)/2 > M. No
entanto, para este n

n+1

S2n > >M

de modo que nenhuma constante M é maior ou igual que cada soma parcial da série harmonica.
Isso prova a divergéncia.

Teorema:
Se uma seqiiéncia {S,} for crescente a partir de um certo termo, entao existem duas possibilidades:
(a) Existe uma constante M, chamada de cota superior para a seqliéncia, tal que se S, < M para
todo n a partir de um certo termo, e, neste caso, a seqiiéncia converge a um limite L

satisfazendo L < M.

(b) Nao existe cota superior, e neste caso, lim S, =+
n-—oo

Exercicio 6:

n =100

Procedimento (a): x =-5

100 _ i SN~ Y —5\3 _ 53100
e’ zz( ,5) :1+(—5)+( S M o) MY ) ~ —146,4465 = —146446,5x 107>
il 2! 3! 100!

Procedimento (b): x = 5

Sl 1 1 -1 _6737986003x10"
e 10 5i 52 g3 5100 148,4123
Z_f I+5+° + " 4+
< 2 31 100!
~148,4123

O procedimento (b) é o melhor!
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