Consideremos a seguinte tabela de valores de uma funcéo y = f(x):

APROXIMACAO POR MINIMOS QUADRADOS

[ 1 2 3 4
Xi 2 4 6 8
Yi 2 11 28 40

Pretende-se estimar valores da fungcdo em pontos nao tabelados.
Poderiamos utilizar o polinomio interpolador de Lagrange, de grau < 3
(visto termos 4 pontos), ou entdo um Spline cubico. Em ambos 0s casos,
e designando por P tal funcéo, ela teria de verificar: P(xj)) =vy;, =1, 2,3 e
4,

Experimentemos primeiramente, representar em eixos cartesianos

0 conjunto de pontos da tabela dada

y
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Verifica-se que o0s pontos se dispdbem quase em linha recta

(representacdo grafica de um polindmio do 1° grau). Se usarmos essa
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linha recta para aproximar os valores de f(x), essa fungcao “nédo passara”
pelos pontos tabelados, ou melhor dizendo, n&o sera interpoladora de
f(x), nesses mesmos pontos.

Em vez de um polindbmio interpolador de f(x), pode usar-se a recta
gue “passe mais proximo” dos pontos tabelados, ou seja que minimize a
soma das distancias dos pontos tabelados a recta. Mas minimizar a
soma das distancias dos pontos tabelados a recta é equivalente a
minimizar a soma dos quadrados das distancias dos pontos tabelados a
recta.

A aproximacdo por minimos quadrados consiste em encontrar a
funcéo que “melhor se ajuste”, ao conjunto de pontos dado, minimizando
0 erro resultante do ajustamento, ou seja, pretende-se minimizar a
soma dos quadrados das diferencas entre os valores tabelados e

os valores obtidos pela aproximacao.
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Designando ax; + b 0 i-ésimo valor dado pela aproximagao, o

problema consiste em encontrar as constantes a e b que minimizam
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[yi— (axi + b)] 2
1

I M

No exemplo apresentado, o problema reduz-se a encontrar as

constantes a e b que minimizam

g[yi — (axi + b)]2 =

=[2-(2a+b)]?+[11-(4a+b)]?+[28-(6a+b)]?+[40- (8a +b)]>

4
Se Z[yi—(axi+b)]zse considerar uma funcdo de duas variaveis,

para que um par ordenado (a,b) seja um minimo local é condicéo
necessaria (ndo suficiente) que as derivadas parciais da funcdo em

ordem a a e b se anulem em (a,b), ou seja
0 2 0 2
gz[yi—(aXﬁb)] =0 e %z[yi—(axim)] =0

das quais resultam, para este exemplo, 30a + 5b =134 e 20a + 4b =
81. A solucdo deste sistema de equacdes lineares € a = 6.55e b = -

12.5, logo a funcéo aproximadora pretendida é

P(x) =6.55x - 12.5

O problema de encontrar a recta que “melhor se ajuste” a um

conjunto de pontos dado, pode entéo ser formulado como:
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Minznl:[yi ~(axi+b)]°

Para que o0 minimo exista é necessario que

%g[yi —(ax+b)] = 2§(yi —ax—b)(=x) =0

a—abg[yi _(axi+b)] = 2g(yi —ax—b)(-1)=0.
Estas equacoes podem ser simplificadas, assumindo a seguinte forma:
ag,xf + ngi = ZXiyi
ag,xi +b.n= gyi
a que se costuma chamar equacdes normais, e cuja solucéo é

n(Exy) - (2x).(Xy)

a o o e
n. (gxﬁ) - (gxi)z
G En -G

n.(g,xiz) - (gxi)z

Acetatos das aulas tedricas de Calculo Numérico Cecilia Rodrigues



Consideremos agora o problema mais geral que consiste em
aproximar um conjunto de pares ordenados { (x;, Vi), iI=0, 1, 2,..., M },

por um polinémio

Pa(X) = ki; ax*

de grau n < M, usando a técnica dos minimos quadrados.
O procedimento € analogo ao descrito aguando da utilizacdo de
um polinbmio de grau 1 (cuja representacdo grafica € uma recta) e

consiste em encontrar as constantes ao, a;, ay, ..., a, que minimizam:

E= i(yi — P(Xi))2

( [ 2 - ZiP(Xi).yi +i(P(Xi))2
V- 22(120a,x~) y+ 2 (S any

i=0 =0

22 a. (i yixi') + Z Z ajak(z Xi).

=}

Il
gMz i gMz

Tal como no caso linear, para que E tenha um minimo é

necessario que

oE :
oa 0,]=01,...,n

5 0o ﬁy.x. +2iak§)x.”k _
J i=

que constitui um sistema de n+1 incognitas a; e n+1 equacoes:
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M i

n +k M
Zak.in = zinij,
i i=0

j=01...,n

chamadas equacdes normais.

Estas ultimas equacfGes podem escrever-se na forma:

M M M M M
Q0D XL+ AL X+ A XL X" = DL YiX,
i=0 i=0 i=0 i=0

i=0

Prova-se que as equacdes normais tém solucdo Unica se o0s

valores x; (i=0, 1, 2,..., M) forem distintos.

Exemplo: Considere a seguinte tabela da funcéo y = f(x):

i 0 1 2 3 4
Xi 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
Yi 1.0000 1.2840 1.6487 2.1170 2.7183

determine a expressdo analitica do polindbmio de grau dois, que
aproxima a funcdo tabelada, utilizando a técnica dos minimos

quadrados.

Resolucao: Neste problema n =2 e M = 4, logo teremos 3 equacgdes

normais.
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>x°=5 >xt=25 >x2=1875 >x°=1.5625 Y x*=1.3828
>yl =8.768 >xyi=0.4514  Yx’y=4.4015

as equacoes normais para este problema séo:
4 4 4 4
aoz Xi® + alz Xit + azz Xi? = ziniO
i=0 i=0 i=0 i=0

4 4 4 4
aoz Xit + alz Xi® + azz Xi® = zini
i=0 i=0 i=0 i=0

4 4 4 4
aoz Xi® + &Z Xi® + azz Xi* = zini2
i=0 i=0 i=0 0

substituindo valores obtém-se:

5.000 a9 + 2.500 a; + 1.875 a, = 8.7680
2.500 ap + 1.875 a; + 1.5625 a, = 5.4514
1.875 ap + 1.5625 a; + 1.3828 a, = 4.4015

cuja solucéo é ag = 1.0052, a; = 0.8641 e a, = 0.8437.

O polinbmio de grau dois, que aproxima a funcédo tabelada,

utilizando a técnica dos minimos quadrados é

P,(x) = 0.8437 x*+ 0.8641 x + 1.0052

‘;
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Embora a técnica dos minimos quadrados utilize normalmente
funcdes aproximadoras polinomiais, nalguns casos podem utilizar-se

outras fungdes, como por exemplo a funcdo exponencial.
Neste caso a funcédo aproximadora sera da forma:

y = be

com a e b constantes.

Ao aplicar a técnica dos minimos quadrados, pretende-se

minimizar
M .
E=2.(yi—b.e)
i=0

as equacodes normais associadas sao:

4

22[ —b.e*] [-e*] =0

OE
oa

ZZ[y. b.e*] [-b.xe™] =
mas nao tém solucéo exacta.

O meétodo usualmente seguido para dados que possuam uma
relacdo exponencial consiste em aplicar a funcdo logaritmo a funcéo

aproximadora:

y=be*™ < Iny=Inb + ax
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surgindo assim uma relacédo linear para In b e a. O procedimento
aplicado aquando da obtenc&o de uma fungcao aproximadora linear pode

agora ser aplicado, com as devidas adaptacdes.

Exemplo : Considere os dados da seguinte tabela:

i Xi Yi

1 1.00 5.10
2 1.25 5.79
3 1.50 6.53
4 1.75 7.45
5 2.00 8.46

Se se representar em eixos cartesianos os valores de x; e In vy;,
verifica-se a existéncia de uma relacao linear, o que sugere a utilizacao

de uma funcéo aproximadora do tipo:

y=be*™ < Iny=Inb + ax

i Xi In y; Xi xiln yi
1.00 | 1.629 | 1.0000 | 1.629
1.25 1.756 | 1.5625 | 2.195
1.50 1.876 | 2.2500 | 2.814
1.75 2.008 | 3.0625 | 3.514
2.00 2.135 | 4.0000 | 4.270
7.50 9.404 | 11.875 | 14.422

Ml o] | W| N|
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n(xy) - (2x). (Xy)
. (inz) - (gxi)z

a

)y - (Rxy)-(3x)

b n n
n.(;xiz) - (gxi)z

obtém-se

_ (5)(14.422) - (7.5)(9.404)
= (5)(11875)— (7.5)?

= 0.5056

(11875)(9.404) — (14.422)(7.5)

Inb = (5)(11875) — (7.5)’

=1122

note-se que In b = 1.122 < b = e'** = 3.071, pelo que a funcéo

aproximadora pretendida é

y = 3.071 e***
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