Exercicios de Célculo Numérico
Equacoes Diferenciais Ordinarias

1. Determine a solugao numérica aproximada da seguinte Equacao Diferencial
Ordinéria, com o passo h = 0.2:

{ y'(x)+2y(x) =0  Vzel1]
y(0) =1

(a) Método de Euler ( Método das Tangentes)

(b) Método de Euler Aperfeigoado

(¢) Método de Runge-Kutta de 4° ordem.

(d)

(e)

Método de Predicao-Correcao de 4° ordem.

Sabendo-se que a solugao exata da equagao é y(z) = e, compare com
as solucoes aproximadas obtidas nos items anteriores.

2. Considere a equacao diferencial ordinaria, dada por:

{ vy (z) —2*y(z) —2=0 Vrell,?2]
y(l) =3

Fazendo h = 0.1, determine a solucao aproximada no ponto x = 1.5, usando o
método de Euler Aperfeicoado.

3. Determine a solugao numérica aproximada da seguinte Equagao Diferencial
Ordinaria, de segunda ordem, com o passo h = 0.2:

y'(x)+y(x)=0  Vzel0,1]
{ YO)=0 o (0)="

(a) Método de Euler ( Método das Tangentes)

(b) Método de Euler Aperfeigoado

(c) Sabendo-se que a solucdo exata da equacdo é y(z) = (1/7?) sen(rz),
compare com as solugoes aproximadas obtidas nos items anteriores.

4. Um corpo com massa inicial de 200K g estd em movimento sob a agao de uma
forca constante de 2000N. Sabendo-se que esse corpo esta perdendo 1Kg de
sua massa por segundo e considerando que a resisténcia do ar é o dobro de sua
velocidade e que o corpo esta em repouso no instante ¢ = 0, entao a EDO que
descreve a variacao de sua velocidade é dada por

2000 — 2v(t)

vt >0
200 — ¢t

V'(t) =
v(0) =0

Determine a velocidade do corpo v(t) no instante t = 5 segundos com intervalos
de 0.5 segundos, usando:



(a) Método de Euler Aperfeigoado
(b) Método de Runge-Kutta de 4° ordem.
()

)

1
(d) Sabendo-se que a solugao exata da equacao é v(t) = 10 ¢t — 4—0t2, compare

Método de Predicao-Correcao de 4° ordem.

com a solucao aproximada obtida nos items anteriores.

5. Na teoria da propagacao de doengas contagiosas, podemos utilizar uma equacao
diferencial para predizer o nimero de individuos da populacao infectado em
um dado tempo, supondo algumas simplificacoes adequadas. Em particular,
suponha que todos os individuos de uma populagao fixa tenham a mesma prob-
abilidade de se infectar e que, uma vez infectado, permanecam neste estado.
Vamos denotar por z(t) o nimero de individuos vulnerdveis no tempo ¢ e com
y(t) o nimero de infectados. Podemos supor, que a taxa na qual o nimero
de infectados muda seja proporcional ao produto de x(t) e y(t), j& que a taxa
depende do numero de individuos infectados e do niimero de individuos vul-
neraveis que existem nesse tempo. Se a populagao ¢ suficientemente numerosa
para supormos que z(t) e y(t) sejam varidveis continuas, podemos expressar o
problema como:

y'(t) =k x(t) y(t)
onde k é uma constante e z(t) + y(t) = m é a populacao total. Podemos
reescrever essa equagao, para que contenha apenas y(t), na forma,

y'(t) =k (m—yt)) yt) "Equagao de Bernoulli”

Supondo que m = 100.000, y(0) = 1000, k =2 x 1075 e que o tempo seja
medido em dias, encontre uma aproximacao para o nimero de infectados ao

final de 30 dias.

(a) Método de Runge-Kutta de 4° ordem.
(b) Método de Predigao-Corregao de 4° ordem.

6. Problema Presa-Predador (Lotka & Volterra) Considere o problema de
predicao da populagao de duas espécies, sendo uma delas a presa e a outra
predadora, cuja populagao no tempo ¢ é dado por x(t) e y(t). Suponha que a
presa sempre disponha de comida suficiente e que sua taxa da natalidade seja
proporcional a quantidade de presas vivas nesse tempo, ou seja, a taxa de na-
talidade é c;xz(t). A taxa de mortalidade da presa depende do niimero de presas
e de predadores vivos nesse tempo, que podemos supor, na forma cox(t)y(t).
Por outro lado, a taxa de natalidade do predador depende de sua disponibil-
idade de comida z(t) e, também, do nimero de predadores disponiveis para
processo de reproducao. Por tal razao, suponha que a taxa de natalidade dos
predadores seja csx(t)y(t). Suponha que sua taxa de mortalidade seja pro-
porcional a quantidade de predadores vivos no tempo, ou seja, que a taxa de
mortalidade dos predadores seja cqy(t). Dado que 2/(t) e y/(t) representam,
a alteracao nas populagoes de presas e predadores no tempo, o problema se



expressa por meio do sistema acoplado de equacoes diferenciais nao lineares:

'(
Y'(t) = c3 z(t)y(t) — ca y(?) (1)

Resolva esse sistema para 0 < t < 4, usando o método de Runge-Kutta
de 4° ordem, supondo que xy = 1000, y9 = 500, c¢; = 3, co = 0.002,
cs = 0.0006, c4 = 0.5. Faga o grifico das solucoes encontradas, regis-
trando ambas as populacoes em funcao do tempo, e descreva os fenomenos
fisicos encontrados.Sugestao O sistema pode ser resolvido simultaneamente
ou determina-se primeiro o nimero de presas x(t;) em (1)1, depois y(t;) em
(1)2, usando xz(t1). Calculado y(t1) determine z(t3) em (1); usando y(¢;) e
assim sucessivamente.



Gabarito da Lista de Equacoées Diferenciais Ordinarias

Exercicio 1:

(a) Método de Euler (Método das Tangentes)

dy__ 3
y'(x)+2y(x) =0 = y'(x) = —2y(x) = {dx 2y = f(x,y)
y(0) =y, =1

Dados do Problema: yo= 1, h =0.2, x € [0,1]

Este método consiste em aplicar a seguinte férmula iterativa:

yn+l=yn+hf(xn’yn) > nz0
Entao:

(1)
X0 =0,Yo =1, flxo,Yo) = =2Yo =-2(1) = -2
=Y; =Y +hflxg,yp) = y; =1+0.2(-2)=1-0.4=0.6

(2)
x;=02,y,=06, flx;,y;) =-2y; =-2(0.6) =-1.2

=Y, =Y; +hflx;,y;) =y, =0.6+0.2(-1.2)=0.6-0.24 =0.36

(3)
XQ =0.4,y2 =036, f(x21y2) =—2y2 =—2(036) =—072

=yYs =y, +hflxs,Ys) = Ys =0.36 +0.2(-0.72) = 0.36 - 0.144 = 0.216

4)
x5 =0.6,y; =0.216, fixs,ys) =—2ys = —2(0.216) = —-0.432

=y, =ys +hflXs,Ys) = y, =0.216 +0.2(-0.432) = 0.1296

(5)
x, =0.8,y, =0.1296 , flx,,y,) = -2y, = -2(0.1296) = —0.2592

=Ys =Ys +hfx4,y4) = ys =0.1296 + 0.2(-0.2592) = 0.07776

(6) xs = 1.0, ys = 0.07776 (Método de Euler)

(b) Método de Euler Aperfeicoado (ou Runge-Kutta de 22 Ordem):

Este método consiste em aplicar as seguintes féormulas iterativas:

ki = flxn5Yy,)
U, =Y, +hk, (Preditor)

k2 = f(xn+1’un+1)

h
Yn+1 = Yn +5(k1 +k2)



Assim, temos:
(1)

X9 =0,yy =1

= k; = f(x0,Yo) =—2Yo = -2
u; =y +hk; =1+0.2(-2)=0.6 (Preditor)
ko = flx;,u;)=-2u; =-1.2

Y; =Yp +%(k1 +k,)=14+0.1(-2-1.2)=1-0.32 =0.68 (Corretor)

@)

x;=02,y,=0.68

= k; = flx;,y;)=-2y,; =-1.36
Uy, =y; +hk; =0.68+0.2(-1.36) = 0.408 (Preditor)
ko = flx,,uy)=-2u, =-0.816

Yo =Y; +g(k1 +k,)=0.68+0.1(-1.36 -0.816) = 0.4624 (Corretor)

(3

X, =04,y, =0.4624

= k; = flxs,ys) =-2y, =-0.9248
Uz =Y, +hk; =0.4624 +0.2(-0.9248) = 0.27744  (Preditor)
ky = flxg,uz) =—-2uz; =-0.55488

Ys =Yz +%(k1 +ky)=0.4624+0.1(-0.9248 - 0.55488) = 0.314432 (Corretor)

(4)

x3 =0.6,y; =0.314432

= k; = flxs,yz) = —2y; =-0.628864
Uy, =ys +hk, =0.314432 +0.2(-0.628864) = 0.1886592  (Preditor)
ky = flx,,uy) =—2u, =—2(0.1886592) =-0.3773184

Y+ =Ys +g(k1 +k,)=0.314432 +0.1(-0.628864 - 0.3773184) = 0.21381376 (Corretor)

(5

x, =0.8,y, =0.21381376

= k; = fIx4,Y4) =2y, =-0.42762752
us =y, +hk, =0.21381376 +0.2(—-0.42762752) = 0.128288256  (Preditor)
ky = flxs,us) = —2us =—0.256576512

Ys =Yy +%(k1 +k,)=0.21381376 +0.1(-0.684204032) = 0.145393356 (Corretor)

(6)
x5 =1.0 , y5 =0.145393356 (Euler Aperfeicoado)



(c) Método de Runge-Kutta (ou Runge-Kutta de 4% Ordem):

Suponha que queremos calcular as aproximagées yi, Yz, ... , Yn para os valores
verdadeiros y(x1), y(xz2), ... , Y(xn) € agora queremos calcular yn+1 = Y(Xn+1).
Entao,
Xn41 X, th
Ylxna)-ylx,) = [y(x)ae= [y'(x)dx

pelo teorema fundamental do cdlculo. Assim, a Regra de Simpson para integragdo
numérica fornece:

o=

Ylns) - Ylin) = [y’(xn )+ 4y’(xn ¥ gj Y s )} - %{y’(xn) ¥ 2y’(xn ¥ gj ¥ 2y’(xn ¥ gj Y e )}

¥ h . B .
Repare que separamos em soma de termos o termo 4y (xn + 5] porque serdo inclinagées diferentes para
o método.

Dessa forma, usando y'(x, )=y, = fix,>Yn.), chamaremos as inclinacoes de :

k1 = ﬂxn’yn)

h h
k2 = f[xn+5’yn+§k1]

h h
k3 = f(xn+§’yn+5k2j

ks = flxp.1:Yn+hks)

Quando estas substituicoes sao feitas, o resultado é a formula :

h
Yni1 :yn+g(k1+2k2+2k3+k4)

Entdo, para este exercicio, faremos:

(1)
X9 =0,Yp =1
= k; = flx0,Yo) =-2Yo =2

k2 = f[xo +%)y0 +%k1) = f(OJ, 08) = -2(08} =-1.6

ks :f(xo +%,y0 +%k2j:f(0.1,0.84) =-2(0.84) =-1.68

k, = fix;, Yo + hk;) = f{0.2,0.664) = -2(0.664) = -1.328



Y=Yy +%(k1 +2k, +2kz +ky) =1+%(—2—3.2—3.36—1.328) =0.6704

()

x;=0.2,y, =0.6704
=k; = flx;,Y;) = -2y, = -2(0.6704) = -1.3408

ky = f(xl +g,y1 +gk1j = -2y, -0.2k, = -1.07264

ks = f[xz +g,y1 +%k2j = -2y, - 0.2k, =—1.126272

ks = flx,,y; +hks) = f{0.4,0.4451456) = -2(0.4451456) = -0.8902912
h
Yo =Yy +E(k1 +2k, +2k; +k,;)=0.44943616

(3)

X, =04,y, =0.44943616
=>k; = flx,,Yy) =-2y, =-2(0.44943616) =-0.89887232

k, = f(xz +g,y2 +gk1j =-0.719097856

ks = f(xg +g,y2 +gk2j =-0.755052748

k, = fixs,y, + hky) =-0.59685122

Yz =Y, +%(k1 + 2k, +2kz +k,)=0.301302001

(4)

x5 =0.6,y; =0.301302001
=k, = flixs,ys) = -2y; =—2(0.301302001) = -0.602604002

ko = f(xs +g,y3 +%k1j =-0.482083201

ks = f[xs +%,y3 +%k2] =-0.699020642

k, = flx4,ys +hky) =-0.322995745

Y4 =Y3 +%(k1 +2ky, +2k; +k,)=0.191708419

(5)

x, =0.8,y, =0.191708419
=k, = flx,,ys)=—2y, =—2(0.191708419) = -0.383416839

ko = f(x4 +g,y4 +%k1j =-0.306733471



k3 = f(x4 +%)y4 +%k2] =-0.322070144

k, = flxs,y, + hks)=-0.254588781

Y5 =Yg +%(k1 +2k, +2k; +k,)=0.128521324

(6) x5 =1.0 , ys =0.128521324 (RK4)

(d) Método da Predi¢cao-Correcédo de 4% Ordem (Métodos de Adams):

(1) Adams-Bashforth (Preditor):

h -
Upy: =Yp +§(55fn -59f,.1 +37f,_o —9f,_3) , usando anotacdo f, = fix,,y,)

(2) Adams-Moulton (Corretor):

h * *
Yns1 = Yn +§(9fn+l +19f, =5fna +fn—2) sonde fo.; = f(Xp15Uni)

Primeiro, devemos calcular y1, y2 e ys por Runge-Kutta de 4¢ Ordem(RK-4). Depois,
para calcular de y+ em diante, usamos o Preditor e o Corretor de Adams acima.

Entdo, agora vamos resolver o exercicio com esse método:

(1)
Pela letra (c), temos y1 = 0.6704, y2= 0.44943616 e ys = 0.301302001

Com as identificacées xo = 0, x1 = 0.2, x2 = 0.4, x3 = 0.6 e f(x,y) = -2y, obtemos:

fo = fxo:Yo) ==2 ; f1=flx;,y;)=-1.3408 ; f, = fix,,y,)=-0.89887232 ;
f3 = flxs,y3) =-0.602604002

Com os valores acima, o Preditor (1) nos fornece entdo:

U, =y, +%(55f3 —59f, +37f, - 9f,) =0.301302001 +(;—42(-1 1.71935323) = 0.203640724

Para utilizar o corretor, precisamos primeiro de:
fi = flxg, uy) = —2u, =—-0.407281448

Assim, temos:

Ys =Ys +%(9f4* +19f5 = 5F, + f}) =o.301302001+02'—j(—1 1.96144747) = 0.201623272



()
Ainda temos que calcular ys. Vamos repetir o processo:

Preditor:

Us =y, + %(55f; — 59f, + 37f, - 9f,) = 0.201623272 + %(—8. 037919362) = 0.13464061

Corretor:

0.2, .« . .
Ys =Yy +E(9f5 +19f, =5f3+ f5) , onde fs5 = flxs,us)=-2us; =-0.269281221
Assim, temos finalmente:

ys; =0.201623272 +%(—8.04773081 1)=0.134558848

Portanto, x5 =1.0 , Y5 =0.134558848 (Predicao— Correcao de Quarta Ordem)

(e) y(1)=e? =0.135335283

Portanto, o Método de Predicdao-Corregcdo de 4¢ Ordem se aproximou mais do
resultado, mostrando que os algoritmos de ordem superior sAo mais
precisos.

Exercicio 2:

xy'(x) - x2y(x) - 2 = 0=y () - xy(x) - = = 0 = y'(x) = xy() + = = Y = xy + 2 = f )
X X dx X

+X
Usar Euler Aperfeicoado para:

ay _

& foy) =xy + 2

y0=3, )CO =1, h=0.1

até xs = 1.5.

Exercicio 3:

Obs.: Toda vez que tivermos um exercicio sobre Equagdo
Diferencial de Segunda Ordem, devemos transformda-la
em um sistema de Equacédes de Primeira Ordem, fazendo
a substituicdo y’ = z (aqui usei z, mas poderia ser
qualquer outra variavel arbitraria).



d2y d2y

y”(x)+y(x}=0:>dx2 +y=02y”=dx2 =-y=fixyy)

Vou fazer as seguintes substituigoes :
y'=f(x,y,z)= z , y0=0
, 1

Z2 =942 =Y , Zo=—

(a) Usando Método de Euler, temos que resolver o sistema:

{ym—l =Yn +hf(xn’yn’zn): Yn +th
Znil = 2Zn +hg(xn’yn’zn)= Zn _hyn

Assim, temos:

(1)

Yo =0, 2 :i,xo =0
/s

L

=Yy; =Yy +0.2z, =0+O.2(n

) =0.063661977

z, =2,-0.2y, = % = 0.318309886

()

y; =0.063661977,z, =0.318309886, x; = 0.2
=y, =y;+0.22z;, =0.127323954
z, =2;-0.2y; =0.30557749

(3)

y, =0.127323954, z,, = 0.30557749, x, = 0.4
= ys =y, +0.22, = 0.188439452
Z3 =2, —0.2y, =0.280112699

(4)

ys =0.188439452, z, = 0.280112699, x5 = 0.6
=y, =ys+0.22, =0.244461991
z, =25 — 0.2y, = 0.242424808

(5

Y, =0.244461991, z, = 0.242424808, x, = 0.8
= ys =y, +0.22z, = 0.292946952
zs =z, —0.2y, =0.193532409



Em outras palavras,

y(1.0) = 0.292946952
(Euler)
y(1,0) =~ 0.193532409

(b) Usando o Método de Euler Aperfeicoado:

Usando o mesmo sistema encontrado no item (a):

y'=f(x,y,z)= z > yO =

0
, 1
z =9g(xY,2)=-y , Zo =—

Temos para o Método de Euler Aperfeicoado as seguintes férmulas iterativas:

Preditores:

{urH—l =Yn +hf(xn’yn’zn) =Yn +th
Un+l = 2p +hg(xn’yn’zn) =2y _hyn

Corretores:

h h
Yn+1 = Yn +§[f(xn’yn’zn)+f(xn+1’un+1’vn+1}]: Yn +§[Zn +Un+1]

h h
Znt1 = 2n +§[g(xn1ynlzn}+g(xn+11un+1’vn+1}]= Zn _E[yn + un+1]

(1)

yOZO,ZO :i,h:OQ
T

u,=y, +hz, =0.063661977
v, =z, —hy, = 0.318309886

Y =Yo +%[z0 +v,]=0.063661977

z, =2, —%[yo +u,;|=0.311943688

Agora, vocés terdo que repetir esse processo
encontrar ys e zs.

até



Exercicio 4:

Neste exercicio, aplique os métodos para:

dv _ 2000 - 2v

gt~ 200-¢ @Y

U0=O, t0=0, h=0.5

Exercicio 5:

Apés as devidas substituicées, aplique os métodos para:

% = 0.2y - 0.000002y?

yo :1000, to :0

OBS.: Aqui, nao foi fornecido o valor de h. Usei h = 0.5.

Exercicio 6:

Obs.: O enunciado ndao disse o valor de h. Aqui, fiz com h=0.5.

x'=3x-0.002xy = fit,x,y) , x, =1000
y =0.0006xy — 0.5y = g(t,x,y) , Yo =500

As férmulas iterativas de Runge-Kutta para o passo de (xn,Yyn) 4 aproximagdo seguinte
(Xn+1,yn+1) = (X(tn+1), y(tn+1}} sao:

Yni1 =Un +%(G1 +2G, +2G; +Gy)

onde:
flt,sx n’yn)
h h
= ( :x +2Fl’yn+2G1j
= [ ,x +hF2,yn+gG2j

flt, +h X, +hF5,y, +hGy)



Analogamente fazemos isso para G,,G,,G3,G,.

(1)

t, =0, x, =1000,y, = 500

F, = f{0,1000,500) = 3(1000) — 0.002(1000)(500) = 3000 — 1000 = 2000

G, = g(0,1000,500) = 0.0006(1000)(500) — 0.5(500) = 300 — 250 = 150

F, = f{0.25,1500,537.5) = 3(1500) — 0.002(1500)(537.5) = 4500 — 1612.5 = 2887.5

G, = g(0.25,1500,537.5) = 0.0006(1500)(537.5) - 0.5(537.5) = 483.75 — 268.75 = 215

F; = f10.25,1721.875,553.75) = 3(1721.875) - 0.002(1721.875)(553.75) = 5165.625 — 1906.9765 =

= 3258.6485

G, = g(0.25,1721.875,553.75) = 0.0006(1721.875)(553.75) — 0.5(553.75) = 512.09296 — 276.875 =
=235.21796

F, = f{0.5,2629.3242,617.6398) = 3(2629.3242) — 0.002(2629.3242)(617.6398) = 7887.9726 — 3247.9505 =
= 4640.0221

G, = g(0.5,2629.3242,617.6398) = 0.0006(2629.3242)(617.6398) — 0.5(617.6398) = 974.38515 — 308.8199 =
= 665.56525

Entdo,

x;=xp+ %{F, +2F, + 2F,; + F, ) = 1000 + é(zooo +5775+6517.297 +4640.0221) = 4155.3865

Y; =Yop +%(G1 +2G,+2G5; +Gy) = 500+é(150 +430 +470.43592 + 665.56525) = 786.00018

Agora, é com vocés!

Facam até ts = 4.
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