Calculo Numerico

Faculdade de Ciéncias Sociais Aplicadas e Comunicacdo — FCSAC
Faculdade de Engenharia, Arquiteturas e Urbanismo — FEAU

Lo\ oy

UNIVERSIDADE DO VALE DO PARAIBA
Sio José dos Campos - SP

Prof. Dr. Sergio Pilling (IPD/ Fisica e Astronomia)

REVISAO DA 12 PARTE DO CURSO

1 — Aritmética de Ponto Flutuante e Erros em Magquinas digitais
a. Notacao ponto flutuante
b. Converséo decimal <> binario
c. Principais fontes de erros de maquinas digitais (Mantissa finita)
d. Erro absoluto e erro relativo
d1. Erros em operacges aritmeticas
d2. Erros devido a representacdo truncada ou arredondada dos nimeros

2 — Métodos iterativos para achar zeros (raizes) de fungdes reais
a. Identificando intervalos que contem raizes de funcgdes.
b. Quando parar de fazer as contas? Critérios de parada
c. Métodos iterativos
- Met. Bissecgéo
- Met. Posicéo Falsa
- Met. Ponto Fixo
- Met. Newton
- Met. Secante.

3 - Métodos numéricos para resolver sistema de equacdes.
a. Met. Direto de eliminacéo de Gauss.
b. Met. Iterativos.
- Critérios de parada
- Método de Gauss-Jacobi
- Métodos de Gauss-Seidel
c. Critérios de convergéncia dos Met. Iterativos: Linhas para o met. Gauss-Jacobi e Sassenfeld para o
met. Gauss-Seidel




1 — Aritmética de Ponto Flutuante e Erros em Maquinas digitais

Como um maquina digital armazena um ndmero internamente:

(N)10 — Not. Ponto flutuante | (exp)io — Conversdo para binario| (exp) — Palavrado
(mantissa)1o (mantissa)2 Computador
+O[LOLIOOLOLIOLOOMLOL
——
exp mantissa

a. Notacao ponto flutuante

sinal mantissa expoente

+ a1|a2|~-|at e

Observe que como a mantissa m satisfaz a desigualdade 0.1 < |m| < 1

ela pode sempre ser escrita como

m= :|:O.a1a2a3~~at com a; € {0,1,2,...,9} ea; #0

- t =mantissa
- 0 que é overflow?
- 0 que é underflow?

b. Conversao decimal < binario

Ex3. (23)10 = (X)2 Usando o método das divisdes sucessivas.

111 |2 Resposta: (x), = (10111),
512,

Dividir até que o Ultimo quociente
seja menor que a base

Ex5. (0,1875)10 — (X)2 Usando o método das multiplicacoes sucessivas.
0,1875 0,3750 0,750 0,50 Resposta: (x), = (0,0011),
X 2 X 2 X 2 / X 2

0[3750] 750 |  1}50 | 1,00
] l l It Parar quando n&o existir mais a
Leitura parte fracionaria

F_\A Parte inteira: Método da divisio sucessiva
f_A_\

Ex7.(23,1875)0 — (10111,0011),
Parte fracionaria: Método da multiplicacdo sucessiva




Ex9. (110,11); - (X)10 Usando o método das multiplicacGes pelas potencias da base

110,11), = 1x22 + 1x2* + 0x2° + 1x2t +1x22 = 6,75 = (6,75
( )2 = (6,75)10
4 + 2 + 0 + 1/2 + 1/4

d, ds
do

c. Principais fontes de erros de maquinas digitais (Mantissa finita)
cl. Representacdo infinita de um numero binario!

(0,11),0=(0,000111000010100011110101110000101000111101............ )>
Repeticdes

Numa maquina com 6 digitos na matissa teremos:
(0,11),0— (0,000111), — (0,109375);

Truncado

c2. Mantissa finita para representacédo de niumeros!

d. Erro absoluto (EA) e erro relativo (EA)

EA | [X—X
EA =[x—X| BRI T

onde x é o valor preciso e X é o valor aproximado (armazenado na maquina). X pode ser ainda um valor
truncado ou arredondado.

d1. Erros em operacdes aritméticas (propagacao dos erros)
i) Propagacao dos erros absolutos:

Soma e Subtracao Multiplicacéo Divisdo
EA, xEAy‘

E'AYxiy) :| EA< i EAy | EA(xy) :| YEAy + yEAx | EA(X/Y) - V VZ ‘

il) Propagacao dos erros relativos:

Soma e Subtragéo Multiplicagéo Diviséo

_|X y
ERun = [xzy S gy Crv| 70| | ERy) = ER +ER, |46 || Ry =IER —ER, [+0

onde o fator 8, associado ao erro devido ao fato do computador trabalhar com ndmeros truncados ou
arredondados € dado por:

t = numero de digitos da mantissa

/

§=10"" (no caso de truncamento)

& =% 10™" (no caso de arredondamento)



2 — Meétodos iterativos para achar zeros (raizes) de funcgoes reais
a. Identificando intervalos que contem raizes de funcdes.

Seja f(x) continua num intervalo [a,b]

- Se f(a)f(b) < 0 existe PELO MENOS uma raiz dentro desse intervalo.

- Se f"(a)f’(b) > 0 existe 1 Unica raiz dentro desse intervalo.

b. Quando parar de fazer as contas? Quando se atingir a precisédo desejada.
- Critérios de paradas dos métodos iterativos

b1l. Nos métodos com intervalo inicial 1=[a,b] (Bisseccao e posicdo falsa). Paramos de fazer a conta quando
| T(Xx) |<coubgac<e. Qualquer uma das duas condicdes, a que vier primeiro!

b2. Nos métodos com chute inicial (MPF, Newton ou Secante). Paramos de fazer a conta quando
| f(Xy) <& ou Xk — Xk-1| < €. Qualquer uma das duas condicdes, a que vier primeiro!

Em geral ¢ (precisdo estipulada) é um nimero muito pequeno, por exemplo, €~ 0,000001 = 10°®

c. Os métodos iterativos.
- Mecanismos de iteracdo dos Métodos de obtencao de zeros de fungdes reais:
1) Método da Bisseccéo
A cada iteragdo diminui-se o intervalo tomando uma media dos valores anteriores.

Funcao recursiva ak 4+ bk

$x) =%, ==

Numero de iteragdes no método da bissecgéo: Intervalo inicial

=

log(bg ™= ap) - log(e)T—* b-a < g (precisio)

k — -
- log(2)

I1) Método da Posicéo Falsa
Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a ¢ b, 0 método da posigac

falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | £(a) |, respecti-
vamente:

Funcéo recursiva

T a f(b) b, f (a,)
) =% = )~ f (a,)

" " . = : —»
Graficamente, este ponto X € a Inlersecgao entre 0 eiXo ox € a reta r(X) que passa
por (a, f(a)) e (b, f(b)):



Os métodos da bissecao e da Posi¢do Falsa tem convergéncia garantida pois os intervalos a cada
interacdo sempre contem a raiz. Para ambos 0os métodos temos o seguinte esquema iterativo:

do Xo b0

_ [ [ |

Sinal da funcdo »> @ ) ®
ai X1 b1

[—e [ «—»]

Sinal da funcdo » @ @ e
d2 X2 n2

Sinal da funcdo — ® & 6

Paramos de fazer a conta quando é satisfeito o critério de parada | f(Xk) |<goubcac<e, 0 que vier
primerio e a solucdo aproximada sera x =Xy

I11) Método da Ponto Fixo (MPF)

) ) Raiz fivy=x+x-6=0
Transformar f(x)=0 numa equacao equivalente x=¢(X) e W olx)=6- 3%
a partir de um chute inicial X, gerar uma sequéncia { Xy}

de aproximac0es através da relacéo ot
Chute

inicial

Funcéo recursiva

X1 = Q(Xic)

Graficamente, uma raiz da equacao x=¢(x) é a abscissa (%} = E quando k — =
do ponto de intercessdo da reta y =x e da curva y=¢(X)

OBS: Esse método nem sempre converge. Uma condicdo para convergéncia é que a funcao equivalente
escolhida tenha uma inclinagdo baixa nas proximidades da raiz, ou seja, que | (Xx) | < 1 nas proximidades da
raiz £. Alem disso, a convergéncia sera mais rapida quanto menor for | ¢’ ()]

tangente

e

1VV) Método de Newton ou Newton-Raphson

Esse método é bem parecido com o MPF, contudo para .

acelerar a convergéncia escolhe-se uma (&) tal que J

¢ (€)= 0. Nesse método utilizamos a expressdo abaixo no o , _Ct_]u_te
processo iterativo: | inicial

Funcéo recursiva .
f(x)

Xkr1 = Q(Xi) = Xy = ‘ 728
f"[xk) _T b 715?//’57___ - K

-

onde Xk=o € um chute inicial para a raiz

OBS: Esse método nem sempre converge. Se f “(xx) ~ 0 0 método pode divergir.



1VV) Método da Secante
Uma das desvantagens no método de Newton é a ¢ tangente
necessidade de se obter f'(x) e calcular seu valor numérico Chutes S —
a cada iteracdo, nesse método a derivada da fungdo é g

aproximada pela expressao abaixo: [ tniciais
, f(x) - (x, )
| “ T k-1 | , secante

-

onde Xk=o € Xk=1 S80 chutes iniciais para a raiz. Nesse — —+——*—
método utilizamos a expressdo abaixo nNo 0 pProcesso

iterativo: —— //

Funcao recursiva ) i ]

X (X,) = X, 0X, _,

Xi1 = QX X)) = KoL TR Tk TR
f(x,) - f(x, _;)

OBS: Se nesse ultimo método tivermos f(x,) ~ f(Xx.1) 0 método pode divergir!

3 — Métodos numéricos para resolver sistemas de equacdes lineares

a. Método direto de eliminacdo de Gauss

Sistema — Matriz sanduiche — Aplicar estratégias para pivoteamento (parcial ou total) —
Triagularizar a matriz sanduiche (Calcular o fator multiplicado e realizar operacoes envolvendo as
linhas) — Solucéo trivial (de baixo pra cima)

Obs. Nas estratégias de pivoteamento parcial trocar a posicao de linhas e na estratégia de pivoteamento parcial
trocar a posicao de colunas. Antes de eliminar os termos da proxima coluna aplicar as estratégias de
pivoetamento novamente se necessario.

Fator multiplicador

Linha do 1_'}1‘1'@ -1 Elemento a ser
Aac: I,: = L1 — M, [ Q( D zerado
Exemplo de operagdes: - 21 _ Yy

Ly« L;-mg 1

“1 '? Mo A~y

b. Métodos Iterativos

Sistema — Verificar se tem convergéncia garantida para um dado método (critério das linhas ou
Sassenfeld) — Escrever o sistema equivalente (isolar x; de cada linha i) — Aplicar o método escolhido —
parar o calculo ao atingir o critério de parada.

Obs. Se o critério de verificacdo de convergéncia falhar, trocar a posicédo das linhas e colunas do sistema
e aplicar o critério de verificagdo novamente.



Exercicio resolvido mostrando uma comparacéo entre dois métodos iterativos: Calcule as duas primeiras
iteracOes dos métodos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel do sistema linear abaixo:

4%, + 2X2 - 9X3 =7
5%, — 6X2 - 8X3 =3
1X; —2X, + 15X3 =5

%,

|

Use como chute inicial o vetor (matriz coluna) x© =| x,QF | 2

Etapa inicial —

4x, + 2X2 - 9X3 =7
5%, — 6X2 - 8X3 =3

X3(0) 3

Isolar os x; de cada linha i e escrever o sistema de equacdes equivalentes.

1X; — 2X, + 15X3 = -5

( X1=+7—2X2+9X3

- 4
- ) Xp=+ 3 =5X; + 8X3

-6
X3=—5-1X; + 2%,

L 15

Abaixo temos um diagrama mostrando de forma esquematica a dependéncia de cada um dos termos nas trés
primeiras iteracOes de uma matriz A:3x3 dos métodos de Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel.

Método de Gauss-Jacobi
O %, @ %,

3,1 %,
%3 %3V %3 %

Método de Gauss-Seidel
. © %, @ G ©)
1 1 1

0) l l @ Xl2<3)

X, ( X! X,
X3 / y / xi(z)

Segue abaixo exemplos para o calculo das trés primeiras iteracdes (x, x e x®) pelo

1
metodo de Gauss-Jacobi usando como chute inicial: x© =| 5, | 2
3

X\ W (+7-269+94 =750
XM - (+3-5x,9 + 8x;?)/(-6) = -3.667

X3V - (=5 -1, + 2x,9 )/(15) = -0.133
XD - (+7-2xY +9x; )4 =3.882
X - (+ 3 = 5%,V + 8% )/(-6) =5.572
x3? - (-5 -1xY + 2, )/(15) =-1.322
X P2 (+7-2%9 + x4 =-4.010
X - (+ 3= 5x,9 + 8x;@ )/(-6) = 4.497

X3P - (=5 - 1,2 + 2x,? )/(15) =0.150

%, ©

O -

x| 7.50
x5 x,M=1-3.667
x3<1j -0.133

A

(2; 4 ™
Xy 3.882
» x@4 x,¥=| 5572
x3<zj (-1.322 )

@ e R
R X1 -4.010
x® 3 x,®=| 4.497

A3
X3/ kO].SOJ




Segue abaixo exemplos para o calculo das trés primeiras iteracdes (x, x e x®) pelo

~ J

x; @ 1
método de Gauss-Seidel usando como chute inicial: © x;@ _ | 2

XS(O) 3 - ~N
iV (+7-2%" +9xV)4 =750 x| | 7.50
X2 (+ 3= 5% + 8%V )/(-6) =1.75 » XV x,Y=|175
X3 - (=5 - 1% + 2%,V )/(15) =-0.60 (%) -0.60
%P (+7-2%" +9x,D)4 - =-0.475 (@ ( -0.475)
xzfi _(+3- 5x1((2)) + 8x3((1)) )/(-6) =-0.095 . @ Xi(z) -1 -0.095

2 2 2 — - - '
X3 ' = (— 5- 1X1 + 2X2 )/(15) =-0.314 \XS(Zl K_0314/
iV (+7-2%7 +9x;P)4 =1.001 C o [
9 - (+3-5%7 +8x,?)/(-6) =0.827 S BT
X3(3) _ (_ 5— 1X1(3) + 2X2(3) )/(15) =-0.295 X = X2(3) = 0.827
X3 K-0295J

Se for dada uma precisao € quando parar de fazer os céalculos? Quando tivermos satisfeito o critério de
parada.

Critério de parada
Distancia relativa entre duas iteracdes numa certa etapa k, d%, deve ser menor que ¢

f
max | x*) — x|

g —
max | x|

<&

Obs: No exemplo anterior ndo fizemos nenhum teste para saber se os métodos iterativos
teriam convergéncia assegurada ou ndo. Na pratica antes de utilizarmos esses métodos
numa maquina digital verificamos se o critério das linhas € satisfeito (no caso da utilizacéo
0 método de Gauss-Jacobi) ou o critério de Sassenfeld (no caso da utilizacdo do método de
Gauss-Seidel).

Critério das linhas (o, <1) Critério de Sassenfeld (B; < 1)
Lembremos que: (ex A:4x4)
o |ay |+ @ |+ e, | —

- 8 = =a
oy 12 lay. N ag, |, lay | !
l : II 8, = || Bt law [+ |

fimhoé;l;emenms |23 |
8 =|a31|ﬁ1+|a32|ﬁ2+|a34|
’ | s |
8 :]a41|281+|a42|982+|a43|283
b |2, |




