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V — Ajuste de curvas pelo método dos minimos quadrados

Objetivos: O objetivo desta aula é apresentar o método dos minimos quadrados (MMQ) como
outra forma de aproximacado de fungbes. Ao contrario do polindbmio interpolador visto no
capitulo anterior, agora néo é necessario que o ajuste passe exatamente por cima dos pontos
ajustados. Em outras palavras, com esse método encontramos uma funcédo ¢(x) de um certo
tipo pré-estabelecido (ex. reta, parabola, senoide) que melhor ajusta um conjunto de pontos
ou uma funcgéo dada.

1. Introducao

Como vimos na ultima aula, uma forma de se trabalhar com uma funcdo definida por
uma tabela de valores é a interpolagdo. Contudo, a interpolacdo pode ndo ser aconselhavel
quando:

1) E preciso obter um valor aproximado da fungio em algum ponto fora do intervalo de
tabelamento (extrapolacao).

2) Os valores tabelados séo resultado de experimentos fisicos, pois estes valores poderéo
conter erros inerentes que, em geral, ndo sdo previsiveis.

Surge entdo a necessidade de se ajustar a estas funcdes tabeladas uma funcéo que seja
uma “boa aproximagao” para as mesmas e que nos permita “extrapolar” com certa margem de
seguranca. Assim, o objetivo deste processo é aproximar uma funcgéo f(x) por outra fungéo ¢(x),
escolhida de uma familia de fun¢des ou por uma soma de fungdes em duas situagdes distintas:

¥

Dominio discreto: quando a funcdo f é dada por uma tabela de valores.

y=fx)

Dominio continuo: quando a funcéo f € dada por sua forma analitica.

Veremos nesta aula o método de ajuste de curva aos pontos experimentais (caso discreto)
pelo método dos minimos quadrados!
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2 Caso Discreto

O problema do ajuste de curvas no caso em que se tem uma tabela de m pontos

X X X3 T Lo

fQx) | (%) | f (x3) 1 (x)
Com Xy, Xz, X3, ... , Xm €[a,b], consiste em: “escolhidas” n fungdes continuas g;(x), g, (X), gs(X),
., On(x), continuas em [a,b], obter n constantes a;, a,, as, ..., a, tais que a funcéo

o(X) = a1 g1(X) + a2 92 (X)+ a3 g3 (X)+ ... + an gn (X) Se aproxime ao maximo de f (x).

Este modelo matematico é linear pois os coeficientes que devem ser determinados a;, a,,
as, ..., a, aparecem linearmente, embora as fungbes g:(x), g.(x), 9s(X), ..., gn(X) possam ser
funcdes ndo lineares de x, como por exemplo, gi(x)= X, g2(X)= €, gs(X)= (1+x)?, etc.

Surge entdo a primeira pergunta: Como escolher as func¢des continuas g:(x), g (X), ga(x),
00 (X)?

Esta escolha pode ser feita observando o grafico dos pontos tabelados (diagrama de
dispersao) ou baseando-se em fundamentos teoricos do experimento que forneceu a tabela.
Portanto, dada uma tabela de pontos (x;, f(x1)), (X2,f(X2)), ...., (Xn,f(Xn)), deve-se, em primeiro
lugar colocar estes pontes num grafico cartesiano e a partir dai pode-se visualizar a curva que
melhor se ajusta aos dados.

EXEMPLO 1
Seja a tabela de pontos abaixo:
X i—l,O - 0.75 06 -05 -03 0 02 0.4 0.5 0.7 1.0
t(_x] ;}5 iSB _().45._0.4 _.0.5 0 02 0.6 0512 1.2 2.05

f(x)

O diagrama de disperséo para esses pontos € apresentado ao lado:

Esse diagrama se assemelha muito a uma parabola com centro na origem, néo e?
Portanto, nesse caso, é natural escolhermos apenas uma funcdo g:(x)=x* e procurarmos
entdo ¢(x) = ax’ (equacéo geral de uma parabola passando pela origem).
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EXEMPLO 2

Se considerarmos uma experiéncia onde L
foram medidos varios valores de corrente
elétrica (i) que passa por uma resisténcia (R)
submetida a vérias tenses (V), colocando os
valores correspondentes de corrente elétrica e y
tensdo em um grafico podemos ter a figura ao ! e e

lado: - 0

Neste caso, existe uma fundamentacdo teorica relacionando a corrente com a tensdo
(V=R i; Lei de Ohm), isto €, V € uma funcéo linear de i. Assim, gi(i)=1 e ¢@(i)=ags(i) =al.
Queremos ajustar nesse caso uma reta.

Surge agora a segunda pergunta: Qual parabola com equacdo ax” melhor se ajusta ao
diagrama do exemplo 1 e qual reta, passando pela origem, melhor se ajusta ao diagrama do
exemplo 2?

No caso geral, escolhidas as fungbes gi(x), 92(X), ..., gn(X), temos de estabelecer o
conceito de proximidade entre as fungdes ¢(x) e f(x) para obter as constantes a;, ay, as, ..., an.

Uma idéia € impor que o desvio entre f(x) e ¢(x), ou seja, d=(f(xx)-(x¢)) seja minimo
para todos os pontos (k =1, 2, ...., m).

Existem varias formas de impor que os desvios sejam minimos. Veremos nessa aula o
método dos minimos quadrados.

(T3, fa)
Yy

o)

Seja di = f (%) — ¢ (X 0 desvio em X . ]di
(1, f1)

O meétodo dos minimos quadrados consiste em escolher os coeficientes a,, a,., as.

., de tal forma que a soma dos quadrados dos desvios seja minima. isto é:

m m .
dz = %)= @) deve ser minimo. ——» A derivada tem que ser
E(Z=1 g E[f( B) =)l igual a zero!

Assim, os coeficientes a;. a>. @3- --..a, Que fazem com que @ (x) se aproxime ao
maximo de f (x). sdo os que minimizam a fung¢éo:

m m
Flaj.ajy.az...ay, ):Zlf(-"‘k)_q}(-"i-)]_ = 2 G) a8 (%) —a28: (%) —a 383 (X)) - —a,&, (% 1k

k=1 k=1
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Para isto é necessario que:

oF . Obs: A derivada tem que
= i—1 2 4- >
das @1,82,835a,)=0, /=1, 2,3, ....n, 1st0 € ser zero para acharmos o
J valor minimo de F.
oF
—(@-az,azsan)=
C-‘(aj-

2‘Z.[f(xk)_algl(xﬁ')_aigl(‘rk)_”'_a?ﬁ'a ;‘?(xﬁ')]'[_gj(xk)] :05 jzls 25 35 a1
k=1

ou

.[f(xk)_algl(xk)_azgz(xk)_”‘_aﬁ‘gﬂ(xﬁ")]'[gj(x,{')] :O? _,r]r :17 27 3: cen 1
k=1

Assim, tenrse o seguinte sistema de n equagdes lineares com 7 incognitas g4. a -,

ai- "'-.\a}q:

D) a8 (rp) —a28:(5) — - —a,8, ()] [8,(x; )] =0
k=1

2L () a8 () —a 282 (%)~ —a, & ()] [82(xp)] = 0
k=1

DG —aig () —a28: (%)~ —a g (%] [g, (xp)] =0
k=1

Que € equivalente a:

Z.gl(xk)'gl(xi')j| ay _”'+|:z.g1 (xp) g, () |-a, = Z.&(-‘ffc)'f(-’fa—)
k=1 k=1 i k=1

D2, (x) g1(xp) -a1—m{z.gg(xk)-gﬂ(xk).oa,? = g, (x5)- f(xp)
k=1 i k=1 ] =

1

m

Z.gn(-"k)'gl (xp) [-a,+ -+ Z.gn(-’ffc)'gn (-Tk)]a n :Z.gn (xp) S (x)
\__k=1 _ L= =

k=1 k=1

VANRAY

As equacgdes deste sistema linear sdo chamadas de equagdes normais.
Este sistema pode ser escrito na forma matricial 4-a=Db

apa, + Gpa; * o+ apa = b (a, a, .. a,\ (a) (b
J gy 7 9 a Tt Ay ay = bf —> |9 G o Oy |G| b,
ﬁnl al T a?‘.@ a2 + e+ ai’m an = bﬁ, '\ﬂ'nl ay, . 4y J '\ﬂ'n J '\bn J

L
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m m
onde 4=(ay;) tal que a; = Z_gg-(xk)‘gj(xk) = Z_gj (xp)-g;(xx)=ay . ouseja, 4 é
k=1 k=1

uma matriz simétrica;

ai=la;ay ...,a, 1P eb :[bl,bg,m,bn]r é tal que b; = Z_gi (xp)- f(x3)-
k=1

Leitura opcional: produto escalar
m
Lembrando que, dados os vetores x e y R” o ntmero real (x,))= Z ¥l &
k=1 .

chamado de produto escalar de x por y . e usando esta nota¢do no sistema normal A- ;= b;

tenrse: a; =(g;,8;) e b= (g;,f) onde:
Produto escalar

g, éovetor [g/(x) gi(x,) &i(x3) - g(x,)]" e

(Ei g )= IE gi(xk)g-[xk).
f éovetor () ) f(x) - f(xm)]f_ ]

. iy

Desta forma o sistema na forma matricial fica:

Siley EE & Bz e e
<§2 sgl (gj SEJ} <§2 sgn:} .. dp -_- <§3 af
_<§n sgl (gn ng} <§n=§n:}_ ._an _ |_<§n a‘f}_
Demonstra-se que, se as fung¢des g,(x), g,(x), g;(x), ..., g, (x) forem tais que os

vetores g,,8-,23," " 28y, sejam linearmente independentes (LI), entdo detd = 0 e o sistema
de equagdes € possivel e determinado (SPD). Demonstra-se ainda que a solucdo tinica deste
sistema, a,, 8y, Ay, .-, dn € O ponto em que a funglo F ( a;, a2, as,..., a,) atinge sen
valor minimo.

OBS: Se g3 vetores p, g, . 8..--.¢ . lorem orogonms enire 51 15D e se
(8:-8;)=0se izj e (g;,g;)=0se i=j, amatriz dos coeficientes 4 serd uma matriz

N N N
diagonal, o que facilita a resolugio do sistema A-aj= b;
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Na pratica, o funcionamento do MMQ pode ser dividido em 4 passos:

PASSO 1 - Depois de escolhida a funcéo ajuste ¢(x) identificar nela as fungdes auxiliares g(x) tal
que o(X) seja do tipo:

§00 = 220,00 = 8,8,(0 +2,0,(0 + a0, (9. +2,,()  nel

PASSO 2 — Montar o sistema de equacdes. O numero de equagdes do sistema igual ao numero de
funcdes auxiliares gi(x) (igual ao numero de incognitas a;)

Ex1. Nocasodareta: o (X) =a;+ax—> gi(X) =1 e g»(x) =X

Teremos um sistema com 2 equacoes. (all a12] LalJ (le
X =
a21 a22 a'2 bZ

incognitas
Ex 2. No caso de uma parabola: ¢ (X) =a; + a, X + agx’* = g1(X) =1 , go(X) = x e gs(X) = X

Teremos um sistema com 3 equagdes. (a,, @, &, a b,
8y 8y Ay [X|8 =D
a‘31 a‘32 a33 a3 b3

incognitas

Ex 3. No caso de uma exponencial simples: ¢ (X) =a;e* — gi(X) =¢&*
Teremos um sistema com 1 equagdo. 8y Xa; = b1
incognita

PASSO 3 — Calcular os coeficientes a; e b; do passo 2. Esses coeficientes sdo definidos pelos
seguintes somatdrios e apds seu calculo obteremos nimeros.

ndmero de pontos experimentais.

3 6.()9, (%) =3, 0 =2 1x)8, (%)

PASSO 4 — Reescrever o sistema de equagdes do passo 2 (agora os a; e b; sd0 nlimeros) e resolvé-

lo, por exemplo, utilizando 0 método de eliminacdo de Gauss ou algum método iterativo (Gauss-Jacobi

ou Gauss-Seidel).
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Exercicio 1

Ajuste os dados abaixo pelo método dos quadrados minimos utilizando:
a) umareta o) =atax—> gi(X)=1 e ga(x) =X

b) uma parabola do tipo ¢ (X)=ar+a; x + asx® > g1(X) =1, go(x) =xe gs(X) = x*

x | 1 ) 3 4 5 6 7 8
y 0.5 0.6 0.9 0.8 1.2 1.5 1.7 2.0
Solucéo a)

Nesse caso temos f(X) = ¢ (X) = a; + a,x 0 que resulta em termos g;(X) = 1 e g>(X) = X
Para encontrarmos a; e a, resolveremos o sistema de 2 equacg0es abaixo:

(an alzJ . (alj _ (bl]
a'21 a22 a2 b2
Escrevendo o sistema em termos dos a;; e b; , ficamos assim:

Temos 8 pontos experimentais

/ —
Zgl(xk)gl(xk )}al J{Z 9 (X, )9: (X ):|a2 = Z F(%,)91 (%)
Zgl(xk)gz(xk)}al J{Z gz(Xk)gz(Xk)}az = F(x)9,(%)
g L k=1 k=1 k=1

Cada somatorio da parte esquerda resultara em:

8 8
> 0:06) 8, (%) = D (9, (%) =1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1=8

8 8
> 9,(%) 8, (%) = D (9,(% )] =1x1+2x2+3x3+4x4+5x5+6x6+7x7+8x8 = 204
R s =
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Cada somatorio da parte direita resultarad em:

8
Z f(%)0,(%X,)=05x1+0.6x1+09%x1+0.8x1+12x1+15x1+1.7x1+2.0x1=9.2

k=1 —
1

8
Z f(%X)9,(X,)=05%x1+06x2+0.9%x3+0.8x4+1.2x5+1.5x6+1.7x7+2.0x8=50.5
k=1 —

X

Reescrevendo o sistema de equagdes teremos:

8a; + 36a, = 9.2 R - 36a; - 162a, = -41.5
L1:-4.5L1 -
3631 + 2043.2 =50.5 363.1 + 204a2 =50.5
Subtraindo as duas equacgdes encontramos:
50.5-41.5 50-204x0.214
a,=——=0.214 = =0.176
2= 204-162 ¢ & 36

Podemos agora escrever a equacao que ajusta os pontos experimentais f(x) 2@ (x) = a; + apx.
Resposta:
o(x) =0.176 + 0.214 x

~ L L L Rnn wmE N

0a
oA

0§

04
1

Solucéo b)

Nesse caso temos f(X) ~ ¢ (X) = a; + a, X + a; X* 0 que resulta em termos g:(x) = 1, g»(X) = x e
gs(x) = x%. De forma analoga ao caso anterior, para encontrarmos ay, a, e as resolveremos o
sistema de 3 equac0es abaixo:

all a12 alS al bl
Ay 8y Ay (x| a, |=|b,
a31 a32 a33 a3 b3
Escrevendo o sistema em termos dos a;; e b; , ficamos assim:
4

Z gl(Xk)gl(Xk)}ai + {Z gz(Xk)gl(Xk)}az + {Z 93(Xk)91(><k)}a3 = Z (%) 8 (%)

Xk)gz(xk a, +

9, (X )9, (X }az +{Z (X, )9, (X, )}as = Z f(%)9,(X)

0:(X )95 (%) [a, + Zg (%) 95(%) }a +{Z‘,sllg(xk)gg(xk }a —Zf(xk)g (%)
- - LA
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Cada somatorio da parte esquerda resultara em:

8 8
> 068 (%) = D (0, (%) =1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1+1x1=8
k=1 =

(o]

1
Z ,(X.)9,(X, ) =1x1+2x1+3x1+4x1+5x1+6x1+7x1+8x1=236
R A

1
8
D 0:(% )0, (%) =12 x1+ 22 x1+ 3 x1+ 4% x1+5% x1+ 6% x1+ 7% x1+ 8% x1= 204

0,(X)05(%, ) =1x1° +2x 2> +3x3* +4x 4> +5x5° + 6x6° + 7x 7> +8x8° =1296

8 Xk 8
D 95 (% )95 (%) = D (95 (%,))* =1° x1* + 27 x2° +3° x3* +4° x4” + 57 x5 +6° x6° + 7% x 7 +8” x8* =8772
k=1 H_J H_J k=1

Cada somatorio da parte direita resultara em:

8
> F(%)0:(X)=05x1+0.6x1+0.9x1+0.8x1+1.2x1+15x1+1.7x1+2.0x1=9.2
k=1 —

8 1
> £(%)9,(%) =0.5x1+0.6x2+0.9x3+0.8x4+12x5+15x6+1.7x7+2.0x8=50.5
G

k=1
Xk

8
D F(%)05(x,)=05%x1 +0.6x2° +0.9x3* +0.8x4? +1.2x5? +1.5x6? +1.7x7? + 2.0 x8% = 319.1
k=1 \T)

sz

Reescrevendo o sistema de equagdes teremos:
.

8a; + 36a, +204a; =9.2

4 36a; + 204a, + 1296a; = 50.5

L 204a; +1296a, + 8772a;=319.1
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Nesse caso utilizaremos 0 método direto de eliminacdo de Gauss para resolver o sistema de

equacoes.

matriz sanduiche otimizada 12 etapa de eliminacéo

204 1296 8772 i 319.1 ~ 204 1296 8772 319.1

36 204 1296 : 50.5 g 0 -24.706 -252 -5.812

8 36 204 |92 / 0 -14823 -140 -3.133

2% etapa de eliminacéo re-escrevendo o sistema de equacdes

204 1296 8772 319.1 204a, + 1296 a, + 8772a; = 319.1
0 -24.706 -252 -5.812 -24.706 a, - 252 a; = -5.812
0 O 11.193 0.354 g 11.193a3; = 0.354

Resolvendo o sistema de baixo para cima encontramos:
as = 0.0316, a,=-0.0871 e a;=0.7587

Podemos agora escrever a equacdo da pardbola que melhor ajusta os pontos experimentais
f(X) = @ (X) = a1 + aX + azx>.

Resposta: _ _ _ _ _ _
¢ (x)=0.7587 -0.0871x +0.0316x* |

14
13

= W

11

[i]:]

o7

Exercicio 2

Resolveremos agora o exemplo 1 que vimos no inicio da aula.
A partir da funcdo tabelada abaixo, desenhamos o diagrama de
dispersdo e percebemos que a melhor curva que ajusta 0s
pontos seria um a parabola passando pela origem, ou seja,
f(x) ~ g(X)= a;x* (neste caso teremos apenas 1 fungdo gi(x) = x?).

x | -10 -075 -06 -05 -03 0 02 04 05 07 1

f(x) I 205 +1.153 045 04 0.5 0 02 06 051212 205 -1 ‘0 1
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Como s6 temos uma funcao de g(x) e f(x) ~ ¢(x)= a;x* temos de resolver apenas a
equacao e com isso encontramos diretamente o valor de a;

a, xa, =h

1 1
Zgl(xk)gl(xk)xal :Zgl(xk)f(xk)
T i T

Xk Xk Xk

Resolvendo os dois somatérios temos:

11

(9,(x, )} =1+ 0.3164 + 0.1296 + 0.0625 + 0.0081+ 0 + 0.0016 + 0.0256 + 0.0625 + 0.2401 + 1 = 2.8464
k=1 H_J
(X&)
11
> £ (%), (X, ) = 2.05+0.6486 + 0.162 + 0.1+ 0.045 + 0+ 0.008 + 0.096 + 0.128 + 0,588 + 2.05 = 5.8756
— N

sz

Logo nossa equacao € 2.8464 a =5.8756 — > a = 2.0642

Entdo ¢(X) = 2.0642 x> éa parabola que melhor se aproxima dos pontos tabelados segundo o método
dos minimos quadrados. )
o(X) = 2.0642 x

f(x) &

a<2.0642
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Exercicio proposto 1
Ajuste os dados abaixo pelo método dos quadrados minimos utilizando:

a) umareta @) =a+taxx—> giX)=1 e gox)=x

b) uma parabola do tipo ¢ (X)=ai+ax+ asx® > g1(x) =1, ga(x) =xe gs(x) = X

x| o 1 2 3 4
y|27 42 60 87 127

Resp: a) ¢(x) =19,6 + 24,5 x
b) ¢(x)=28,02+7,64x+421x" ] W

Exercicio proposto 2

O nimero de bactérias, por unidade de volume, existente em uma cultura apos
x horas é dado na tabela abaixo:

numero de horas o 1 2 3 4 b ()
7

numero de bactérias | 32 47 65 92 132 190 275

(a) Ajuste os dados acima a curva y = ae® pelo método dos minimos quadra-
dos.

(b) Quantas horas seriam necessarias para que o nimero de bactérias por
unidade de volume ultrapasse 20007

DICA: Para usar 0 método dos minimos quadrados é necessario termos ¢(x) no formato abaixo:

F(x) = ¢(x) = Zn:aigi (%) = 2,0,(X) +2,0,(X) +8,95(%)... +8,9,(x)  nel

i=1
Portanto temos que reescrever a equacio proposta para o ajuste y = a e™

Aplicando In dos dois lados temos: In(y) = In(@e”™) =In@) + In (e™) = In(a) + bx
Fazendo In(y)=y e In(a) =a ficamos com a equacio da reta ao lado: y = a + bx

Basta agora reescrever a tabela acima usando x e y~ = In(y) e aplicar o método MMQ. Depois
de encontrarmos os valores a'= In(a) e b escrevemos a funcéo original y = a e™

")

Resp: a) y =3,469 + 0,355 x —» y= 32,104 23X b) x=— =/ =1164hs
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Exercicio proposto 3

Dada a tabela abaixo, faca o grafico de dispersao dos dados e ajuste uma curva
da melhor maneira possivel.

x| 0,5 0,75 1 1,5 2,0 2,5 3,0
v —2,8 -0,6 1 3,2 4,8 6,0 7,0
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