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I11 — Resolucéo de sistemas lineares por métodos numeéricos.

Objetivos: Veremos nessa aula alguns metodos numéricos (diretos e iterativos) para
resolvermos sistemas de equacdes lineares.

1. Introducao

A resolucéo de sistemas lineares é um problema que surge nas mais diversas areas (ex. previsao
do tempo, otimizacgéo de sinais de transito e linhas de metro, mecanica quantica, etc..).

Exemplo 1.
Considere, por exemplo, o problema de determinar as componentes horizontal e vertical
das forcas que atuam nas juncdes da trelica abaixo (ex. ponte de ferro).

TN N N\ N\
2) 4 &) g (B) 12 (8)
A ] BVZIN N
1/ 3 0 7 V !11 B |45\
/ \ '/ N -‘\"\
'\/‘I—\) '.{;350 2 6 . 10 | 14 \___| 17 > @I
T @ 0 © @ 4
0t vy 151 ¢ 10t vy

Para isto, temos de determinar as 17 forcas desconhecidas que atuma nesta trelica. As
componentes da trelica sdo supostamente presas nas jungdes por pinos, sem fricgéo.

Um teorema da mecénica elementar nos diz que, como o numero de juncdes j esta relacionado
ao numero de componentes m por 2j — 3 = m, a trelica € estaticamente determinante: isto significa que
as forcas componentes sdo determinadas completamente pelas condi¢bes de equilibrio estatico
nos nos.

Sejam F, e F, as componentes horizontal e vertical, respectivamente. Fazendo o = sen (45°) =
cos (45°) e supondo pequenos deslocamentos, as condi¢des de equilibrio sdo:

i~

}:[:\_ _”'[‘[ + 1‘4 ' F‘ = — I‘2 + I'h =0

+ af. =0

Juncgao 3 J

Jungéo 2
- af. =0 lfF}, f, = 10 = 0
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lEF\¥ = —(1l'| - f
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o
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EFK=—f4+f8=U ZFx=—o:f5-f6+af9+fw-ﬂ
Jungao 4 | Juncao 5
EF}, =-f, =10 EF}J =afy + £, + afy - 15 = 0
: . 2F = -f.  + f., =0
ZF, = —fg - afy + fj, + af;; =0 ) X 10 14
L ' ) & " Juncao 7
Jungao 6 SE = f. =0
ZF = -aly -, —alj3 =0 y 1
ll_x = —1]2 + utlh =0 [LPx = —ufu - f|4 - fl? = ()
Juncgao 8 Juncao 9 . |
IF, = ~f. —af =0 l}'_\_ =afj; + s -f,=0

Jungao 10 {ZF = -af,, - f,5 =0

Portanto, para obter as componentes perdidas é preciso resolver esse sistema linear que
tem 17 variaveis: f;, f, f3, ...., ;7 e 17 equag0es.

Um sistema linear com m equagoes ¢ n variaveis € escrito usualmente na forma:

a,,X a,,X. +a, X =
811%; T 8% ¥ A10%n b\]
d~,X, + a,,X, + + a,.x = b, onde
2171 2272 2n''n i 8 :
a; : coeficientes l=i=m 1= j=n
X; variaveis j=1l,., N
A X F BonXa # e+ A X = b b, : constantes 1=1,., m
ml™] m2°2 mnn m

A resolugao de um sistema linear consiste em calcular os valores de X;» (1=,
caso eles existam, que satisfacam as m equagdes simultaneamente.

Usando notagao matricial, o sistema linear node ser assim representado:

Ax =D
X
B g . P ( % b,
ay; ay ... Ay, X2 b,
& X = By
; ; - X
4dm1 4m2 dmn \ n \ bm
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onde A ¢é a matriz (m,n) dos coeficientes, x € o vetor (n linhas) das variaveis e b (m linhas) é o
vetor das constantes.

Chamaremos de x* o vetor solugdo de X, uma solucdo aproximada do sistema linear
Ax=Db. No capitulo anterior a solu¢do aproximada era chamada deX.

A formulacdo matricial do sistema Ax=b do Exemplo 1, que sera resolvida no final desta
aula é dada por:

=« 0 0 1 « 0000000000 00

<« 0 -1 0O-« 0 0 0 0D 0 0 0 00 0 0 0

0-1 00 01 00 0000000 0 0 i e .

O 01000000000 O0CO0CO0G0 0 x=[f £ & f, £ & & £ & £, £, f, f3 f,4 f5s fs fif
00 0-1 0 001 0000 000 0 0

]T

o o0 0 0 0 0=t 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o0 0 0--1 00 a 1 0 0 0 0 0 0 0
o o0 00 a 0 1 0 a 0 0 0 0 0 0 0 0

A=[0 000 00 0-1-a 001 a00 00 b=[0 001 000150000000 100"

o o0 0 0 0 00 0-« 0-1 0-« 0 0 0 0
o o0 o0 0 0 0 0 0 0-1 0 0 0 1 0 0 0
g o 0 0o 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

0000 0 000 00O0-1 000 a0
0000 0 000 0000 0 0--a 0 OBS. onde MT ¢ a matriz transposta de M. (troca se as colunag pelag linhas)
o o0 o o o 0o 0 0 0 0 0 0 -a -1 ] 0 1
o o0 0 0 0o 0 0 0 0 0 0 0 a 0 1 0 0 Ex. M=(8 5 MI=(8 2 3
oo o0 0 000 0 00 00 00 0-«a-1 71 [_; 1 6]
o = sen (45°) = cos (45°) 3 6

Analisemos a seguir, atraves de exemplos com das equacdes e duas variaveis as situagoes
gue podem ocorrer com relacédo ao numero de solucdes de um sistema linear:

I) Solucao unica: \ 24
2X; + X5 = 3
S T e T . 1 , Retas concorrentes
Com X#* = " (cruzam-se)
- N 1 o
K] = 2% = —< : X'
-
—_— > 5 Retas coincidentes
X, 2,“
it) Infinitas solugoes: r
2%, + X, =3
i B e
4, + 2%, = 6 _— ¥ ey
Y X1
para o qual, qualquer x* = (a, 3 — 2a)' com o € R, ¢ solugao.
."‘2¢
iti) Nenhuma solucao: % %
N
o\
2X; + X, =3 \ | Retas paralelas
\“-.\ .\.
A
L\
A Visi . ™ \ \
]4.\] + 2X5 = 2 N A
N
\\ \_\
- N X =
¢\
‘.\ \'\
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OBS: Mesmo no caso geral em que o sistema linear envolve m equacgdes e n variaveis, apenas
uma entre as situacGes abaixo ira ocorrer:

i) o sistema linear tem solucao unica;
if) o sistema linear admite infinitas solugoes;
iti) o sistema linear nao admite solucao.
No caso em que m=n=2 (visto acima), este fato foi facilmente verificado através dos

gréficos das retas envolvidas no sistema. Contudo, para analisar o caso geral, m equac@es e n
variaveis, usaremos conceitos de Algebra linear.

Veremos nesta aula alguns métodos numericos para resolucdo de sistemas lineares do
tipo n x n (n equacdes e n incognitas; Matriz quadrada An..)

Os métodos numéricos para resolugao de um sistema lincar podem ser divididos
em dois grupos: métodos diretos e métodos iterativos.

Métodos diretos sao aqueles que, a menos de erros de arredondamento, fornecem

a solugdo exata do sistema linear, caso ela exista, apés um numero finito de operagoes.

Os métodos iterativos geram uma seqiiéncia de vetores {x®}, a partir de uma
aproximacio inicial x()
caso ela exista.

. Sob certas condigoes esta seqliéncia converge para a solugao x*.

5.2. Métodos diretos

Pertencem a esta classe todos os métodos estudados nos cursos de 19 ¢ 2° graus, destacan-
do-se a regra de Cramer. Este método, aplicado a resolucao de um sistema n x n envolve o
calculo de (n + 1) determinantes de ordem n. Se n for igual a 20 podemos mostrar que ¢
namero total de operacoes efetuadas serda 21 x 20! x 19 multiplicagdbes mais um nimero
semelhante de adicoes. Assim, um computador que efetue cerca de cem milhoes de mulu-
plicacdes por segundo levaria 3 x 107 anos para efetuar as operagdes necessarias.

Matriz inversade A: A A™ = 1 (identidade)

Devemos observar que‘(m‘r{so de sistemas lineares n x n, com solucao Gnica, o
vetor x* é dado por: x* = A-'b. No entanto, calcular explicitamente a matriz A~' ¢ em
seguida efetuar o produto A~ b é desaconselhdvel, uma vez que o nimero de operacgoes
snvolvidas ¢ grande, 0 que torna este processo nao competitivo com os métodos que estu-
daremos a seguir.

Il — Resolugdo de Sistemas Lineares — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 4




5.2.1 Método da eliminacdo de Gauss

Entre os métodos diretos, destacam-se os métodos de eliminagao que evitam o calculo
Zireto da matriz inversa de A ¢ além disto nao apresentam problemas com tempo de execu-
c20 como a regra de Cramer.

O método da Eliminacao de Gauss consiste em transformar o sistema linear origi-
mal num sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes triangular superior, pois
sstes sao de resolucao imediata. Dizemos que dois sistemas lincares sao equivalentes
guando possuem a mesma solugao.

Diagonal principal: Posicéo dos “pivos”
Etapa 0: Matriz sanduiche

X1 T ¢ Xy T Xzt e X, +HeXsg= @
X1+ ¢ Xy T O Xs+H e Xyt @ Xs= @
X1+t Xy T O Xz3tH Xyt @ Xs= @ l:>
X1+t Xy T XgtH Xyt @ Xs= @
X1 T ¢ X T Xgt e X, +HeXsg= @

Etapal, 2, 3, ... : Eliminacdo (L « Li-miLx onde

o o o o *
* & & ¢ o
* & & ¢ o
* & & ¢ o
o O O O ¢
oo o * e
* & & ¢ o
* & & ¢ o
S o o O *
S o o * e
IR SR S 2
* & & ¢ o

Etapa Final: Solucdo do sistema (de baixo pra cima)

. ~

LR AR A .E. X1t Xy T Xzt Xyt @ Xsg= @ X1 L]

Do oo 0 OXo + Xzt ¢ Xyt O X5= @ Xo .

00eee > < $Xat Xt OXsT o [Tl 2| @

000ee $XaT X 0 Xl | &
*Xs= o X

0000e ° °) e

\
seguir um algoritmo para resolugao de SIStemas ...c.guw.e.~o ~ €Studa-

como o método da Eliminacio de Gauss efetua a transformacao do sistema linear
remos | no sistema triangular equivalente.
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Scja o sistema lincar Ax = b, onde A: matriz n x n, triangular superior, com elementos da

siagonal diferentes de zero. Escrevendo as equacoes deste sistema, temos:

dp Xy + 2%y + aXy oL+ 8 X = bi
AypXy + By3Xy + .+ By X = b,
A3aXy + .o+ X, = by
J
Somente zeros! ' -
L An¥n = bn
Da tltima equacio, temos B b,
X, = 5

nn
X, pode entdo ser obtido da penulima equagao:
b - a

n-—| n—l.n)'n

x —
n-1 a

“n— ln—=1

e assim sucessivamente obtém-se x_ ,, ..., X, € finalmente x:

by —a,X, —apX; —La X

(lll

ALGORITMO 1: Resolu¢ao de um Sistema Triangular Superior

Dado um sistema triangular superior n X n com ¢lementos da diagonal da matriz A nao nulos, as

variaveis X Xpp X Xas X sa0 assim obtidas:

n- n—2 "

xl] = hII ful]]"l

Parak=i(n- 1)..,1

s =0
Paraj=(k+ 1) ...y 1
S=8§8+ uij_.'

X, = (bk - s}/akk
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DESCRICAO DO METODO DA ELIMINACAO DE GAUSS

Conforme dissemos anteriormente, o método consiste em transformar convenientemente o Sis-
tema linear original para obter um sistema linear equivalente com matriz dos coeficientes
triangular superior.

Para modificar convenientemente o sistema linear dado de forma a obter um sistema
equivalente, faremos uso do teorema. a seguir:

TEOREMA 1 - Procedimentos para triangularizar uma matriz e estratégias para o pivoteamento.

Seja Ax = b um sistema linear. Aplicando sobre as equagoes deste sistema uma seqiiéncia
de operacoes elementares escolhidas entre:

—— )  trocar duas ¢quagoes; Ex. L1 < Ls

. T : - = ’
if)  multiplicar uma cquagao por uma constante nao nula; Ex. Ls" < 8Ls

—> i) adicionar um maltiplo de uma equagio a uma outra equagio; EX. Ly’ < L2-5L4

»btemos um novo sistema Ax = b e os sistemas Ax = b ¢ Ax= b sdo equivalentes.
para triangularizar a matriz A. Vamos supor que det(A) = (.

A eliminacao ¢ efetuada por colunas ¢ chamaremos de etapa k do processo a fase
em que se climina a variavel x, das equacoes k + 1, k + 2,..., n.

Ei ) para denotar o coeficiente da linha 1 ¢ coluna j no final

Usaremos a notacgio a

da k-¢sima etapa, bem como bE ) serd o i-ésimo elemento do vetor constante no final da etapa k.

Exemplo 2

[

3x; + 2x, + 4x, =

2

Seja o sistema linear: X; + X, + 2x3 =

4x1 + 3)<:3 --2}|:3 =3

Etapa 0: Escrever a matriz dos coeficientes junto do vetor das constantes: Matriz sanduiche.

N

C @ (0 .0)) 0)
D oy 0 [

3 2 4 1
AO | p@=| a® a® af | P =1 1 2 2
A0) (0 0) 0 4 3 =2 3

“51] "53] a.gsj hg}
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Etapa 1: Eliminacéo dos elementos aj; (Jj=2,...., n), também chamada de 1° pivoteamento.
Eliminar x; das equagdes 2 e 3:

Para facilitar o entendimento do processo, de agora em diante usaremos a notacao
L; para indicar o vetor linha formado pelos clementos da linha i da matriz A® | b, Assim,

nesta ctapa, L, = (3 2 4 1). —
Fator multiplicador

Pivo: u‘]']“ =3 /> Elemento a ser
. - zerado
m,, = 1/3 M m, =

4/3

Linha do pivo @ Pivo

my, =
Ly %=Ly T

Operac0es aritméticas com as linhas
L« L, - my, L, peres

Etapa 1 13 e I ¢ P b (1
g \‘ 3] 2 4 ] A1 A3 3!{13 bi)
=AM b= 0 1/3 2/3 53 =] 0 aly aly h(zn

[ V.. V.. ‘e A
0°\1/3 ~223 | ~8[3 0 aly aly bS!

\\ \‘ \\\ \\K\ \\\\

N TR S 12 15
‘\ —_—— o= 1——2:— 2——4:— 2—— = —
k 1 3=0 3 3 3 3

a-d30 30 of4io 3-%l2
3 3 3 37 3

Etapa 2: Eliminacdo dos elementos a;; (j=3,...., n), também chamada de 2° pivoteamento.

Eliminar x, da equacao 3:

Pivo: all) = 173

Y

/3 . A
My, = B =1 Linha do pivo

7 . ry .
L_1 -« 1,3 = n‘lpi.2 } Operacdes aritméticas com as linhas

Etapa 3\ 3 0 4 |
=AQ| @ =013 23 | 53
0 0 -8 0
Triangularizou! !!!
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& , & 7} i
Assim, resolver Ax = b é equivalente a resolver A'“)x = b'=

3_»{] + 2%, + 4x, =1 <« ﬁ
1/3x, + 2/3x, = 5/3 “ ﬁ
- ., =0 -
8%, | X3= 0
—3
A solucdo deste sistema € o vetor x* = | 3
0
ALGORITMO 2: Resolu¢ao de Ax = b através da EliminacGao de Gauss.
Seja o sistema linear Ax =b, AinXn, x:nX 1, b:nX 1.
Supor que o elemento que estd na posigio a;, ¢ diferente de zero no inicio da etapa k
[Parak = 1,..., n—1
[Phrai =k + 1.0
; 0 Loop 1
i dik
Eliminacao Kk
_ i ay =0 - Lpop 2
(Triangularizacdo) Bl B Ll w
8y = a, - may Loop 3
| b, = b, — mb, . i
xﬂ = l.’r'l'/;llll'l
Pamk=m=1),... 21
R 9 I o d - = (}
”uan.ugao U.hlhl(.lTch Paraj = (k+ 1), ..., .
ja triangularizado! [s=s+a.x
ALGORITMO 1 ?
Xy = (bk - .~'.}/:1kIK

A ) . k — » 3 2 R %
O algoritmo acima efetua. na fase da eliminagao, (4n” + 3n= — 7n) /6 operagoes e, para

. . ’ v i 5 i
resolver o sistema triangular superior, o numero de operacdes efetuadas ¢ n-.

Assim, o total de operagoes para se resolver um sistema linear pelo método da
Eliminagao de Gauss ¢ (4n° + 9n? — 7n)/6. —_

Bem menor que o método de
Kramer: 2(n+1) x n! x (n-1)

ESTRATEGIAS DE PIVOTEAMENTO

Vimos que o algoritmo para 0 método da Eliminagdo de Gauss requer o cilculo dos multi-

plicadores:
. —» Elemento a ser zerado
m, = 1=K % 1o oz B
Pivd

em cada etapa k do processo.
Il — Resolugdo de Sistemas Lineares — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling



O que acontece se o pivd for nulo? E se o pivo estiver proximo de zero?

Estes dois casos merecem atengao especial pois € impossivel trabalhar com um
2ovO nulo. E trabalhar com um pivé préximo de zero pode conduzir a resultados totalmente
mprecisos. Isto porque em qualquer calculadora ou computador os calculos sao efetuados
com aritmética de precisao finita, e pivos proximos de zero dao origem a multiplicadores
sem maiores que a unidade que, por sua vez, origina uma ampliacdo dos erros de arredon-
damento.

Para se contornar estes problemas devemos adotar uma estratégia de pivoteamento ou
seja, adotar um processo de escolha da linha e/ou coluna pivotal.

ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO PARCIAL
Esta estratégia consiste em:
i) no inicio da etapa k da fase de eliminacdo, escolher para pivd o clemento de

maior médulo entre os coeficientes: alf =), i =k, k +1,...,n;  (de uma dada coluna)

if) trocar as linhas k ¢ 1 se for necessaro.

Exemplo 3
Consideremos uma matriz 4x4 ap0és a primeira etapa de pivoteamento:
3 2 1 -1 5
3 6
AL | p) o
7 7

0 1 0

oFf
/

0 2 4

/ 2 0 | 15
Este elemento é o maior desta coluna, em modulo.
Inicio da etapa 2:
i) escolher pivo it) trocar linhas 2 ¢ 3.
méx |all)| = [al)] = 3 = pivd = -3 Assim,
j=234 °° o
3 2 1 - .
e os multiplicadores desta etapa scrao: 0 @ s 9 7
A AD | b =
1 ., | _
My, = e -1/3 0 ] 0 3 6
‘ b
5 0 2 4 0 15
L AP
Mp="3% 2/3 (-1/3) (-213)

Em seguida fazemos as operagdes: L3’ < Lz —-mgz Ly ; Ls" <« Ly —’FAnZ‘g L, e o processo
continua até triangularizarmos a matriz dos coeficientes.
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Observamos que a escolha do maior elemento em modulo entre os candidatos a
pivo faz com que os multiplicadores, em mddulo, estejam entre zero ¢ um, o que evita a
ampliacdo dos erros de arredondamento.

Leitura complementar

ESTRATEGIA DE PIVOTEAMENTO COMPLETO

Nesta estratégia, no inicio da etapa k € escolhido para pivo o elemento de maior médulo,
cntre todos os clementos que ainda atuam no processo de eliminacao:

méx |afljk‘“| = |al¥ -1

¥ i,i=k

| = pivd = alk-1

Observamos que, no Exemplo 3, se fosse adotada esta estratégia, o pivo da etapa

2 seria a‘aw = 7, o que acarretaria a troca das colunas 2 e 4 ¢, em seguida, das linhas 2 e 3,

gonde:
' /1\” 5 Obs. Nesse caso temos que

% - inverter a posicdo das incognitas
0 o «§ 7 na matriz das incognitas
AD | b = também!
0 3 0 1 6
EX. ai=(a1 dg d3 az)T
0O 0 4 2 15

Esta estratégia nao € muito empregada, pois envolve uma comparacao extensa
(k-1)
ij
anterior; ¢ evidente que todo este processo acarreta um esfor¢o computacional maior que a
estratégia de pivoteamento parcial.  Deve-se inverter a posicdo das incognitas na matriz
das incognitas também!

entre 0s elementos a , 1, ] = k e troca de linhas ¢ colunas, conforme vimos no exemplo

Exemp|0 4 U.UUOEXI +
Consideremos o sistema linear

r2
-
[
]
n

[

2X, + 2%, =6

1 2

Inicialmente vamos resolvé-lo sem a estratégia de pivoteamento parcial ¢ vamos
supor que temos de trabalhar com aritmética de ojs digitos. Nosso sistema ¢:

0.2 x 10'3x| + 0.2 x 101:(: = 0.5 x 10! Usamos a notagdo de ponto flutuante!
r=+ O.dldz x 10°

0.2 x 10'x; + 0.2 x 10'x, = 0.6 x 10
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Entao:

Etapa 0 — Matriz sanduiche

— \ 02 x 1072 0.2 x 10!

0.5 x 10!
Al'[ll | b““ -

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!

Etapa 1: Eliminagdo dos elementos a;; (j=2,...., n); 1° pivoteamento.

Pivo: 0.2 x 1073

m:l (ﬂ.?.. X l()l)‘,’([}'z . 10—3) - 1 % I”-i -~ U.l % 1“5 e 3511]' = {_}

alh) = al) - al® x my, = 02 x 10" - (0.2 x 10') x (0.1 x 10%) =
=02 x 10" - 02 x 10° = 0.2 x 10°

bV = b - b x m,; = 0.6 x 10! - (0.5 x 10") x (0.1 x 10°) =
=06 x 10" =05 x 10° = =05 x 10°

\ 02 x 1003 02 x 10! 0.5 x 10!

= Al | b)) =

Etapa 1

0 -02 x 10° -05 x 10°

E a solucdo do sistema Ax= b'!) resultante é

0.2 x 10, = 0.5 x 10° :E: (0.5)/(0.2) = 2.5 = 0.25 x 10

= (2 x 1(r3x1 +02x 10" x 025 x 10! = 0.5 x 10!

X5

= 02x107%;=05x10"-0.05x10°=05x 10" -05%x10' =0 —x,=0

e, portanto, X = (0 2.5)'. ou x = [ 0 }
2.5

: .. 0.0002x;, + 2x, = 5
lembrando que nosso sistema original era:

2}(1 + 2%, = 6
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E facil verificar que X nao satisfaz a segunda equagao, pois

2x0+2x25=5=26.
Usando agora a estratégia de pivoteamento parcial (e ainda a aritmética de 2 digitos), 0 nosso

l 0.0002x, + 2x, = 5

sistema original: fica como:

1 2x; + 2%, = 6

Etapa 0 — Matriz sanduiche apds o pivoteamento parcial (troca de

0.2 x 10! 0.2 x 10! 0.6 x 10!

A0) * b0 =
02 % 103 7 0.2 10 0.5 x 10!
Etapa 1 - Eliminagéo dos elementos a;; (j=2,...., n); - 1°

Assim o pivd ¢ 0.2 x 10! e m,; = (0.2 x 1073/(0.2 x 10') = 0.1 x 1073, De forma
maloga ao que fizemos acima. obtemos o novo sistema

0.2 x 10} 0.2 x 10! 0.6 x 10!
AD | b
0 0.2 x 10! 0.5 x 10!
— No caso anterior
R T 0.5 tinha dado zero!
Faa SO “ 1 025 x 10!
V\

o

E o vetor X € realmente a solugao do nosso sistema, pois

02x103x05+02x10'x025x10'=01%x103+0.05x10°=05x101 =5

Xl X

2

e

0.2 x 10" x 0.5+ 0.2 x 10" x 0.25 x 10! = 0.1 x 10* + 0.05 x 10? =
=0.01 x 102 + 0.05 x 10> = 0.06 x 10°> = 0.6 x 10! = 6.
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Exercicio 1.

Resolva os sistemas lineares abaixo usando o método direto de eliminacdo de Gauss (com
pivoteamento e triangularizacdo da matriz dos coeficientes). Use a técnica de pivoteamento
parcial se necessario (se o pivo for zero).

a) b)
5x, + 2x, + 4x, = 1
Y -
X; + Xy + 2X; = 2 x]+“x2+._h3—jl
4x, + 3%, + 7X3 = §
c)
[ 3%) - 2%, + Sx3+ x4 = 7
-6X; + 7x5 = 83+ X4 =-9
9%y — 6%, + 19%3 + x4 = 23
6x; - 4x, = 6x3 + 15x; = 11l

Compare o0s resultados com o programa VCN_5pi.exe
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5.3. Métodos lterativos

A idé€ia central dos métodos itcrativos € generalizar o0 método do ponto fixo utilizado na
busca de raizes de uma equacdo que foi visto em uma das aulas anteriores.

Seja o sistema linear Ax = b, onde:
A: matriz dos coeficientes, n x n;
X: vetor das variaveis. n x 1;

b: vetor dos termos constantes, n x 1.

Este sistema € convertido, de alguma forma, num sistema do tipo x = Cx + g onde
C ¢ matriz n x n e g vetor n x 1. Observamos que @(x) = Cx + g ¢ uma fungdo de iteragio
dada na forma matricial.

E entdo proposto o esquema iterativo:

Partimos de x(?) (vetor aproximagio inicial) e entido construimos consecutivamen-
fe os vetores:

x(N = CxO 4 g = p(x(?), (primeira aproximacao),

x@ = Cx(M 4 g = g(x(V), (segunda aproximagao) etc.

De um modo geral, a aproximacio x5t ¢ calculada pela formula|x®*D = Cx(® 4 g
ou seja, x&*V = px®), k = 0, 1,....

E importante observar que se a scqiiéncia de aproximagoes x(, x(D_..., x®) ¢ tal
que, lim x®) = @, entdo « = Ca + g, ou scja, a € solugio do sistema linear Ax = b,

k— =

Valor maximo

TESTES DE PARADA

O processo iterativo € repetido até que o vetor x®) esteja suficienfémente proximo do vetor
(k-1)
X :

Medimos a distancia entre x®) e x* = 1) por d¥) = max | x,® - x&-1|,
l=i=n

Assim, dada uma precisio €, o vetor x¥) serd escolhido como X, solugio aproxi-
mada da solugdo exata, se¢ d®) < ¢,

Da mesma maneira que no teste de parada dos métodos iterativos para zeros de
funcoes, podemos efetuar aqui o teste do erro relativo:

l
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5.3.1 Método Iterativo de Gauss-Jacobi
A forma como o método de Gauss-Jacobi transforma o sistema lincar Ax =b em x=Cx+g
€ a seguinte:

ap X+ apXy + ...+ a X, = b
Tomamos o sistema original: Ay X; + A%, + ...+ 8, X =Db,
.{
Para os métodos iterativos os pivos de
cada (elementos da diagonal principal) g o By ok Ld % b
. > N -
coluna DEVEM ser = 0! n1™1 n2°2 - nn'n n

L

€ supondoi = l,..., n, isolamos o vetor x mediante a scparacao pela diagonal,

assim:

1
%= g B = Ak — gy - - Ay > Isolamos x;
E , .
%= o, Ug = By gy e, = 85K) > Isolamos x,
) 22
1
™ & (bn = Bi® < BBy T e T B 1P l) » Isolamos Xn
nn
Desta forma, temos x = Cx + g, onde
O -ap/a, —a/ag ... —ay,/ay, b,/a
bzf’a22
—ay,/85, 0 B/ By e s -2, /a5,
(1 - e g =
; ; ; b_/a
“lnl/ann Han2/ann A3 Ay e vees 0 S

O método de Gauss-Jacobi consiste em, dado x'", aproximagao inicial, obter

x( ., x®)_ através da relagio recursiva x*+1) = Cx(®) 4 g:
k+1) _ o alk) ol o 08
™ T g [-bl 4% A3% e T
11
k+1) _ l _ kv _ (k) _ " (k)
X5 T a. (b, — a, x] dy3%4 see = A X0 T)
(k41 _ L . (k) ) (ky o (k)
X" = a l‘b[l llnl"‘tl dn_’x: e Llan [Xn— !)‘
nn
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Exemplo 5 0.7
Resolva o sistema linear abaixo pelo mét. de Gauss-Jacobi com x'”’ = | —1.6 |e &€ = 0.05.

e 0.6
'l+2x3+ x3=7 ;

X +_,_ + X3 = —8(

K e Chute inicial Precisao do
2x) + 3%, + @3 = 6 calculo numérico

O processo iterativo é o seguinte:

' k L _ Y 2 . | 7
(k+1) — _ 9.k q‘kp =”.(i\:-__r,1i.1____|m AT
x| ﬁ(? 2x45 xy) X} 0 X5 0 %3 + 0
tL+ | - ‘([k] . x{k}- — _l X[kll + U‘{[kl _ _I ,\-;Lr §
. *1 3 & 1 g 5 M3 5
] 2 ; 3 . 6
Ak+1) _ oK) _ adk)yy — = (k) _ = (k) (K) .
X3 @{6 2x] 3x3") 0 X} 0 x5 + Ox§Y + 0
S~ ' — Y
Na forma matricial x**1) = Cx(¥) + g temos
0 -2/10 -1/10 7/10 )
Obs. X1
o 0 =15 |eg=]| -85 =D
NaC)
3
-1/5 -3/10 0 6/10
Assim (k = 0) temos
xi = - 0.2x{ — 0.1x{Y + 0.7 = -0.2 (-1.6) — 0.1 x 0.6 + 0.7 = 0.96
Jx) = - 02" — 0.2x) - 1.6 = -02 x 0.7 - 0.2 x 0.6 - 1.6 = -1.86
iV = - 02x(" = 03x) + 0.6 = 0.2 x 0.7 - 03 (-1.6) + 0.6 = 0.94
Ou ainda:
_ 0.96
xD = Cx® + g=| -1.86
0.94
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0.7 0.96

Calculando di”, temos: xX® =1 -1.6 x() = \ e = 0.05.

0.6 0.94

| x() = x(0] =

_0.34
~ 1.86

0 — x| -
|5 - x| €034>

Prosseguindo com as iteragdes temos:

= (0.1828 > ¢

0.978  pis
Para k =1: x = | -198 | = di¥) = 1 og = 00606 > ¢

0.966 '

0.9994 0.0324 _ OK!_ §a_tisfaz
Para k=2: xB3) = | -1.9888 | = d® = — " = 0.0163 < ¢ | ocritériode

0.9984 ' 1.9888 parada !!!

Entao, a soluc¢io X do sistema linear acima, com erro menor que (.05, obtida pelo
método de Gauss-Jacobi, ¢

0.9994
X =x3) = | -1.9888
0.9984
0.7 by/ay
OBS: Neste exemplo tomamos x!" = | =1.6 | = | by/ay, |. No entanto, o valor de
— by/a33

x\") ¢ arbitrario, pois veremos mais adiante que a convergéncia ou nio de um método
iterativo para a solugao de um sistema linear de equagdes € independente da aproximacgao
inicial escolhida.
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UM CRITERIO DE CONVERGENCIA

Daremos aqui um teorema que estabelece uma condicao suficiente para a convergéncia do
método iterativo de Gauss-Jacobi. Somatorio dos elementos da linha k (exceto o pivo)
I 4 Pivd da linha k

TEOREMA 4: Critério das linhas

Seja o sistema linear AX=b e seja o = V Seo = max oy < I, entioo
l=k=n

método de Gauss-Jacobi gera uma segiiéncia {X'©'} convergente para a solugio do sistema
dado, independentemente da escolha da aproximagao inicial, x®.

Exemplo 6 Lembremos que:
Analisando a matriz A do sistema linear do exemplo anterior:
10 2
A= | 5 1 |.temos ;
2 3 10 Outros elementos
o, = EIJE)I = LEJ =03<1; o, = ] ; = 04<1; o, = 2I+T3 =05<1 e

entao mix oy = 0.5<1 donde, pelo critério das linhas, temos garantia de convergéncia
| k=3
para o método de Gauss-Jacobi.

Exemplo 7
‘x + Rg= 3

Para o sistema linear ‘ . 1:-; _ 20 método de Gauss-Jacobi gera uma seqiiéncia
L T

3/2 s e
" = [ / . (Verifique!) No entanto, o critério das

x 5

convergente para a solugdo cxata 1/

linhas ndo € satisfeito, visto que o, = —~ = 1. Isto mostra que a condi¢dao do Teorema 4 ¢

I
apenas suficiente.
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Exemplo 8
X; + 3%, + X3 = -2
A matriz A do sistema linear ] 5x; + 2x, + 2X3; = 3 ngo satisfaz o critério das linhas

Jd+1

pois oy = l = 4 > 1. Contudo, s¢ permutarmos a primcira equacao com a segunda.

le + Zx: + 2x3= 3

lemos o sistema linear | X + 3X5 + X3 = -2 que € equivalente ao sistema original ¢ a

5 2 2
matriz | 1 3 1 deste novo sistema satisfaz o critério das linhas.
0 6 8

Assim, ¢ conveniente aplicarmos o método de Gauss-Jacobi a esta nova dispo-
sicao do sistema, pois desta forma a convergéncia esta assegurada,

Concluindo, sempre que o critério das linhas nao for satisfeito, devemos tentar
uma permutacdo de linhas e/ou colunas de forma a obtermos uma disposi¢ao para a qual a
matriz dos coeficientes satisfaga o critério das linhas. No entanto, nem sempre € possivel
obter tal disposicao, como facilmente verificamos com o sistema linear do Exemplo 7

5.3.2 Método Iterativo de Gauss-Seidel

Da mesma forma que no método de Gauss-Jacobi, no método de Gauss-Seidel o sistema
lincar Ax = b € escrito na forma equivalente x = Cx + g por separa¢do da diagonal.

O processo iterativo consiste em, sendo x'”2 uma aproximacio inicial, calcular

x4, =5 por: o
Pivd da coluna 1

; 1 A
U x(k+ D o b, —ax® —a x® - . —a x(K) | Essaeq.éigualaodo
] @ ] 1272 13 g‘ e método de Gauss-Jacobi
Pivo da coluna 2

- apx{ D -y - -2, x{9)

3~ E"31"[k+ - 333"5“” = 334"(k) ™ S a3nx(‘0)

33 | /v

1
k+1 ol k+1 k+1 y k+1
XEI+J=a (bn_anlx(l+)_an2x5+)_"‘mdn.n—lel—*l})

nn
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Portanto, no processo iterativo de Gauss-Seidel, no momento de se calcular
xtk+1) usamos todos os valores x"]k‘“ N x}k_*l” que ja foram calculados ¢ os valores

i
x}“j}] .« 5 X4 restantes.
Exemplo 9 0

; . . , : : 2
Resolva o sistema linear abaixo pelo mét. de Gauss-Seidel com x” = | 0 | ¢ & =5 x 1072

0
I L+ Xy + x3=5 T | T
3x

6 Chute inicial Precisdo

p—
foded
.
+
L
>
] J
+ +
o .
- L
il Il

0

O processo iterativo ¢:

L (k4D - g . 1k 64 D 3/4 O 14 D

xetD) - 15— 0.75x(k+ D ~ 0.25x§)

= 0 — 0.5x+1) — 05xk+ 1),

06)36)  36)

(0
Como x) = [ 0 |,
0
(k =0)
| %@ %
L xi’=1-0-0=1
X" '@i
{xV=15-075%x1-0=0.75 = xV=| 075 [, donde
. ¢ 0875 |
x(D = -0.5 x 1 - 0.5 x 0.75 = —0.875 |
J
Ixft - :®
Ix$) - x§?1 = 0.75 = D - — == 15>
€ o ; max |x{V)
. I<i=3 T
Ix) - x{1 = 0.875. Lembremos que nesse

caso e =5x 102 =0.05
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Assim,(k=1)e

X s
x{( =1 -02 x 075 + 0.2 x 0875 = 1.025

Y
1.5 — 0.75 x 1.025 — 0.25 x (-0.875) = 0.95 '
= x@ = 0.9 . donde

Sa
@ = ~0.5 x 1.025 - 0.5 x 095 = —0.9875 — 0.9875
Ix{? - x{V1 = 0.025
5 5 0.2 0.2
(2) _ x(1) 7 ) [P —
| x§ x$1 = d! — Ixfz’l T 025 0.1951 > ¢
l=i1=<3
X - x{V1 = 0.1125
Continuando as iterag6es obtemos:
1.0075
x3) - 09912 | = d}_B] = 0.0409 < ¢. ((j)K. Sagisfﬁfocritério
— 0.9993 e parada !!!

Assim, a solugio X do sistema linear dado com erro menor que €, pelo método de
Gauss-Seidel, é
1.0075

x =x3) = 0.9912
- 0.9993

INTERPRETACAO GEOMETRICA NO CASO 2 x 2

Consideremos a aplicagio geométrica dos métodos de Gauss-Jacobi ¢ Gauss-Seidel ao
sistema linear:

_1

= Xy =3 -x, = —X
& = W 3 Preparagéo | B 3(3 2)
%, Bk e =248 & B
Xy Xy = =3. x2-3(+x1_
x{1k+l) - xgk)
O esquema iterativo para Gauss-Jacobi ¢é:
D 2 23+ 1)
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Teremos:

Y

X

(x(krD 23 xR

O esquema iterativo para Gauss-Seidel é:

xk+ D) - % (3 + x(k+1)

Para melhor visualizacao grafica, marcaremos no gréifico os pontos (x‘]k}, xg‘});
(x(|k+ l}. xgk)); éxﬁk + I)ﬁ ng + I)J}, e para k = 0, 1.. 2,...

2 x° da figura
x* abaixo
x( 0 x(!) 3 x{" 3
. = - - -
x{ 0 ] x 0 x§) ] 2
x{l” 3 x(lz) 1 xflz) 1
= = - — =
x4V 2 J xS} 2 Xy ] 4/3
x{?) 1 x{3) 5/3 x{) 5/3
- = = - = ,
x§2) 4/3 x?) 4/3 x> 14/9

Observamos que o0s pontos (x{]k* k) x‘:}”] satisfazem a primeira equagao ¢ oS

pontos {xﬂ" +1), x'::" *+ 1)y satisfazem a segunda equagio.
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(1)

Embora a ordem das equagdes num sistema linear nao mude a solugao exatu, uy
seqiiéncias geradas pelos métodos de Gauss-Seidel e de Gauss-Jacobi dependem fundamen-
talmente da disposicao das equagoes.

E facil verificar que a seqii€éncia x® x(D. .. xK)  exth convergindo para a so-
lugdo exata do sistema linear que é x* = (1.5, 1.5), tanto no método de Gauss-Jacobi quanto
no de Gauss-Seidel.

No entanto, o método de Gauss-Seidel gera uma seqiiéncia divergente para este
mesmo sistema escrito da seguinte forma:

Xy = 3x2 = —3
Xq ¥ X = 3 Obs. Nesse caso trocamos L; ., Lo

para a qual o esquema iterativo sera:

x‘lk*“” = -3 + 3x®
ck+1) _ 3 _ gk+1) Para x(™ = (0, 0)" teremos:
2 = i -
x{0) 0 x{lﬂ -3 x(1) -3
= - = = =
x{ 0 x$) 0 xbt) 6
x{!) -3 x(?) 15 x(2 15
= = = = =
xi) 6 x{D) 6 x{2) =12
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Graficamente, comprovamos a divergéncia de x* = (1.5, 1.5)":

x2 A

A

(2)

/

ESTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE GAUSS-SEIDEL

Como em todo processo iterativo, precisamos de critérios que nos fornegam garantia de
convergencia.

Para 0 método de Gauss-Seidel analisaremos os seguintes critérios, que estabele-
cem condigoes suficientes de convergéncia: o critério de Sassenfeld e o critério das linhas,

CRITERIO DE SASSENFELD

. (k)
Xy of!

X4 ;

o ) i _ o x5

Se_lﬂ i = ' a SOlug:lO ¢xata do sistema Ax =b ¢ seja )"(k' = ) a k-¢ésima aproximaqﬁo de x*,

¥ ;

n (k)
xn

Definimos

i—1 n
B, = X la;l/la,leparai=23,...,n Biz[z Bj'ﬂij'*"zlaij'l”aiif
j=1 j=i+

i

Il
)
-

j=1+1]

L]
Igual ao oy do critério das linhas!
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Com isto estabelecemos o critério de Sassenfeld:
Somas dos outros elementos da

Scjam ﬁl\—A //—y Pivo da linha 1
3, * a.- | By + ... + iy H‘ﬁj_] + [”jj+1 | + o |:ij"|

ETl
jl 2
¢ P = J
T v dalinhal

)
Se [ =max {p} <1ométodo de Gauss-Seidel geral uma seqtiéncia convergente qualquer
|l =j=n ~

que seja x©. Alem disso, quanto menor for o valor de p mais rapida sera a convergéncia.

Obs. Exemplos de 3, e B3 de uma Matriz A:3x3

ay | Bitlay ] V; _ag | Bi+lag, | B,
_ =
|ay, | EN

P,

Exemplo

a) Seja o sistema linear

+ 0.5x, = 0.1x, + 0. 1x, = id

X

= =26
' -0.1x; — 0.2x, + x5+ 02x, = 1.0
“-l\l + 03x, + U.:X: + XJ o« SAB Lembremos gue nesse caso:
B, = lay, |+]ay [+]ay, |
=
lay, |
Para este sistema linear temos:
Y :|321|ﬁ1+|a23|+|az4|
B, =05+ u."wﬂj 2 la,, |
- @0 k-
P2 [‘“' ) 1 =044 Y lag | Bitlag | Botlas|
L =
B. = [(0.1)(0.7) + (0.2)(0.44) + 0.2)/1 = 0.358 |8 |
B, = [(0.1)0.7) + (0.3)(0.44) + (0.2)(0.358))/1= 0.2736. B, = |2y | Bt | Botlan|fs
4
|ay, |

Nesse caso = max ;= 0.7 < 1. Portanto o criterio de Sassenfeld foi satisfeito e 0 método de
Gauss-Seidel gerara uma sequiéncia convergente.

Il — Resolugdo de Sistemas Lineares — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 26



CRITERIO DAS LINHAS

O critério das linhas estudado no método de Gauss-Jacobi pode ser aplicado no estudo da
convergeéncia do método de Gauss-Seidel. 4

O critério das linhas diz que se @ = max {oy} <1,onde @ = (E [ “kjl ) ’ilakk |

l=k=<n 4
1=1
i=k
entao o método de Gauss-Seidel gera uma seqii€éncia convergente.
Exemplo [ 3x, + Xy =3
Seja o sistema linear ao lado X, = X, -
Temos I ’J.xl + X, + 2x; = 9
I ik _ L . e ety
a, = B, = 5 < 1 ¢ @,= 1= 1; entdo o critério das linhas nao é satisfeito.
Lembremos que nesse caso:
No entanto,
; _lag [+]ag |
=12 17158 ]
| 3 1 N 1 lay, |
o = )
B3 1y e p=— 232 | 4 lalbrial
2 1 3 3 2 3 2 |2, |
2o 3 2 A a a
Portanto, o critério de Sassenfeld ¢ satisfeito. B _ 13y Iﬂll;rl |32 |7,
33

Consideracoes finais
Conforme vimos, os métodos diretos sao processos finitos e, portanto, teorica-
mente, obtém a solucao de qualquer sistema nao singular de equagoes. Ja os métodos
iterativos tém convergéncia assegurada apenas sob determinadas condigoes.
Vimos que os método diretos apresentam sérios problemas com crros de arredon-
damento. Uma forma de amenizar esses problemas ¢ adotar técnicas de pivoteamento. Os

métodos iterativos 1€m menos erros de arredondamento, visto que a convergéncia, uma vez
assegurada, independe da aproximagao inicial. Desta forma. somente os erros cometidos na

ultima iteracao afetam a solucido, pois os erros cometidos nas itcraghes anteriores nio
levarao a divergéncia do processo nem & convergéncia a um outro vetor que nio a solugio.
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Exemplo

Retomando o Exemplo 1 da Introdugdo, com o = sen(45°) = V2 /2, resolvemos o sistema
linear resultante pelo método da Eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial. Obtive-
mos o vctor solugio:

(-29.247105, 19, 10, -28, 13.853892, 19, 0, —28, 9.235928, 22, 0, -16,
—9.235928, 22, 16, —24.629141, 16)T.

Permutando algumas linhas de forma que os elementos da diagonal principal
fossem nao nulos, conseguimos o esquema iterativo do método de Gauss-Seidel. No entan-
to, a seqiiéncia gerada divergiu da solugao.

Exemplo

Seja o sistema linear
(2 1 7 4 -3 -1 4 4 7 0 X 86 |
4 2 2 3 -2 0 3 3 4 1 X, 45
3 4 4 2 1 2 2 1 9 -3 % 525
9 3 5 1 0 5 6 -5 -3 4 % 108
2 0 7 0 -5 7 1 0 1 6 . 66.5
1 9 8 0 3 9 9 0 0 5 xg | | 905
4 1.9 0 4 3 7 -4 1 3 %, 139
6 3 1 1 6 8 3 3 0 2 Xe 61
6 5 0 -7 7 -7 6 2 -6 1 -43.5
1 6 3 4 8 3 -5 0 -6 0 . 3 31

/V 4L | L

A solucao obtida pelo método da Eliminagao de Gauss com pivoteamento parcial
foi:

X=(3,-45,7,8,35,2,4,-35, 2, 1.5)".

Tamb¢ém para este exemplo, trocando apenas a nona equagdao com a décima, ndo

conseguimos uma seqiiéncia convergente para o método de Gauss-Seidel.

Exemplo

Seja o sistema linear
4 -1 0 -1 0 0 0 0 0 0] [x ] [ 110 ]
-1 4 -1 0o -1 0 0 0 0 0 X5 =30
0 -1 4 0 0 -1 0 0 0 X3 -40

-1 0 0 4 -1 0 0 0 0
0 <t 0 =1 4 <1 =1 0 X. 0

0
0 %y -110
0

0 0 -1 0-1 4 0-1 0 0 X -15
0
0

00 0 0 -1 0 4 -1 0 % 90
0 0 0 0 0 -1 -1 4 -1 % -25
0 0 0 0 0 0 0 -1 4 - %5 -55
00 0 0 0 0 0 0 -1 4/ |x, 65
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Resolvendo pelo método da Eliminacao de Gauss, com estratégia de pivotcamento

T 12005 iteracBes 111!

X = (—48.646412, —=35.4947917. —25.6157408. —49.0908565. —37.7170139,
26.9681713, —39.3142361, —29.5399306, —26.8773148, —22.9693287)7.

parcial, obtivemos o seguinte vetor solugao:

Aplicando o método de Gauss-Seidel com o esquema iterativo montado a partir da

disposigao original das equagoes, com x") = (20, ..., 20)T e £ = 1077, obtivemos 0 mesmo

vetor X apos 28 iteracocs.

Exercicio resolvido mostrando uma comparacao entre dois metodos iterativos
Calcule as duas primeiras iteracdes dos métodos Gauss-Jacobi e Gauss-Seidel do sistema linear
abaixo:

4x, + 2X2 - 9X3 =7

5%, — 6X2 - 8X3 =3

1x; —2X, + 15%3=5

(0)

X1 1

Use como chute inicial o vetor (matriz coluna) xX? =| x,9 = | 2
©)

X3 3

Etapa inicial —

Isolar os x; de cada linha i e escrever o sistema de equacdes equivalentes.

A%y + 2% — 9X3 = 7 (X2 +7=2%+ 9%
5X1—6X2—8X3=3 - 4
1X1—2X2+15X3:—5 g < X2:+3—5X1+8l3
-6
X3:—5—1X1+2X2
\ 15

Abaixo temos um diagrama mostrando de forma esquematica a dependéncia de cada um dos
termos nas trés primeiras iteracdes de uma matriz A:3x3 dos métodos de Gauss-Jacobi e

Gauss-Seidel.

Método de Gauss-Jacobi Método de Gauss-Seidel
xl‘o) Xl(l) Xl(z) Xl(S) Xy (0) x @) Xy @ x 3)
%,© %, %, O | x,© 9/ 9/ (ED
X3(0) X3(1) X3(2) x3(3) Xa (0) (1) X5 (2) X5 3)
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Segue abaixo exemplos para o calculo das trés primeiras iteracdes (x, x e x®) pelo

X, @ 1
metodo de Gauss-Jacobi usando como chute inicial: x© = X12<0> = | 2
x;@ 3 - 3N
1
Xl(l) _ (+ 7 — 2X2(0) + 9X3(0))/4 = 750 " Xl((l)) 7.50
%M (+3-5%,7 +8x,?)/(-6) = -3.667 > XTF X 1=]-3.667
s _ (-5 - 14 + 2%, )/(15) = -0.133 (%) 0133
N R
X9 (+7-2%" +ox;M)4 =3.882 xi?| | 3.882
X,@ _ (+3=5x," + 8x;M)/(-6) =5.572 —  xX@ 4 x,®|=| 5572
X322 (-5 - 1, + 2%, )/(15) =-1.322 x®) (-1.322
@ (+7 -2 +9x@)4  =-4010 (@ (4010
% - (+ 3-5x,2 + 8x,?)/(-6) = 4.497 > O x,9=| 4.497
X3 - (= 5= 1%, + 2x,? )/(15) =0.150 @ | 0.150
AN 4
Segue abaixo exemplos para o calculo das trés primeiras iteracdes (x, x e x®) pelo
X9 1
método de Gauss-Seidel usando como chute inicial: o — x;@ = | 2
x5 3 N
X\ Wo (+7-29+ 994 =750 x| 7.50
X - (+ 3=5x,Y + 8x?)/(-6) =1.75 > xP= .= 175
X3 - (=5 - 1%, + 2%, )/(15) =-0.60 (xs) [-0.60
X\ P_(+ 7 =20 +9xY)y4  =-0.475 (@ ( 0475)
%@ _ (+3=5%,? + 8x;D)/(-6) =-0.095 . @ xi‘z’ | -0.005
2 2 2 ] - '
X3? - (-5 - 1x;? + 2x,?)/(15) =-0.314 | | 0314
A NG /
X2 (+7 =262 +9xP)4 =1.001 (@ (-
X~ (+ 3 - 5%, + 8x,?)/(-6) =0.827 S BT
%P _ (=5 - 1x,@ + 2%, )/(15) =-0.295 X7 % 1= | 0827
X3 (0295/

~ J

Obs: No exemplo anterior ndo fizemos nenhum teste para saber se os metodos iterativos
teriam convergéncia assegurada ou ndo. Na pratica antes de utilizarmos esses métodos numa
maquina digital verificamos se o critério das linhas é satisfeito (no caso da utilizacdo o
método de Gauss-Jacobi) ou o critérido de Sassenfeld (no caso da utilizacdo do metodo de
Gauss-Seidel).
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Exercicios propostos
Verifique se a matriz dos sistemas abaixo tem convergéncia garantida pelos métodos numéricos
iterativos. Dica: Aplique os critérios de linhas e de Sassenfeld.

a) b) c)
_”\.] + .l"‘"._“ t I'-"‘k.: — I'r' ‘ X .1}. + 7z o= 1 4X1_X= 1
X, + 30%, + Bxy = 38 | 6x - 18y + 4z = 2 —Xy 4%z —X3 =1
Y%, + 8x, + x; = 38 | =x + 3y 7 = 4 —X2 +44X3 —])-(4:1
= —X3 +4Xy =

Para os sistemas acima que tiverem convergéncia garantida encontre as 4 primeiras iteragdes
usando os métodos de Gauss-Jacobi e de Gauss-Seidel. No caso do sistema que ndo tenha
convergéncia garantida, o que poderiamos fazer para que ele tivesse convergéncia garantida nos

métodos numéricos estudados?
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