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Il — Métodos numericos para encontrar raizes (zeros) de funcdes reais.

Obijetivos: Veremos nessa aula varios métodos numéricos para a resolucdo de funcgdes reais. Em outras
palavras, veremos meétodos para encontrar solucGes de equacdes nao lineares do tipo f(x)=0.

1. Introducéo

Nas mais diversas areas das ciéncias exatas ocorrem, frequentemente, situaces que envolvem a
resolucdo de uma equagéo do tipo f(x)=0. Consideremos, por exemplo, 0 seguinte circuito:

A figura acima representa um dispositivo nao linear, isto ¢, a fungdo g que dé a
tensao em funcgdo da corrente € nao linear. Dados E e R e supondo conhecida a caracteristica
do dispositivo v = g(i), se quisermos saber a corrente que vai fluir no circuito temos de
resolver a equagao E — Ri — g(i) = 0 (pela lei de Kirchoff). Na pritica, g(i) tem o aspecto de
nm polindmio do terceiro grau.

Queremos entdo resolver a equacao f(i) = E — Ri—g(i) = 0.

O objetivo deste capitulo ¢ o estudo de métodos numéricos para resolugao de
equac¢des nao lineares como a acima.

Um nimero real § é um zero da fung¢ao f(x) ou uma raiz da equacao f(x) = 0
se f(§) = 0.
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Em alguns casos, por exemplo, de equacoes polinomiais, os valores de x que
anulam f(x) podem ser reats ou complexos. Neste capitulo, estaremos interessados somente
nos zeros reais de {(x).

Graficamente, os zeros reais sao representados pelas abcissas dos pontos onde

. - ._’
uma curva intercepta 0 €1x0 OX.

f(x)
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Como obter raizes reais de uma equagao qualquer?

Sabemos que, para algumas equacdes, como por exemplo as equagdes polinomiais do segundo
grau, existem férmulas explicitas que dao as raizes em funcéo dos coeficientes (ex. regra de Baskara).
No entanto, no caso de polinémios de grau mais elevado e no caso de fungbes mais complicadas, é
praticamente impossivel se achar zeros exatamente. Por isso, temos que dos contentar em encontrar
apenas aproximacdes para esses zeros (solugdes numericas); mas isto ndo € uma limitagdo muito séria,
pois, com o0s métodos que apresentaremos , conseguimos, a menos de limitagdes de maquinas,
encontrar os zeros de uma funcdo com qualquer precisao prefixada.

A idéia central destes métodos numéricos € partir de uma aproximacao inicial para a raiz (um
intervalo onde imaginamos a raiz estar contida) e em seguida refinar essa aproximacao através de
um processo iterativo.

Por isso, os métodos constam de duas fases:

— FASE I: Localizagao ou isolamento das raizes, que consiste em obter um interva-
lo que contém a raiz;

— FASE II: Refinamento, que consiste em, escolhidas aproximagoes iniciais no
intervalo encontrado na Fase I, melhord-las sucessivamente até se obter uma
aproximagao para a raiz dentro de uma precisao ¢ prefixada.
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2. FASE | — Isolamento das raizes

Nesta fase € feita uma analise tedrica e grafica da funcio f(x). E importante ressaltar que o
sucesso da fase Il depende fortemente da precisdo desta andlise. Na analise tedrica usamos
freqlientemente o teorema:

TEOREMA 1
scja f(x) uma fungao continua num intervalo [a, b].

Se f(a)f(b) < 0 entdo existe pelo menos um ponto x = § entre a ¢ b que € zero

de f(x).

Pois +x+ — +, -x- — +; +x- 0U -x+ — -

Graficamente temos:

[}
9 | f(x)

Obs. Sob as hipoteses do teorema anterior, se f(x) existir e se f’(x) preservar sinal dentro de (a, b),

entdo este intervalo contém um anico zero de f(x).

Graficamente:

< 4

f'(x) >0, ¥x E[a, b) f'(x) <0, ¥x E[a, b)
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Uma forma de se isolar as raizes de f(x) usando resultados anteriores é tabelar f(x) para

varios valores de x e analisar as mudancas de sinal de f(x) e o sinal da derivada nos intervalos em que
f(x) mudou de sinal.

Exemplo 1
a) f(x) = x* -9x +3

Construindo uma tabela de valores para f(x) e considerando apenas os sinais, temos:

X - =100 =10 -5 -3 -1 0 1 2 3 4 5
%) — - - - + + + - ~ + + +
—— —— ——

Sabendo que f(x) € continua para qualquer x real ¢ observando as variagdes de
«nal, podemos concluir que cada um dos intervalos [, = [=5, =3], 1, = [0, 1] e I; = [2, 3]
contém pelo menos um zero de f(x).

Como f(x) € polindmio de grau 3. podemos afirmar que cada intervalo contém um
unico zero de f(x); assim, localizamos todas as raizes de {(x) = 0.

b) f(x)=vx — 5e™*
Temos que D(f) = R* (D(f) = dominio de £(x))

Construindo uma tabela de valores com o sinal de f(x) para determinados valores
de x temos:

X ‘ 0 1 2 3

) f(x) | . + +

H_J

Analisando a tabela, vemos que f(x) admite pelo menos um zero no intervalo

(1, 2).

Para se saber se este zero € Unico neste intervalo, podemos usar a observagio
anterior, isto €, analisar o sinal de f'(x):

£ (x) =~2—i,;- $ 5 >0, ¥x > 0.

Assim, podemos concluir que f(x) admite um anico zero em todo seu dominio de
definigio ¢ este zeto estd no intervalo (1, 2).
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OBSERVACAO

Se f(a)f(b) > 0 entdo podemos ter vérias situagdes no intervalo [a, b], conforme mostram os
gréficos:

fx) fx) |

>

M hccas==na
L
o

A anilise grafica da funcéo f(x) ou da equagdo f(x) = 0 € fundamental para se
obter boas aproximag0es para a raiz.

Para tanto, ¢ suficiente utilizar um dos seguintes processos:

—> )  eshogar o grafico da fungdo f(x) e localizar as abcissas dos pontos onde a
N . —
curva intercepta 0 €1x0 0X;

— ii) a partir da equacdo f(x) = O, obter a equagio equivalente g(x) = h(x),
esbogar os graficos das funcoes g(x) e h(x) no mesmo eixo cartesiano ¢
localizar os pontos x onde as duas curvas se Interceptam, pois neste caso

f(€) = 0 « g(&) = h(E);

—— i) usar 0$ programas que tragam graficos de fungdes, disponiveis em algumas
calculadoras ou softwares matematicos.

O esbocgo do grafico de uma fungdo requer um estudo detalhado do comportamento
desta fungao, que envolve basicamente os itens: dominio da fungéo; pontos de descontinui-
dade; intervalos de crescimento e decrescimento; pontos de maximo ¢ minimo; concavida-
de; pontos de inflexao e assintotas da fungao.
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Exemplo 2

a) f(x)=x3=9x +3

Usando o processo (i), temos:

f(x) = x> - 9x + 3
f'(x) =3x2-9
f'(x) = 0 x=+V3

B S N (¢
4 | 25
-3 3

-V3 13.3923
1 11
0o | 3
1 ‘ -5
V3 ~7.3923
2 -7
3| 3

£, E(-4, -3)

£, €(0, 1)

&3 €(2, 3)

E, usando o processo (if): da equagio x* — 9x + 3 = 0, podemos obter a equagio
equivalente x* = 9x — 3. Neste caso, temos g(x) = x° e h(x) = 9x — 3. Assim,

g(x) = h(x)
\gm h(x)
k!
2 .3 :1_ X
g, E(4, 3)
g, €00, 1)
ES E(2, 3)
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b) f(x) = Vx — Se™*

Neste caso, ¢ mais conveniente usar o processo (ii):

Vx —5¢¥ =0« Vx = 5¢™ = g(x) = VX e h(x) = 5e*

h(x) . *

g(x)

: EE(, 2)

—
Jrr
od
o -
o
b4

3. FASE Il — Refinamento da raiz

Veremos agora varios métodos numeéricos de refinamento de raiz.
i) Método da Bisseccao
i) Método da Posicdo Falsa
iii) Método do Ponto Fixo
iv) Método de Newton-Rapson
v) Método da Secante
A forma como se efetua o refinamento é que diferencia os métodos. Todos eles pertencem a
classe dos metodos iterativos.

Um método interativo consiste em uma sequéncia de instrugdes que sao
executadas passo a passo, algumas das quais sao repetidas em ciclos.

A execucdo de um ciclo recebe o nome de iteracéo. Cada iteracdo utiliza resultados das
iteracdes anteriores e efetua determinados testes que permitem verificar se foi atingido um resultado
préximo o suficiente do resultado esperado.

Observamos que 0s métodos iterativos para obter zeros de funcdes fornecem apenas uma
aproximacao para a solugéo exata.
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Os métodos iterativos para refinamento da aproximacéo inicial para a raiz exata podem ser colocados

num diagrama de fluxo:
( Inicio P00

| Chute inicial (ex. intervalo);

o / Precisdo do calculo
Dados iniciais /

1

Calculos iniciais

Iteracdo

Calcular a nova
aproximagao

Essa aproximagao
esta proxima o suficiente
da raiz exata?

Calculos
finais

N
l | Fim)

Calculos intermediarios

[

k=k+1

3.1. Critérios de parada dos metodos
Pelo diagrama de fluxo verifica-se que todos os métodos iterativos para obter zeros de
funcao efetuam um teste do tipo:

—_— X, estd suficientemente proximo da raiz exata?

Que tipo de teste efetuar para se verificar se x, estad suficientemente préximo da
raiz exata? Para isto ¢ preciso entender o significado de raiz aproximada.

Existem duas interpretagdes para raiz aproximada que nem sempre levam ao
mesmo resultado:

X € raiz aproximada com precisio & se:
_ , Em geral a precisdo ¢ é um
7} X =E]-¢ ou nlmero muito pegqueno, como

v | loe~0, il =l
e por exemplo & ~ 0,00000 0
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— Como cfetuar o teste (i) se nao conhecemos E?

Uma forma € reduzir o intervalo que contém a raiz a cada iteragao. Ao se conse-
guir um intervalo [a. b] tal que:

E € [a,b]

|b _ a|< e tomado como x

entdo ¥ x € [a, b], | x — E| < €. Portanto, ¥ x € [a, b] pode ser

() !

—/“

Nem sempre ¢ possivel ter as exigéncias (i) e (ii) satisfeitas simultaneamente. Os
graficos a seguir ilustram algumas possibilidades:

fix) 4 em X tem-se [f(X)] < ¢ f(x) X —&| < e mas |{(x)| >> ¢ f{x)

mas [X ~E|>> ¢

IR—&l<e
1] < ¢

) (b) (©)

|bk — ax |< € (preciséo)

Os métodos numéricos sao desenvolvidos de forma a satisfazer pelo menos um
dos critérios.

Observamos que, dependendo da ordem de grandeza dos nimeros envolvidos, €
aconselhavel usar teste do erro relativo, como por exemplo, considerar X COmo aproximagao

de E se )]

L < onde L = | f(x) | para algum x escolhido numa vizinhanca de .

Em programas computacionais, além do teste de parada usado para cada método,
deve-se ter o cuidado de estipular um numero mdximo de iteragdes para s¢ evitar que o
programa entre em “looping” devido a erros no proprio programa ou a inadequagao do
método usado para o problema em questao.

Veremos a seguir as caracteristicas dos diferentes métodos iterativos para se obter zeros
reais de funcdes.
Il — Encontrando Raizes de fungbes — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 9



I) Método da Bissecao

Seja a funcdo f(x) continua no intervalo [a,b] e tal que f(a)f(b) <0. Vamos supor, para
simplificar, que o intervalo (a,b) contenha apenas uma Unica raiz da equacéo f(x)=0.

O objetivo deste método € reduzir a amplitude do intervalo que contém a raiz até atingir a
precisdo requerida: |bx— ay| < €, usando para isto a sucessiva divisao de [a,b] ao meio.

Graficamente temos: As iteragdes sdo realizadas da seguinte forma:
f 0 E E(2,
w0 Chute inicial L dt b fEEU))C?Ol N ) a (Q_G‘QXO)
Xg =7 5 0 1= %
f(x(,)® OJ b, = x
2 b, f(a) < 0] E E(x,b)
5= fo)G)0l = | a, =x,
f(x])®0 b, = b,
a, + b, rf(ﬂ'_)} < 0] 13 E(xz, b,)
X, = 5 fsz)@o = a3 = X,
f(x2)®0 by = b,

| — [ «— 1]
a Xi bi

Obs. Escolhe-se um novo intervalo quando ha
diferenga de sinal entre eles.

Exemplo 3

Ja vimos que a fungao f(x) = xlog(x) - 1 tem um zero em (2, 3).

O método da bissecgdo aplicado a esta fungao com [2, 3] como intervalo inicial

fornece:
f(2) = =0.3979 < 0 E €(25, 3)

2+3 55 a, = X, = 2.5

Xg =5 =25 f(3) = 04314 > () L = | & 0 2.

- f(2.5) = -5.15% 1073 < OJ | b, =by=3

f(2.5) < 0 l l"E € (2.5, 2.75)

Q -

Xy = 2 1+ - =275 \-_[1'(3) > 0 = a, = a3, = 25
- ll'(2.75} = 0.2082 > {Jl l b, = x; = 2.75
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ALGORITMO 1
Seja f(x) continua em [a, b] ¢ tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciats:
a) intervalo inicial {a, b] , fungdo

b) precisao €

2) Se (b - a) < ¢, entao escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

B) k=1
4) M = f(a)
5) x:ggh

6) Se Mf(x) > 0, faca a = x. V4 para o passo 8.
7) b =x
8) Sec (b - a) < g, escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.

9) k =k + 1. Volte para o passo 5.

Terminado o processo. teremos um intervalo [a, b] que contém a raiz (e tal que
(b —a) < &) ¢ uma aproximagio X para a raiz exata.

E bastante intuitivo perceber que se f(x) é continua no intervalo [a, b] e f(a)f(b) < 0, o
método da bissccgao vai gerar uma sequéncia {x, } que converge para a raiz.

I.1. Estimativa do namero de iteracdes do método da bisseccao

log(b, - a5) - log(e)T—> € = (preciséo)
T T log®

Portanto se k satisfaz a relagao acima, ao final da iteragao k teremos o intervalo
[a, b] que contém a raiz &, tal que ¥ x € [a,b] = |x-E| < b-a<e.

Por exemplo, se desejarmos encontrar &, o zero da fungao f(x) = x log(x) — | que
estd no intervalo [2, 3] com precisio € = 1072, quantas itera¢ées, no minimo, devemos
efetuar?

-2
> ]_Og_(k ‘2_) - lqulO _) - l_og(l)__+_2 IOg( 19_)_ = 2_ — =~ 66d=>k=7T
log(2) log(2) 0.3010
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I.2. Observacdes finais sobre o0 método da bisseccao

— conforme demonstramos, satisfeitas as hipoteses de continuidade de f(x) em
[a, b] e de troca de sinal em a e b, o método da bissecgao gera uma seqiiéncia
convergente, ou seja, € sempre possivel obter um intervalo que contém a raiz
da equacio em estudo, sendo que o comprimento deste intervalo final satisfaz

Exercicio 1 — Encontre a raiz da equacéo f(x)=x> — 9x +3 utilizando o método da bisseccéo e as

a precisao requerida;

as iteracoes nao envolvem cdlculos laboriosos;

a convergéncia ¢ muito lenta, pois se o intervalo inicial € tal que by - a; >> ¢
¢ se £ for muito pequeno, o nimero de iteragdes tende a ser muito grande,

como por exemplo:

condiges: Chute inicial, I=[0,1], e precisdo & =2x107.

Solucéo:
f(x)=x3-9x +3
[teragao X

i 5
2 25
3 375
4 3125
5 34375
6 328125
7 3359375
8 33984375
9 337890625

10 336914063

f(x)
13
765625
~.322265625
218017578
—-.0531311035
0822029114
0144743919
—.0193439126
-2.43862718 x 103
6.01691846 x 102

Entao X =0.336914063em dez iteragdes.

|bx— ax | < & (preciséo)

wn =

25
125

0625

031
015

25
625

7.8125 x 103
3.90625 x 1073

1.953

125 x 103

|bio—am|<e

| f(x10) [ <€

Nao!
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I1) Método da Posicéo Falsa

Seja f(x) continua no intervalo [a,b] e tal que f(a)f(b) < 0.

Supor que o ntervalo (a, b) conienha uma unica raiz da equagdo f(x) = 0.

Podemos esperar conseguir a raiz aproximada X usando as informagoes sot
valores de f(x) disponiveis a cada iteragao.

No caso do método da bissecgdo, x € simplesmente a média aritmética entre a ¢ b:

X =

a+b
2

No exercicio 1, temos f(x)= x*-9x+3, intervalo inicial [a,b]=[0,1] e vimos que f(1)= -5 < 0 < 3=f(0).
Como | f(0) | esta mais proximo de zero que |f(1)|, € provavel que a raiz esteja mais
proxima de 0 que de 1 (pelo menos isto ocorre quando f(x) € linear em [a, b}]).

vamente:

_alftb)| + b|f(a)] _ af(b) - bf(a)

[f(b)| + [f(a)] — f(b) ~ f(a)

visto que f(a) e f(b) tém sinais opostos,

Assim, em vez de tomar a média aritméfica entre a ¢ b, 0 método da posigac
falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti-

Y 1(x)
7’ )

8 o . - a —
l Graficamente, este ponto x € a inlersecgao entre 0 €iXo 0X € a reta r(x) que pass:
por (a, f(a)) e (b, f(b)):

E as iteragoes sao feitas assim:
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32 itéragéo

2% iteracédo

f(x)

| ~~"1%iteragéo

Chute
inicial

Critério de parada:

|bx—ax <& ou |f(aou b ou x)|<s
Ap0s isso acontecer tomemaos o valor de x
como a raiz aproximada, ou seja: X =X
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Exemplo 4
Como seria as primeiras 2 iteracdes do Método da Posi¢édo Falsa aplicado a funcao f(x)= xlog(x) -1
sabendo que esta tem pelo menos uma raiz no intervalo [a,, bg]=[2,3].

f(ay) = - 0.3979 < 0
OK! Existe pelo menos 1 raiz dentro desse intervalo!
f(b,) = 0.4314 > 0

_af(b) - bf(a) 2 x 04314 - 3 x (-0.3979)  2.0565 _ 2 4708
0" f(b) - fa) 0.4314 - (-0.3979) 0.8203  ©

f(xg) = -0.0219 < 0. Como f(a,) e f(x,) tém o0 mesmo sinal,

o
I

a, = x, = 24798 f(a,) < 0

ok!
lbl -3 f(b,) > 0

2.4798 x 0.4314 - 3 x (-0.0219) .
1 = 1 3 7 4 d T = 49 = —=). i
£ 0.4314 - (-0.0219) 5049 e f(x)) = -0.0011

Analogamente, temos a, = X, = 2.5049

e 0 processo continua até se atingir um dos critérios de
parada. by =b; =3

ALGORITMO 2
Seja f(x) continua em [a, b] e tal que f(a)f(b) < 0.
1) Dados iniciais

a) intervalo inicial [a, b], funcédo

b) precisdes e eey —p Podemos ter ainda:

1= &r»=¢
2) Se (b -a) < g, entdo escolha para X qualquer x € [a, b]. FIM.
se |f(a)| < €y
escolha a ou b como X. FIM.
ou se | f(b)| < &,
3) k=1
4) M =1i(a)
5) i y.l'l_.h) - bf{a)
f{b) - f(a)

6) Se|f(x)[ < €,, escolha X = x. FIM.

7) Se Mf(x) > 0, faga a = x. V4 para o passo 9.

8) b=x

9) Seb - a < e, entido escolha para X qualquer x € (a, b). FIM.

10) k =k + L. Volte ao passo 5.
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Exercicio 2 — Encontre a raiz da equacéo f(x)= x* — 9x +3 utilizando o0 método da posicéo falsa
usando como condic8es iniciais o intervalo I=[0,1] e = 2 x 10°®

Solucéo:
Iteracdo | X f(x) b-a
375 —-.322265625 1
2 338624339 —8.79019964 x 1073 375

337635046 -2.25883909 x 104 338624339

" lbs-as |< &
E portanto X = 0.337635046

[ f(xa) | <&

Nao!

Sim!

Comparando esse método com o anterior para a fungdo f(x)= x* — 9x +3 utilizando com
condicdes iniciais o intervalo 1=[0,1] e £ = 2 x 10" observamos que o método da bisseccdo necessitou

de 10 iteracOes para obter a resposta e 0 metodo da posicdo falsa necessitou de apenas 3.

Obs. Se f(x) € continua no intervalo [a,b] com f(a)f(b) < 0 entdo o método da posicdo falsa gera uma

sequéncia convergente assim como no método que vimos anteriormente.

Il — Encontrando Raizes de fungdes — Céalculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling

15



I11) Método do Ponto Fixo (MPF)
A importéncia deste método esta mais nos conceitos que sdo introduzidos em seu estudo

que em sua eficacia computacional.
Seja f(x) uma funcéao continua em [a,b], intervalo que contém uma raiz da equacao f(x)=0.

O MPF consiste em transformar esta equacdo em uma equacado equivalente X = ¢(X) e a
partir de uma aproximacdo inicial X, (chute inicial) gerar a sequéncia {xy} de aproximag0es para &
(raiz) pela relagdo|Xk+1 = @(Xk),| pois a fungdo o@(x) & tal que f(£)=0 se e somente se @(&)=E.
Dessa forma transformamos o problema de encontrar um zero de f(x) no problema de encontrar um
ponto fixo de ¢@(x).

Uma fungéo ¢(x) que satisfaz a condigéo acima é chamada de funcéo de iteracdo para a
equacao f(x)=0.

Exemplo 5

Para a equacdo f(x) = x> + x - 6 = 0 temos varias funcdes de iteracdo, entre as quais:
a) @,(x) =6-x%

b) @5(x) = =V6 - x;

D 0=

X +

A forma geral das funcoes de iteracio o(x) ¢ @(x) = x + A(x)f(x), com a condigio
que em &, ponto fixo de ¢(x), se tenha A(§) = 0.

Mostremos que f(§) = 0 = @(E) = &.

(=) seja E tal que f(€) = 0.
P(E) = £ + A(B)(E) = @) = & (porque {(E) = 0).
(<=)se PE) = E = E + AEN(E) = £ = AE)(E) = 0 = f(E) = 0 (porque A(E) = ().

Com isto vemos que, dada uma equacao f(x) = 0, existem infinitas fungdes de
iteragao (x) para a equagao f(x) = 0.

Il — Encontrando Raizes de fungbes — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 16



Graficamente, uma raiz da equacdo x=@(x) é a abscissa do ponto de interseccdo da reta y=x e da
curva y=¢(Xx).

RaIZ / y=X plx)

Chute
inicial

X

a) q)(\f)_ls x2: {X} —~ Equando k — = / _____ ) & aqvando k o =
X)) =0 =X7 {J) q\-q(x)==\/6—x; k -

I Contudo, para certas escolhas de ¢(x), 0 processo pode gerar uma sequiéncia que diverge de &.

@(x)

- T .
/”l X3 XyEXg X X

X} ~ € 6 {x} # &

Diverge! Dow) =77 Diverge!

I11.1 Condicdes para convergéncia:
Seja & uma raiz da equacao f(x) = 0, isolada num intervalo I centrado em &.

Seja (x) uma fungao de iteragdo para a equagio f(x) = 0.
Se
—_ ) P(x) e ©’(x) sdo continuas em 1,

— N I\q}’(x)l <M < IJ,'VXE e

— i) Xy€ I \

Baixa inclinagéo!

entdo a sequéncia {x, } gerada pelo processo iterativo x, | = ©(x}) converge para E.
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Exemplo 6

Embora nao seja preciso usar método numérico para se encontrar as duas rajzes reais
§ =-3¢&, =2 da equacio x* + x — 6 = 0, vamos trabalhar com duas das funcées de

iteragao dadas no Exemplo 7 para demonstrar numérica e graficamente a convergéncia ou Chute inicial
nio do processo iterativo.

Consideremos primeiramente a raiz §, = 2 ¢ @,(x) = 6 - x2. Tomando Xg = 1.3
temos @(x) = @,(x) e

y=x
X, = @(xy) =6-152=375
X, = @(x,) = 6 — (3.75)% = - 8.0625
Xy = @(x,) =6 — (-8.0625)? = -59.003906
Xy = @(xq) = —(=59.003906)% + 6 = —3475.4609 |
_ X% 5
e XoEa\ 1% X
e podemos ver que {X, } nao esta convergindo para £, = 2.
' [ \ p(x)
Seja agora §, = 2, @,5(x) = V6 - x e novamente x, = 1.5. Temos, assim,
e(x) = T(x) e
X, = @(x)) =V6 = 1.5 =2.12 4 y=X
X, = @(x,) = 1.96944
Xy = @(x,) = 2.00763
X, = @(x;) = 1.99809
Xs = @(x,) = 2.00048 PO =~ __|
"; xz%;t X
e podemos ver que {x,} estd convergindo para §, = 2.
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ALGORITMO 3

Considere a equacgéo f(x) = 0 e a equacao equivalente x = ¢p(x).
Supor que as hipoteses do Teorema 2 estao satisfeitas.
1) Dados iniciais:

a) X, aproximacao inicial; fungéo e ¢(x)

1= &= ¢

2) Se i)l ek faca xm x, EIM
3) k=1

4) %y = (x)

5) Se |f(x))] < ¢,

entdo faga X = x,. FIM.
ou s¢ |x, - X5| < ¢,

6) x, =X,

0] Ls=lRes I
Volte ao passo 4.

Exemplo 7 — Verificando a convergéncia antes de fazer as contas.
Analisaremos aqui a fungao @5(x) = E— 1 e a convergéncia da seqiiéncia {x, } para §, = -3;

usando Xg = — 2.5

cp’(x)=—_§-:0, ¥Yx&E R, x =0
X

Chute
inicial lo'(x)!| = [-?| = -§; ¥xER, x=0
X~ X~
|q:'(x]]<1<:-1§<1¢x3>6©x<-\/30ux>\/€

X
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Assim, como o objetivo € obler a raiz negativa, lemos que
I, tal que |@'(x)| < 1, ¥ x €1, serd: I = (-o; V6).
(V6 = 2.4494897)

Podemos, pots, trabalhar no intervalo [ = [=3.5, =2.5] que o processo convergira,
visto que I C I, esté centrado na raiz § = -3.

Tomando X = —2.5, lemos:

-34 X1 = ¢ (Xo) =6/%, -1
=2.764706 X2 = ¢ (X1) =6/x1 -1
x, ==3.170213

x, = ~2.892617

X

Xn

Como a raiz §; = -3 ¢ conhecida, € possivel escolher um intervalo I centrado em
§), tal que em [ as condigdes do teorema sio satisfeitas. Contudo, a0 se aplicar 0 MPF na
resolucdo de uma equagio f(x) = 0, escolhe-sc I “aproximadamente” centrado em &. Quanto
mais preciso for o processo de isolamento de E, maior exatidao serd obtida na escolha de .

Exemplo 8
3
f(x) = x> = 9x + 3, (x) :%- + —;—; X, = 0.5; £ =5x%x107" £€(0,1)
€ =0.0005
Iteragao X f(x)
1 X1= 3472222 —0.8313799 x 107!
2 X2= 3379847 —0.3253222 x 102
3 ¥ 3376233 01239777 x 1073
assim, X = 0.3376233 ¢ f(X) = - 0.12 x 107, ) _
Formula recursiva Perguntamos se:
Xi+1 = Q(Xk) [f(xi)| < €
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IVV) Método de Newton-Raphson s
No estudo do método do ponto fixo, vimos que: Balxajrﬁ: nagao:
N

——— i) uma das condigbes de convergéncia é que |@'(x)| = M < 1, ¥ x €[, onde
I € um intervalo centrado na raiz;

———» i) aconvergéncia do método serd mais rdpida quanto menor for | ¢’(£) |.

O que o método de Newton faz, na tentativa de garantir e acelerar a convergéncia
do MPF, ¢ escolher para fungdo de iteracdo a fungio ¢(x) tal que ¢’(§) = 0.
[

O Método de Newton é obtido geometricamente da seguinte forma:

dado o ponto (x,, f(x,)) tragcamos a reta L, (x) tangente a curva neste ponto:

L (x) = f(x,) + £'(x) (x = x,).

Ly (x) € um modelo linear que aproxima a fungao f(x) numa vizinhanga de x,.

Encontrando o zero deste modelo, obtemos:

f(x,) 0 Graficamente, temos:
Xy
Xee1 =%~ f!(xk)
(chute inicial)
Exemplo 9 (chute inicial)

Consideremos f(x) = %2 + X -6, Zgz =2e Xy = 1.5 Nessa técnica devemos calcular a derivada da fungéo f “(x)

Formula recursiva

f(x,) 2

. X° + x- 6
Xeal =Xk f'(xk-} = Xc= 2){( + 1

Temos, pois,

Xy = 1.5

X, = 2.0625

X, = 2.00076

Xy = 2.00000.
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ZSTUDO DA CONVERGENCIA DO METODO DE NEWTON

TEOREMA 3

scam f(x), f'(x) e f"(x) continuas num intervalo I que contém a raiz x = & de f(x) = 0.
szpor que f'(§) = 0.
Entio, existe um intervalo [ C I, contendo a raiz &, tal que se x, € I, a seqiiéncia
E(Xk)

., . convergird para a raiz.
{ (Xk)

} gerada pela férmula recursiva x,,; = Xy =

Exemplo 10
Comprovaremos neste exemplo que uma escolha cuidadosa da aproximacao inicial é, en
geral, essencial para o bom desempenho do método de Newton.

Consideremos a fungio f(x) = x3 - 9x + 3 que possui trés zeros: 5, € I, = (—4, -3
S,e L, =(0. De&ye I, =(2, 3) e sejax, = 1.5. A seqiiéncia gerada pelo método ¢

\Chute inicial

Iteracao _ X f(x)
| -1.6666667 0.1337037 x 10°
2 18.3888889 0.6055725 x 10°
3 12.3660104 0.1782694 x 10* | Diverge um
4 8.4023067 0.5205716 x 10° [ Ppouco!
5 5.83533816 0.1491821 x 10°
6 4.23387355 0.4079022 x 10°?
7 3.32291096 0.9784511 x 10
g 2.91733893 | 0.1573032 % 10
9 ] 2.82219167 0.7837065 x 107!
10 2.81692088 f 0.2342695 x 1073

Podemos observar que de inicio ha uma divergéncia da regiao onde estao as
raizes mas, a partir d¢ x5, os valores aproximam-se cada vez mais de §,. A causa da
divergéncia 1nicial € que x,, estd proximo de V3 que € um zero de f'(x) e esta aproxi-
magdo 'nicial gera x, = ~1.66667 = —V3 que ¢ o outro zero de £'(x) pois

ff(x)=3x* -9 = ['(x) = 0 = x = =V3.
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ALGORITMO 4

Seja a equacéo f(x)=0
Supor que estdo satisfeitas as hip6teses do Teorema 3.
1) Dados iniciass:

a) Xq aproximagao inicial; f(x); f'(x).

b) g e ey precisoes " | Podemos ter ainda:
E1—t)— ¢

— 2) Se|f(xy)|<c¢e,, facaX =x, FIM.

3y k=1

fxo)

K TN

cee> O} B X <
faga X = x,. FIM.
et ou se X, — Xy| < &,

a5
7 k=k+1
Volte ao passo 4.

Chute inicial
Exemplo 11 l
f(x) = x? = 9x + 3; X = 0.5; e =1x10™ E€E(0,1).

Os resultados obtidos ao aplicar o método de Newton sio:

Iteracao X f(x)
9 __ 05 B 01375 x 10
X1=
] xS 333333333 0.3703703 x 10~
0 Xe= 337606838 0.1834054 x 107*

Nesse caso temos f'(x) = 3x°- 9
Assim, X = 0.337606838 e f(X) = 1.8 x 107>

Formula recursiva Perguntamos se:
f(x
X, ., =X, - J |f(Xk)|<8
17T £ (x,)
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V) Método da Secante
Uma grande desvantagem do mcétodo de Newton ¢ a nccessidade de se obter-f'(x) e calcular

seu valor numérico a cada iteragao. —» Requer um processador répido para nfio tomar muito tempo de magquina!

Uma forma de se contornar este problema ¢é substituir a derivada f'(x,) pelo
quociente das diferengas:

f(x,) - f(x, ;)
i - e e
“k k-1

onde x, ¢ X,_, sdo duas aproximacoes para a raiz.

Neste caso, a funcao de iteragao fica

f(xk) f(x,) , )
Xt1= Xy = 7o ™ Xk T He ) - f X = Xy
f(x,) — f(x fix,) - f(x, _,)
Chutes fx) - fx_ ) K k-1
iniciais X, = Xy

X, _q f(x) = x flx, _4)

inda.| Xk+1=
Ou ainda, (x) - f(x,_ )

Observamos que sao necessarias duas aproximagoes para se iniciar 0 método.

INTERPRETACAO GEOMETRICA

A partir de duas aproximacgoes x,_; ¢ X;, 0 ponto X, , € obtido como sendo a abcissa de
ponto de intersecgao do cixo ox ¢ da reta sccante que passa por (x,_;, £(x,_,)) e (x, f(x)):

f(x)

Chutes
iniciais

12 reta secante

Apos o 1° calculo
encontramos esse ponto.

2% reta secante
3% reta secante
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Chutes iniciais

Exemplo 12
Consideremos f(x) = x* + x - 6; €, = 2: x, = 1.5 e x, = 1.7. Entio,

Xof(x)) = xf(xg)  1.5(-1.41) - 1.7(-22
o e | 1o(141) - 1.7(-225) ) haey

2 - f(x,) - f(x,) - -1.41 + 2.25

_ i) =6l 1 7017983) - 2035714 o
f(x,) - f(x,) 0.17983 + 1.41 S

o Xaf) = Xal00) (2.03571)(=0.01131) - (1.99774)(0.17983)
T f(xy) - f(x,) ~0.01131 - 0.17983 - 199999
.... € 0 processo continua até que se obtenha a precisdo desejada € aplicando-se o critério de
parada | T(Xy) |< & ou, ainda em alguns, casos pode se ter ainda o critério de parada | X = X | < &

ALGORITMO §
Seja a equagao f(x) = 0.
1) Dados iniciais:
e x,: aproximagoes iniciais; funcdo

a) Xg

i

b) k¢ ¢, precisbes. —— | Podemos ter ainda:
e1=&=¢

——  2) Se|f(xy)] <€, faga X = x4 FIM.

— 3) Se |f(x{}] < £
faca X = x,. FIM.

o ou se |x; - x| < &,
1) k=1
f(x,)
3) X = (x; — %p)

X — = g =
7 : f(?(]) = f(xo}

—> 5] e
entdo faga X = x,. FIM.

—> ou SCIX-.—X”-:E.,
7) Xp=1Xx,
X‘I:XQ
8) k=k+1

Volte ao passo 3.
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Exercicio 3

Considere a funcéo continua F(x) = x3- 9x + 3. Aplique o método da secante para encontrar uma raiz com
precisdo melhor do que 5 x 10 (¢ =0.0005) usando 0s pontos Xo=0 e x;=1 como chute inicial.

Os resultados obtidos ao aplicarmos o método da secante sio:

[teragdo X f(x)
1 Xp= 375 -322265625
2 X3= 331941545 0491011376
3 X4= 337634621 ~0.2222052x 103 ~-2222x 10™
. G - = . _ n—4 ) .
Assim, X = 0.337634621 e f(x) = =2.2 x 10 Formula recursiva Perguntamos se:
X f(x,) - x, f(x, _,) ‘f(Xk)‘<s
Xk+‘1: ]'\ __]. K k k— |
f(x,) - f(x, _,)

Comentarios Finais
Jisto que 0 método da secante € uma aproximagao para o método de Newton, as condigoes
rara a convergéncia do método sdo praticamente as mesmas; acrescente-se ainda que o
nétodo pode divergir se f(x,) = f(x,_,).

4 Revisao

- Teorema 1:
scja f(x) uma fungao continua num intervalo [a, b).
Se f(a)f(b) < 0 entao existe pelo menos um ponto x = § entre a € b que € zero
ie f(x).

Complemento do teorema 1: Se f’(x) existir e preservar sinal em (a, b), entéo este intervalo
contém um anico zero de f(x).

- Critérios de parada dos métodos iterativos:
Nos mét. com intervalo inicial 1=[a,b] (Bisseccdo e posic¢éo falsa) - |b-a|<e ou |f(a ou b ou x) |<g

Nos métodos com chute inicial (MPF, Newton ou Secante) — | T(x;) |<e
Em geral e(precisdo estipulada) é um nimero muito pequeno, por exemplo, & ~ 0,000001 = 10°®
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I) Método da Bisseccéo

[ ¢—> «—>]
| A a, +b
a % i _ k kK
X, =——
2
Obs. Escolhe-se um novo intervalo quando ha
diferenca de sinal entre eles.

Numero de iteragdes no método da bissec¢do:  ntervalo inicial

=

log(by = o) — log(e)——> [b-al< & (precisiio)

k — =
g log(2)

I1) Método da Posicédo Falsa
Assim, em vez de tomar a média aritmética entre a ¢ b, 0 método da posigac

falsa toma a média aritmética ponderada entre a e b com pesos | f(b) | e | f(a) |, respecti-
vamente:

- alf)] + b|f(a)] _ af(b) - bf(a)
' [f(b)] + | f(a)] f(b) ~ f(a)

visto que f(a) e f(b) tém sinais opostos.

. . . = : —»
Graficamente, este ponto x € a inlersecgao entre 0 €iXo OX € a reta r(X) que passa
por (a, f(a)) e (b, f(b)):

I11) Método da Ponto Fixo (MPF)

Raiz fix)=x+x-6=0

Transformar f(x)=0 numa equacdo equivalente x=¢(x) e )= 6= 3%

a partir de um chute inicial x, gerar uma sequéncia { Xy} i
de aproximac0es através da relacdo -

Chute
: iicial
Xier1 = Q%) f /
Graficamente, uma raiz da equacdo x=¢(x) € a abscissa . HE .
. ~ 4 =X X X
do ponto de intercessdo daretay =x e dacurvay=p(x) ' °°7 ‘ o

{*,} — E quando k — =

OBS: Esse método nem sempre converge!
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As condicGes para convergéncia séo:
i) @(x) e @’ (x) sio continuas em 1, onde | € um intervalo centrado em & (raiz)

i le'x)l =M< 1, ¥xele —— > Funcdo com baixa inclinacdo préxima da raiz.
!-IIII] XUE ].

a convergéncia sera mais rapida quanto menor for | o (&) |

V) Método de Newton ou Newton-Raphson
Esse método é bem parecido com o MPF, contudo para

. ) 1 /
acelerar a convergéncia escolhe-se uma (&) tal que /
¢ (§)= 0. Nesse método utilizamos a expressdo abaixo Chute
No O processo iterativo: L
inicial
= - \
kel = "k T g ; tangente
f (xk) L B // //, —
%A{g,/ *y X
/

onde Xy=g € um chute inicial para a raiz

IVV) Método da Secante
Uma das desvantagens no método de Newton é a x|
necessidade de se obter f'(x) e calcular seu valor
numérico a cada iteracdo, nesse método a derivada da

< . N i | 2 Chutes
funcdo é aproximada pela expressao abaixo: |

iniciais

f(x,) - f(x, )

f'(x,) =
: .’(k - xl\i-l . ) 4 ! secante

onde Xy=p € Xk=1 SA0 chutes iniciais para a raiz. Nesse
método utilizamos a expressdo abaixo no 0 processo . :
iterativo: . J/ /

Xy f(x.) - % f(x, _4)
Xk+1 = > 5 - .
f(x,) = f(x _y)

OBS: Se tivermos f(xy) ~ f(Xx+1) 0 método pode divergir! Denominador tende a zero!
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5 Comparacao entre os métodos

Realizemos agora alguns testes com o objetivo de comparar os varios métodos estudados
anteriormente.

Esta comparagdo deve levar em conta varios critérios entre os quais: garantias de
convergéncia, rapidez de convergéncia, esforco computacional.

Observamos que o Unico dado que os exemplos fornecem para se medir a rapidez
de convergéncia € o numero de iteragdes efetuadas, o que nao nos permite tirar conclusdes
sobre o tempo de execugao do programa, pois o tempo gasto na execu¢ao de uma iteragio
varia de método para método.

Conforme constatamos no estudo tedrico, os métodos da bissecgao e da posigao
falsa tem convergéncia garantida desde que a fungdo seja continua num intervalo [a. b] tal
que f(a)f(b) < 0. Jd o MPF e 0s métodos de Newton ¢ secante tém condigoes mais restritivas
de convergéncia. Porém, uma vez que as condi¢cdes de convergéncia sejam satisfeitas, os
dois ultimos sdo mais rapidos que os trés primeiros.

O esfor¢o computacional € medido através do nimero de operagoes efetuadas a
cada iteragao, da complexidade destas operagdes, do nimero de decisdes I6gicas, do nime-
ro de avaliagdes de fungao a cada iteragao e do nimero total de iteragdes.

Tendo isto em mente, percebe-se que € dificil tirar conclusoes gerais sobre a
eficiéncia computacional de um método, pois, por exemplo, o método da bissecgao € o que
efetua calculos mais simples por iteragao enquanto que o de Newton requer célculos mais
elaborados, porque requer o célculo da funcdo e de sua derivada a cada iteragao. No
entanto, 0 numero de iteragoes efetuadas pela bissec¢ao pode ser muito maior que o nimero

de 1teragdes efetuadas por Newton.

Considerando que o método ideal seria aquele em que a convergéncia estivesse
asscgurada, a ordem de convergéncia fosse alta e os calculos por iteracao fossem simples, o
método de Newton € o mais indicado sempre que for facil verificar as condigdes de conver-
géncia e que o cdlculo de f'(x) ndo seja muito elaborado. Nos casos em que € trabalhoso
obter ¢/ou avaliar f'(x), € aconselhavel vsar o método da secante, uma vez que este € o
método que converge mais rapidamente enire as outras opgoes.

Outro detalhe importante na escolha ¢é o critério de parada, pois, por exemplo, se
o objetivo for reduzir o intervalo que contém a raiz, nao se deve usar métodos como o da
posigao falsa que, apesar de trabalhar com intervalo, pode nao atingir a precisao requerida,
nem secante, MPF ou Newton que trabalham exclusivamente com aproximagoes X, para a
raiz exata.

Apds estas consideragdes, podemos concluir que a escolha do método esté direta-
mente relacionada com a equagdo que se quer resolver, no que diz respeito a0 comporta-
mento da fun¢do na regido da raiz exata, as dificuldades com o calculo de f'(x), ao critério

de parada etc.
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Exemplo 13

2
f(x) = €™ — cos(x); EE(1,2) e= 107
- MPF
Bissecgao Posu;l.m 2 ‘ Newton ‘ Secante
| Falsa p(x) = cos(x)-e™* +x
| | 1 ' T
Dados -
L2 1,2 = 1. = 1. =1 x; =2
Iniciais (1, 2] [1.2] | Xg = 1.3 X =15 %= L x
X 1.44741821 1.44735707 1.4475247] 1.44741635 1.44741345
f(x) 21921 x 1075 | -3.6387 x 107 7.0258 x 1075 13205 x 108 | 52395 x 107
Eroemx Y 6.1035 x 1070 552885221 1.9319 x 10~ 17072 x 1072 | 1.8553 x 1074

N d \
me r(':o e 14 6 6 @ . 5
Beragoes Y |

-
\

Yen JF) - f(x=x)

" | f(X=x, )|
Exempl 014 Com esses valores os métodos divergem
um pouco. (denominador — 0
f)=x3-x-1; EE(I,2); e= 1076 pouce :
) o MPF
| Bissecgio | Posic¢iao Falsa 1 Newton Sedante
@x) = (x+1)7"
Dados Injciais (1, 2] (1, 2] ¥ =1 | xq =0 Xp =0 xy =05
X | 01324718 x 10' | 0.1324718 x 101 | 0.1324717x 10' | 0.1324718 x 10" | 0.1324718  10'
f(x) ~0.1847744 x 10~ | -0.7897615 x 10~° ‘ -0.52154406 x 107° | 0.1821000 x 10°° | -0.8940697 x 10~
Erro em x | 0.9536743 x 107° 0.6752825 0.3599538 x 107 | 0.6299186 x 107° | 0.8998843 x 10~

[ i
Ni de |
umcrli) e 20 i @ J o o
[teraghes ‘

. | |
Exemplo 15
f(x) = 4sen(x) - e¥; E€(0, 1) g= 107
B - [ MPE | T
| Bisseccao Posicio Falsa | @(x) = X — 2 sen(x) + 05" Newton Secante
‘ Dados Iniciais [0, 1] | [0, 1] - X iO:S_ Xy =05 : xg=0; x; =1
( X 0370555878 | 0.370558828 370556114 370558084 370558098
i(x) 13755 x 105 | 1.6695 x 100 -4.5191 x 107 27632 x 10°° | 5.8100 x 107
| Enocem x 76204 x 1076 | 370562817 | 1.1528 x 1074 | +1.3863 x 1074 57404 x 107°
} N . — = =

Lh

humcrc_) de 17 . 8 f : ‘ 2
[teragoes | | | |

Il — Encontrando Raizes de fungbes — Calculo Numérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 30



6 Exercicios Propostos

6.1. Localize graficamente as raizes das equagOes a seguir:
a) 4cos(x)-e*X=0
b) ; - tg(x) = 0
¢) 1-xIn(x)=20
dy 2*-3x=0
e) x +x-1000=0

6.2 Calcule as 4 primeiras iterac6es utilizando o método de Newton-Rapson e 0 método da secante para
encontrar a raiz da equagao:.
U680 43 _2x2 _3x + 10 = 0 com Xq = 1.9.

Obs. Faga uma escolha arbitraria do valor de x; para utilizar no método da secante.

6.3 Seja f(x) = ¥ — 4x% e E sua raiz no intervalo (0, 1). Tomando x,, = 0.5, encontre § com
¢ = 10™*, usando:

a) o MPF com ¢(x) = % e*/?,

b) o método de Newton.
Compare a rapidez de convergéncia.
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