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Parte 3 — Integrais definidas
Somas finitas, Limites de somas finitas e integracao definida.

1) Introducao.

Um dos grandes avangos da geometria cldssica foi obter for-
mulas para determinar drea e volume de triangulos, esferas e cones. Neste ca-
pitulo, estudaremos um método para calcular area e volume destas e de outras
formas mais gerais. Mas o método que apresentaremos — a integracdo — nao
Serve apenas para isso. A integral tem muitas aplicacbes em estatistica, eco-
nomia, ciéncias e engenharia. Ela nos permite calcular quantidades que vao
desde probabilidades e médias até consumo de energia e forcas que atuam
contra as comportas de uma represa.

A idéia bdsica da integragao é que muitas quantidades podem ser calcula-
das se sdo quebradas em pedagos pequenos e, depois, soma-se a contribuigao
que cada parte dd. Apresentamos a teoria da integral no campo da drea, no
qual ela revela sua natureza de modo mais claro. Comecaremos com exemplos
envolvendo somas finitas. Isso levard naturalmente 4 pergunta sobre o que
acontece quando mais e mais termos sao somados. Passando para o limite,
quando o niimero de termos tende ao infinito, chegamos a uma integral. Em-
bora integragdo e derivagdo estejam intimamente relacionadas, nio veremos
o papel da derivada e da primitiva antes da Secdo 5.4. A natureza de sua rela-
¢ao, contida no teorema fundamental do célculo, é uma das mais importantes
idéias do cdlculo.

2) Estimando valores utilizando somas finitas

0,5

Esta secao mostra como area, valores médios e distincia percorrida pos
um objeto ao longo do tempo podem ser todos aproximados por somas finitas

Somas finitas sdo a base da defini¢ao de integrais, que serd dada na Segao 5.3

Area

gulos pode aumentar a precisio da sua aproximagao.

EXEMPLO 1 Aproximando drea

FIGURA 5.1

pode ser encontrada com uma férmula
simples (Exemplo 1).

Podemos aproximar a drea de uma regiio com contorno curvo somando
as dreas de um conjunto de retangulos. Usar uma quantidade maior de retan-

Qual ¢ a drea da regiao sombreada R que se encontra acima do eixo

A drea da regiao R ndo x, abaixo da curva de y = 1 - x°, e entre as retas verticais x = 0 e x = 17
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(Veja a Figura 5.1.) Um arquiteto pode querer saber essa drea para calcu-
lar o peso de uma janela feita sob medida, cujo formato é descrito por R.
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FIGURA 5.2 (a) Usando dois retangulos que contém R, obtemos uma
estimativa superior da area de R. (b) Quatro retangulos fornecem uma
estimativa superior melhor. Ambas as alternativas ultrapassam o valor real
da drea.

Infelizmente, ndo existe uma férmula geométrica simples para calcular a
area de formas com contorno curvo como a regiao R.

Embora nao tenhamos ainda um método para determinar a drea exata
de R, podemos aproxima-la de um modo simples. A Figura 5.2a mostra dois
retangulos que, juntos, contém a regiao R. Cada retingulo tem largura 1/2; o
primeiro da esquerda para a direita tem altura 1, e o segundo, 3/4. A altura de
cada retangulo é o valor maximo da fungao f, valor que se obtém calculando f
na extremidade esquerda do subintervalo de [0, 1] que forma a base do retdn-
gulo. A drea total dos dois retangulos aproxima a area A da regiao R,

et -l é- e e
A =] + 2 0,875
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Essa estimativa ¢ maior do que a 4rea real A, uma vez que os dois retan-
gulos contém R. Dizemos que 0,875 é uma soma superior, pois ¢ obtida
considerando-se a altura de cada retangulo como o valor maximo (o ponto
mais alto) de f{x), sendo x um ponto no intervalo da base do retingulo. Na
Figura 5.2b, melhoramos nossa estimativa usando retangulos mais estrei-
tos, cada qual com largura de 1/4, os quais, se considerados em conjunto,
contém a regiao R. Esses quatro retangulos nos fornecem a aproximacgao
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que ainda é maior do que A, uma vez que os dois retangulos contém R.

Suponha, em vez disso, que usemos quatro retangulos contidos dentro
da regido R para estimar a drea, como mostra a Figura 5.3a. Cada retangulo
tem largura 1/4, como antes, mas os retangulos sao mais baixos e ficam
inteiramente abaixo da curva de f. A fungao f{x) = 1 - x° é decrescente em
[0, 1], portanto a altura de cada um dos retingulos ¢ dada pelo valor de f
na extremidade direita do subintervalo que forma sua base. O quarto re-
tangulo tem altura zero e, assim, ndo contribui para a area. Somando esses
retangulos com alturas iguais ao valor minimo de f{x), sendo x um ponto
em cada subintervalo da base, temos uma aproxima¢ao de soma inferior
v paraadrea
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FIGURA 5.3 (a) Os retingulos contidos em R dao uma estimativa d=
area que subestima o valor real. (b) A regra do ponto médio usa retaingulos
cuja altura € o valor de y = f{x) no ponto médio de suas bases.
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Essa estimativa ¢ menor que a drea de A, pois todos os retangulos s¢
situam dentro da regido R. O verdadeiro valor de A fica em algum ponto
entre as somas superior e inferior:

0,53125 < 4 < 0,78125

Considerando as duas aproximagoes, a de soma inferior e a de somz
superior, conseguimos nao apenas estimativas para a area, mas tambem
um limite para o tamanho do possivel erro nas estimativas, uma vez que o
valor real da drea fica em algum ponto entre elas. No presente caso, o erro
nao pode ser superior a diferenga 0,78125 - 0,53125 = 0,25.

E possivel, ainda, obter outra estimativa usando retangulos cujas altu-
ras sejam valores de f em pontos médios de suas bases (Figura 5.3b). Fsse
método de estimagao chama-se regra do ponto médio para aproximacaoc
da drea. A regra do ponto médio fornece uma estimativa que fica entre
uma soma inferior e uma superior, mas nao fica claro se ela superestima ou
subestima a drea real. Com quatro retangulos de largura 1/4 como antes, =
regra do ponto médio estima a drea de R em
L8 1 55 .1 .3 1 15 1 172

1

A~6s sV 6a s v ea 464 4" g4 ~a = 067185
Em cada uma das nossas somas calculadas, o intervalo [a, b] ao longo
do qual a fungio f ¢ definida foi subdividido em n subintervalos de igual
largura (também chamada comprimento) Ax = (b - a)/n, e f foi calculada
em um ponto em cada subintervalo: ¢, no primeiro subintervalo, ¢, no se-
gundo subintervalo, e assim por diante. Desse modo, todas as somas finitas

assumem esta forma:
fler) Ax + flez) Ax + flea) Ax + - + fle,) Ax

Pegando mais e mais retingulos, cada um deles mais estreito que os
anteriores, parece que essas somas finitas fornecem aproximacées cada vez
. melhores da area real da regiio R.
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FIGURA 54 (a) Soma inferior
wsando 16 retangulos de igual largura
Ax = 1/16. (b) Soma superior usando
16 retangulos.

@ | (b)

A Figura 5.4a mostra uma aproximagio de soma inferior para a
drea de R usando 16 retangulos de igual largura. A soma de suas areas é
0,634765625, que parece proximo da drea real, mas ainda ¢ menor porque
o0s retingulos estao dentro de R.

A Figura 5.4b mostra uma aproximagio de soma superior usando 16
retangulos de igual largura. A soma de suas dreas é 0,697265625, um pou-
co maior que a drea real, pois os retangulos, juntos, contém R, A regra
do ponto médio para 16 retingulos d4 uma aproximacio da drea total de
0,6669921875, mas nao fica imediatamente evidente se essa estimativa é
maior ou menor que a rea real.

2 s ,6875 ,875
4 93125 671875 ,18125
16 634765625 6669921875 697265625
50 6566 6667 6766
100 66165 666675 ,67165
1.000 6661665 66666675 6671665

A Tabela 5.1 mostra os valores de aproximagdes de somas superior
e inferior para a drea de R, usando até 1.000 retingulos. Na Secio 5.2,
veremos como obter o valor exato da drea de regides como R deter-
minando o limite quando a largura da base de cada retingulo tende a
zero e o numero de retingulos tende a infinito. Com as técnicas que
desenvolveremos, conseguiremos demonstrar que a area de R é exata-
mente 2/3.
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3) Somas finitas, limites de somas infinitas e integracdo definida.,

Na secdo anterior vimos um exemplo de como calcular a area de uma curva utilizando o conceito de
somas finitas. Os termos nas somas foram obtidos multiplicando-se valores de funcdes escolhidas pelos
comprimentos dos intervalos. Nesta secdo iremos além de somas finitas para verificar o que acontece no limite,
quando os comprimentos dos intervalos tornam-se infinitamente pequenos e seu numero infinitamente grande.

Somas finitas e notacéo sigma

A notagdo sigma permile expressar uma grande soma em forma compacita.

A letra grega maidscula 2 significa ‘soma’. O indice k diz onde comega 2
soma (no nimero sob o ) e onde ela termina (no nidmero acima do X). Quand
0 simbolo 2 aparece acima do X, i1ss0 indica que os termos continuam indefini-

damente.
O indice & termina em &k = n.
n
O simbolo de somatério a .
(letra grega sigma) - k — d; € a formula para o k-€s5imo termo.
O indice k comegaem k = |,
I \E\Il'l(} ] sando a notacao sigma
A soma em A soma escrita, um O valor da
notagio sigma termo para cada valor de & soma
5
2{- 1 +2+34+4+5 15
.E'.I 1)* & (=11 + (=1)42) + (—1)(3) 1] + 2 =73 —2
2 k Y )
Y - = " — = T
=tk+1 1 + 1 2+ 1 2 3 06
$ K &, s 6, 25 _ 139
ik — 1 4-1" 5-1 3 4 12

k=4
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Veja abaixo um outro exemplo da notagéo sigma.

F() + f(2) + f(3) + - + £(100) = gf(:')

Note que a notacdo sigma usada no lado direto dessa equacdo € muito mais
compacta que a expressdes de somatorio de termos da esquerda.

O limite inferior do somatério ndo precisa ser 1; pode ser qualquer niime-
ro inteiro.

EXEMPLO 2 Usando diterentes valores iniciais no indice

Expresse a soma | + 3 + 5 + 7 + 9 em notagio sigma.

SOLUCAO A férmula que gera os termos muda conforme o limite
inferior de somatorio, mas os termos gerados permanecem 0s mesmos.
Normalmente é mais simples comegar comk=0ouk =1,

4
Comegando com k = (: L3 =3 +7T 9= z(2k+ 1)

k=0

5
Comegando com k = 1: l 3 +=S T+ 9= zilk— 1)

=1

6
Comegando com k = 2 1 +34+54+T+9= Ele—H

k=2

|

Comecando com k = —3: ] +3 S5 +TH+9= E (2k + 7)

k=-3

Quando temos uma soma do tipo

ﬁtk + k%)
k=]

pndemus rearranjar 0§ termos

g
Sh+)=0+1)+Q2+2)+(3+3Y
k=1
=(1+2+3)+(12+22+ 3%
3 3
= Sk S

k=1 k=1

Isso ilustra uma regra para somas finitas:

n i n
Dlac+ b)) = Da + Dby
= =1 =1

Quatro regras desse tipo sio apresentadas a seguir.
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Regras algébricas para somas finitas

1. Regra da soma: ;{a* + b)) = Ea; s ;bt
n ] n
2. Regra da diferenga: Zl(a* - by = za, - g“m

"
3. Regra da multiplicagdo zmk =c Zak (Qualquer niimero ¢}

por constante.
n

4. Regra do valor constante: ;c =n-+c (c € qualquer valor constante)

=]

EXEMPLO 3 Usando as regras algébricas para somas finitas

Regras da diferenca

(a) 2(3k - kz) = 3}(2‘-’ =] kikz e da multiplicagio
= = =1

por constante

n n n "
Regra da multiphcagio
(b) 2{“3&) = ‘2{‘_'}"“& = =l Eﬂk = -Em o T.’,n II:I:LEH i
k=1 = k=1 i=1 por constan

3

1

3 3 3
(c) ;“‘ +4) = Ek + "24 Regra da soma
= =1 =

(1+2+3)+(3-4) -
=6+ 12=18 valor constante

;" 1 1 Regra do val
~0rA A0 VALIOT constante
(d’ —?:i- = pi— = ] -
n
=]

{ 1/n € constante)

Ao longo dos anos, foi descoberta uma série de formulas para os valores
de somas finitas. As mais famosas sao a formula para a soma dos primeiros
n inteiros (conta-se que Gauss a descobriu aos 8 anos) e as férmulas para as

somas dos quadrados e cubos dos primeiros n inteiros.

Somas de Riemann

As somas nas quais estamos interessados sio chamadas somas de Rie-
mann, cm homenagem a Georg Friedrich Bernhard Riemann. As somas de
Riemann sio construidas de um modo particular. Vamos descrever a constru-
¢ho formalmente, em um contexto mais geral que nio nos limita a fun¢des nio

negativas.

Comegamos com uma fungdo continua arbitrdria fix) definida em um inter-
valo fechado [a, b]. Assim como a fungdo tragada na Figura 4.6, ela pode ter

valores negativos e positivos.

Depois dividimos o intervalo [a, £] em n subintervalos escolhendo n — |
pontos, digamos x,, x;, ---, X, |, entre a ¢ b. sujeitos apenas i condigio de que

a<y<x<---<x,_,<bh

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais

Ficuma 4.6 Uma funglio continua tipica y = f(x) ao longo de um intervalo
fechado [a. b].



Para tornar a notagdo coerente, denotamos a por xy e b por x,. O conjunto
P = {x.x,x3, " x,)

¢ chamado particio de [a_b].
A particdo P define n subintervalos fechados.

o, xid. [xy, ] e [y, ).

O subintervalo fechado tipico [x,_,, x,] € chamado k-ésimo subintervale de P.

k-ésimo subintervalo
|
I f f —_— . — «

Xp = X Ay va . P Ay .- Xa=1 k.=b

O comprimento do k-ésimo subintervalo é Ax, = x, — x, ;.

|—‘hl-|_ "1‘2_" "— "Lt:__"[ I“_ 31.._‘|
I : 'r : i : —

w it o S L= - Fu= x,=b

Em cada subintervalo selecionamos algum mimero. Denote o nimero esco-
lhido do k-ésimo subintervalo por c,.

Depois, em cada subintervalo construimos um retingulo com uma base no
€IXo x e que toca a curva em (cy. fl(c,)). Esses retingulos podem estar tanto
acima como abaixo do eixo (Figura 4.7).

[y, fiey))
FiGura 4.6 Uma fungdo continua tipica y = f(x) a0 longa de um intervalo ‘ . o
fechado [a. b]. Fioura 4.7 Os retangulos permitem fazer uma aproximagio para o célculo da
regifio que fica entre o grdfico da fungdo y = f(x) e 0 eixo x.

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais



Em cada subintervalo, formamos o produto f(c,) * Ax,. Esse produto pode
ser positivo, negativo ou nulo, dependendo de f(c)).
Por fim, tomamos a soma desses produtos:

i

= iElﬂc,cl\ - Ax,.
Essa soma, que depende da partigio P e da escolha dos nimeros ¢, € ums
soma de Riemann para f no intervalo [ a, b].

A medida que as partigoes de |a. b] se tornam cada vez menores espers-
mos que os retingulos definidos pelas partighes aproximem a regido entre
¢ixo x € o grifico de f com precisao cada vez maior (Figura 4.8). Portanto, espe-
ramos que as somas de Riemann associadas tenham um valor-limite. O Teo-
rema |, abaixo, nos assegura isso, desde que todos os comprimentos dos inter-
valos tendam a zero. Esta ultima condigio ¢ assegurada exigindo-se que
comprimento do maior subintervalo, chamado norma da parti¢ao e denotad:
por | P |, tenda a zero.

Apesar do potencial para variagio nas somas X f(c,) Ax, conforme as par
ticoes mudam e 0s ¢, sio escolhidos arbitrariamente nos subintervalos de cal
partigio, as somas sempre tém o mesmo limite para || 2 | = 0 quando f & con-

v
.

¥ = flx) g

= e e

ib)

Ficima 4.8 A curva da Figura 4.7 com
retiingulos obtidos de partigdes menores
de [a. b]. Partighes menores criam mais

tinua em [a, b

Definicdo A Integral Definida como Limite de Somas de Riemann
Seja fuma fungiio definida em um intervalo fechado [a, b]. Para
qualquer partigdo P de [a. b], escolha os nimeros ¢, arbitrariamente nos
subintervalos [xi—l y X*] :

Se houver um niimero / tal que

”!,'I“lo Eﬂﬂ'ﬂ Ary s}

independentemente de como P ¢ 0s ¢, forem escolhidos, entdo f serd
integravel em [a, b] e I serd a integral definida de fem [a, b].

Teorema 1 A Existéncia de Integrais Definidas

Todas as fungdes continuas sio integrdveis. Isto €, se uma fungio f ¢
continua em um intervalo [a, b], entdo sua integral definida em [a, b]
existe.

Terminologia e Notacao de Integracao

A escolha engenhosa de Leibniz para a notagio da derivada, dy/dx. teve a
vantagem de manter uma identidade como uma ‘fragio’, embora numerador e
denominador tendessem a zero. Mesmo nido sendo realmente fragdes, as de-
rivadas podem comportar-se como tal, de modo que a notagio faz resultados
profundos, como a Regra da Cadeia

parecerem relativamente simples.
Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais
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A notagao que Leibnitz introduzin para a integral definida foi igunalmente
inspirada. Em sua notagiio para derivada, a lewra grega (‘A" de “diferenca’)
muda para romana (‘d” de “diferencial ) no limite:

lim Ay dy
arsd Ax  dx’

Em sua notagio para integral definida, as letras gregas (ornam-se no-
vamente romanas no limite:

b
lim Ef(ct}&.x " fix) dx.

A=

Observe que a diferenga Ax novamente tendeun a zero, tornando-se uma
diferencial dx. A letra grega ‘T’ tornou-se uma letra ‘S’ alongada, de modo que
a integral pode manter sua identidade como ‘soma’. Os ¢, tornaram-se tio nu-
merosos no limite que nio pensamos mais em uma selegio discreta de valores
de x entre @ e b, mas em uma amostragem continua, sem quebras, dos valores
de x desde a até b, E como se estivéssemos somando fodos os produtos da
forma f(x) dx quando x vai de a até b, de modo que podemos abandonar o k e o
n usados nas expressoes de somas finitas.

O simbolo

b
j flx)dx

¢ lido como “integral de a até b de f'de x d X" ou &s vezes como “integral de a
até b de fde x em relagdo a x. Os outros componentes também tém nomes:

Limite ior de int fo
mite superior de integrag A fungdo € o integrando.

Sinal de integral — f
flx) dx

Limite inferior de =~ —— Quando vocé acha o

lor da integral, vocé
integragio al d < 12 i
egr Integral de fde a a b calculou a integral.

X é a variavel de integracao.

0 valor da integral definida de uma fungio em qualquer intervalo espe.
fico depende da fungiio e nio da letra que escolhemos para representar a var:.

vel independente. Se decidirmos usar 1 ou « em vez de x, simplesmente esci
vemos a integral como

b b -]
j ) dt ou I Jlu) du em ver de j Sl dx.
Independentemente de como representamos a integral, o nimero € o mesmo

definido como o limite das somas de Riemann. Como ndo importa qual letra us-
mos para ir de a até b, a varidvel de integragio ¢ chamada varidvel boba.

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais
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Exemplo 2 Usando a Notacao

O intervalo [—1. 3] é dividido em a subintervalos de igual comprimenio
Ax = 4/n. Seja m; o ponto médio do k-ésimo subintervalo. Expresse o limite

lim 3 (3(m)* — 2m, + 5) Ax

R T |

como integral.

Solugdo Como os pontos médios m, foram escolhidos a partir dos subin-
tervalos do particionamento, esta expressdo ¢ certamente um limite das
somas de Riemann. (Os pontos escolhidos ndio precisariam ser ponios
médios; poderiam ter sido escolhidos arbitrariamente a partir dos subinterva-
los). A fungdo que estd sendo integrada ¢ f(x) = 3x* — 2x + 5 ao longo do
intervalo [— 1, 3]. Portanto,

lim E {3[mi}: — 2, + 5)Ax = J- (3x* — 2x + 5) dx.
k=) =]

N—T

Area sob o Grafico de uma Funciio nio Negativa

No Exemplo 1, Segdo 4.3, vimos que ¢ possivel fazer uma aproximagio para o
cilculo da drea sob o grifico de uma fungiio continua ndo negativa y = f{x) so-
mando-se as dreas dos vdrios retingulos finitos com altura igual a altura da
curva acima do ponto médio do subintervalo que forma a base. Agora sabemos
porque isso € verdade. Se uma fungio integravel v = f(x) for ndo negativa ao
longo de um intervalo [a, b], cada termo nio nulo fic,)Ax, serd a drea de um re-
téngulo que se estende do eixo x até a curva y = f(x). (Veja a Figura 4.9.)
A soma de Riemann

Eﬂfﬂ Ax,,

que € a soma das dreas desses retdngulos, fornece uma estimativa para a drea da
regiao entre a curva ¢ o eixo x desde a até b. Como os retingulos dio uma
aproximagio cada vez melhor da regido, a medida que usamos partigdes com
normas cada vez menores, chamamos esse valor limite de drea sob a curva.

Definigdo  Area sob uma Curva (como uma Integral Definida)

Se y = flx) for ndio negativa ¢ integrdvel em um intervalo fechado [a, b],
entio a drea sob a curva y = fix) desde a até b serd a integral de f'de a
aé b,

A= ff(x)d:.

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais
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Fisira 4.9 Um termo de uma soma de
Riemann Z f(¢,) Ax, para uma fungio

nio negativa f serd zero ou a drea de um
retdngulo como o apresentado na figura.
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Essa definicdo vale nos dois sentidos: podemos usar integrais para calcular
dreas e usar dreas para calcular integrais.

Exemplo 3  Areasob a Curva f(x) = x

Calcule

b
J xdx, 0<a<b.

Solugdo  Esbogamos a regido sob a curvay = x, a =< x < b (Figura 4.10) e
vemos que € um trapézio com altura (b — a) ¢ bases ¢ e b, O valor da inte-
gral € a drea desse trapézio:

Portanto,

> 5 - —b—a—|

& assim por diante. Ficura 4.10 A regido do Exemplo 3.
Observe que x°/2 & uma primitiva de x_ evidéncia adicional de que hi

uma ligagao entre primitivas e célculo de integrais.

Definicio  Valor Médio (Média)
Se ffor integravel em [a. b]. entdo seu valor médio (média) em [a, b] ¢

b
M) =5 [ o ax.

Exemplo 4 Determinando um Valor Média

Determine o valor médio de f(x) = V4 - “em[-2,2].

Solugdo  Reconhecemos [(x) = V4 — x~ como uma fungdo cujo grifico €
o semicirculo superior de raio 2 centrado na origem.

A drea entre o semicirculo e o cixo x desde -2 até 2 pode ser calculada
usando-se a férmula geométrica

FIGURA 5.15 O valor médio
Portanto, o valor médio de f¢é de flx) = V4—x" em [-2, 2] é /2

! ].
M{f}zfﬁf_:\""—x dx=4—‘{21r)-g.
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Propriedades das Integrais Definidas

Ao definir [” f(x) dx como um limite das somas Z fic,) Ax,. caminhamos da es-
querda para a direita ao longo do mtervalo [a, b]. O que aconteceria se inte-
griissemos no sentido oposto? A integral se tomaria [} f(x) dx — novamente
um limite de somas da forma £ f(¢,) Ax, — mas dessa vez cada um dos Ax, se-
ria negativo i medida que os valores de x diminuissem de b para a. Isso muda-
ria 0s sinais de todos 0s termos em cada soma de Riemann e, por fim, o sinal d=
integral definida. Isso sugere a regra

a B
j. fl)dx=— J flx) dx.
] a

Como a definigao original ndo se aplicava a integragio no sentido reverso ao
longo de um intervalo, podemos tratar essa regra como uma extensao logica da
defini¢io.

Embora [a, @] tecnicamente ndo seja um intervalo, uma outra extensic
légica da definigdo é que [5 f(x) dx = 0.

Essas sdo as primeiras duas regras da Tabela 4.5. As outras foram
herdadas de regras que se aplicam as somas de Riemann.

a b
1. Ordem de integragao: / fix)dx = —/ flx) dx Uma definigdo.
b I
a
2. Intervalo de / f[.x) dx =0 Tambeém umu
largura zero: ah g detinigio
3. MH!II;DHC&?&D / kflx)dx = / f(x] dx Qualyuer nimera
por constante: . “

b b
[—ﬂx)dx=—/ﬂx]dx ki=: =1

h b b
4. Soma e subtragdo: f (flx) £ glx))dx = / flx) dx + / g(x) dx

thn

b g c
Aditividade: / fix)dx + / fix) dx = f flx) dx
a h a

6. Desigualdade max-min: Se f tem o valor maximo max f e o valor minimo
min fem [a, b], entdo

b
minf -(b — a) 5/ fix)dx = maxf «(b — a)

b b
7.  Dominagio: flx) = g(x)em [a, b] = / f(x)slix Ejg(x)aix

b
f[x} = 0em [CI, b] = / f(l‘) dx = 0 (Caso especial)

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais
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As regras 2 a 7 tém interpretagoes geométricas, mostradas na Figura abaixo
Os grificos dessas figuras sio de fungdes positivas, mas as regras se aplicam a

fungdes integraveis em geral.

v

— X

] a

(a) Intervalo de largura zero:

fﬂx]dx=0

(A drea sob um ponto & 0)

0 a h

/; (x) dx E
.
:

(d) Aditividade para integrais definidas:

b . !
/ flx)de + /ﬂx) dv = / Sflx) dx
a b a

ol

(b) Multiplicagao por constante:

h b
/kf{.r)d.x= /f{:c)dt

(Mostrado para k = 2)

JSfmax

JSmin

0l a b
(e) Desigualdade max-min:

b
Jfmin - (b — a) 'E/ f(x)dx

= fmax-(b — a)

i_\.- = fix) + gix)

1y = glx)

v = flx)

X

0

(c) Soma:

b b b
/(,ﬁ-ﬂ + glx))dx =/ flx) dx +/g(.r1d.r

(Soma das éreas)

-

ola b
() Dominagao:

flx) = glx)em [a, b]

(] (]
=’f fix)dx Efg(xld:

Exercicios Propostos.
Notacao Sigma

Escreva as somas nos exercicios
calcule-as,

k]
-

2

L

=}

-
u

Ik

b1

e B
’-|

-
]

sem a notagdo sigma. Depois

Usando Propriedades e Valores Conhecidos para

Encontrar Qutras Integrais

Suponha que fe % sejam continuas e que
9 L] L]

f Jx)ydx = —1, I f(x)dx =5, J' hlx)dx = 4,
1 7 T

Use as regras da Tabela 4.5 para obter as seguintes integrais:

9
{a) I —2 fi(x) dx
|

G
(c) I [2 flx) = 3h(x)] dx

9
(b) J‘j [flx) + h(x)) dx

1
(d) j- fx)dx

Caélculo Diferencial e Integral I: Integrais — No¢Ges iniciais

(a) f I_f{u}d’u

(c) Ilf(r} dt

Suponha que 7 f(x) dx = 5. Calcule:

2
b f V3f(:)d:
]

(d) f [—f()] dx
1
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Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora Pearson,
Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Séo Paulo.

Estudar os exercicios resolvidos sobre integrais nos enderecos eletronicos abaixo:
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intsubst/intsubs.html
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpartl.html
http://fisica.uems.br/arquivos/calclnot/integral indefinida.pdf
http://www1.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intsubst/intsubs.html
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpart1.html
http://fisica.uems.br/arquivos/calc1not/integral_indefinida.pdf
http://www1.univap.br/%7Espilling

