Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp
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Parte 3 - Integrais: Nog0es iniciais
Primitivas e integrais indefinidas. Problema de valor inicial. Propriedades.
Tecnicas de integracdo: Regra da poténcia e regra da substituicao.

1) Introducao.

Vimos como a necessidade de calcular taxas de variacfio instan-
t:?ltneas levou os descobridores do cdlculo a uma investigagdo sobre os coefi
cientes angulares de retas tangentes e, por fim, as derivadas — a0 que
chamamos de cdleulo diferencial. Mas eles sabiam que as derivadas contavam
s0 a metade da historia. Além de um métoda de céleulo (um “cdlculo’) para des
crever como as fungdes estavam variando em um dado momento. eles também
precisavam de um método para descrever como essas vanacgdes instantineas
poderiam se acumular ao longo de um intervalo para produzir a fungdo. Ou
seja, estudando como um comportamenio variou, eles queriam conhecer o com-
portamenta em si. Por exemplo, partindo da velocidade de um objeto em movi-
mento, eles queriam ter condigdes de determinar sua posigio em fungdo do
tempo. E por isso que eles também investipavam dreas sob curvas. uma
pesquisa que acabou por levar ao segundo ramo principal do edleulo, chamado
cileulo integral.

Como eles tinham o cdleulo para determinar coeficientes angulares de retas
tangentes ¢ também para determinar dreas sob curvas, duas operagies geométri-
¢as que pareciam ndo ter relacio entre si, o desafio para Newton e Leibniz o
demonstrar a ligagdo que eles sabiam intuitivamente existir. A descoberta de<e.
ligagio (chamada de Teorema Fundamental do Calculo) reuniu os calcul
diferencial ¢ integral, tornando-os a ferramenta mais poderosa que 0s matemat
cos j& obtiveram para entender o universo,

2) Primitivas e Integrais indefinidas

() processo para determinar uma fung@o f(x) a partir de um de seus valores co-
nhecidos e sua derivada f'(x) tem dois passos. O primeiro € encontrar uma f6r-
mula que dé todas as fun¢des que poderiam ter f como derivada. Essas fungoes
sdo chamadas primitivas de f, e a férmula que fornece todas elas ¢ chamada in-
tegral indefinida de f. O segundo passo é usar o valor conhecido para selecionar
a primitiva particular desejada a partir daguelas na integral indefinida.
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Determinando Primitivas: Integrais Indefinidas

Vamos comegar com uma definigio.

Definicdo  Primitiva de uma Fungéo
Uma fungdo F(x) € uma primitiva de uma fungao f(x) se

F'(x) = f(x)

para qualquer x no domimo de f. O conjunto de todas as pnmitivas de f ¢
a integral indefinida de f em relag@o a 1, denotada por

f flx) dx.

J € o simbole de uma integral. A fungio /€ o integrande de uma
integral e x ¢ a varidvel de integracio.

De acordo com o Corolirio 2 do Teorema do Valor Médio (Segio 3.2),

Coroldrio 2  Fungfes com a Mesma Fungdo Derivada em um
Intervalo Diferem por uma Constante

Se f'(x) = g'(x) em todo ponto de um intervalo /, entdo existe uma
constante C tal que f(x) = g(x) + C para qualquer x em /.

N

\
Valor Médio diz que os graficos das \
intervalo podem diferir apenas por um S
deslocamento vertical, Os gréficos das
fungdes com derivada 2x sdo as pardbolas '

fungdes com derivadas idénticas em um
v =x"+ C, apresentadas aqui para q

alguns valores escolhidos de €. -

-

FIGURA 3,18 Do ponto de vista
geométrico, o Coroldrio 2 do Teorema do

uma vez que encontramos uma primitiva F de uma fungio f, as outras primiti-
vas diferem dela por uma constante. Indicamos isso em notagfio integral da
seguinte maneira:

J fixydx=Flx)+ C (1)

A constante C ¢ a constante de integracao ou constante arbitriria. A
Equagao | deve ser lida como “a integral indefinida de f em relagdo a x €
F(x) + C". Quando encontramos F(x) + C, dizemos que conseguimos integrar
e calcular a integral.
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Exemplo 1  Encontrando uma Integral Indefinida
Calcule [ ¢ dx.

Solugao
J‘ = l = "", LTl i fivade ¢
e dx = 5 £ C“'--.

a conslanie arbitrana

A formula (1/2)¢™ + C gera todas as primitivas da fungao ¢™*. As fungdes
(1/12)e* + 1, (1/2e* = me (1/2)e™ + V2 sdo todas primitivas da fungdo
e, e vocé pode verificar isso diferenciando.

EXEMPLO 2 Determinando uma primitiva especifica

Determine uma primitiva de f{x) = sen x que satisfaca F(0) = 3.
SOLUCAO  Como a derivada de —cos x ¢ sen x, a primitiva geral
FlxX) =—cosx+C
fornece todas as primitivas de flx). A condicao F(0) = 3 determina um
valor especifico para C. Substituindo x = 0 em F(x) = —cos x + C, temos
F(0)=-cos0+C=-1+C,
Como F(0) = 3, resolvendo em C, temos C = 4. Logo

F(x)=-cosx+4
¢ a primitiva que satisfaz F(0) = 3.

Muitas das integrais indefinidas necessarias ao trabalho cientifico sdo de-
terminadas pela inversio de férmulas de derivadas. Vocé verd o que queremos
dizer olhando a Tabela 4.1, que enumera varias formas integrais-padrao lado a
lado com as formulas das derivadas que as onginaram.

fo e e e e P e T e = = -.- == .";'_
Funcio Primitiva geral Fungio Primitiva geral
N ] __l_ n+l v o kx _l_ L o
| S s +C, n# -1 8. e ke C
2. senkx —i_ cos kv + C 9. Al Injx|+ C, x#0
|
3. coskx l_scnkt s 10. ,..—-l-- — ;:;sen" -+ C
. VI - K
> 1
1. sec kx flek+ C | n. — Lig ' hx + C
k 1 + k%2 E®
8 Gokae = s &
5. cosec” kx ku)tgk\ + C 1. — % _. BAELE s
| Vi -1 _
6. sechkrigix Esccfa-+(7 3 g (;)uh+(2 a5l E p
] | klna
7. cosecky cotg kx —7 cosec kx + C |
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Exemplo 2b Integrais Selecionadas da Tabela 4.1
th
(mfxwx=g+c Férmula | cor
(h) j —l-::dx= j x e =224 0= VT + C
Vax

3
(c}(scnltdr=—gg-i;x+f' -

{ﬂf{*m=*le“+c Frmula § com 4

3
L W P T
{E:"J-j dx (lnz)z = Formula |3 com a
() J. cos %d.t =J cos (%r) dx
_osen (1/2)x = X .
— T + C=2 sen 3 +C Forinula 3 com & |

Calcular uma integral indefinida as vezes pode ser dificil, mas depois de
encontri-la € relativamente fédcil verificar sua validade: diferencie o lado dire:-
t0. A derivada deve ser o integrando.

Exemplo 3 Verificando se uma Integral Indefinida Esta Correta

C'eﬂa:fxms.rclr-.rscnx +oosx+ C

Razio: A derivada do lado direito € o integrando:

d
I—E(xsenx+c05.r+ Cl=xcosx+senx —senx + (0= xcosxr.

Errada: J xcosxdr=xsenx + C
Razdo: A derivada do lado direito nao € o integrando:

‘—;f;{xsen.: +C)=xcosx+senx+ 0+ xcosr.
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Problemas de Valor Inicial

O problema de determinar uma fungio y de x quando sabemos sua derivada e
seu valor y, em um ponto particular x, é chamado problema de valor inicial
Resolvemos esse tipo de problema em dois passos. como estd demonstrado no
Exemplo 4.

Exemplo 4 Determinando uma Curva a Partir de Sua Funcio
Coeficiente Angular e um Ponto

Determine a curva cujo coeficiente angular no ponto (x, y) é 3x? sabenda
que ela deve passar pelo ponto (1, —1).

Solucdo  Em linguagem matemitica, pediu-se para resolver o problema do
valor inicial, que consiste no seguinte.

) dy
A equagao diferencial: ;f.r = 3x¥ O cocfickenic angular da curva & 1a
A condigdo inicial: ¥l)= —]

1. Resolva a equagio diferencial;
dy

a = Jx* ‘
dy ] " f
adx = | 3x“dx i /{
v + C‘I =J:] = C Ca Constantes de milegragin /{
= 3 "_ combinudas, dando a solucis / /
Esse resultado nos diz que v é igual a x* + ¢ para algum valor de C. Deter- /" e=7/) |
g /A /
minamos ¢ss¢ valor a partir da condigio y(1) = —1. | / lc=
[/ ] 4/
1737
2. Calcule C: / /

x '—C_ (-1
y=x+C /;/ : E/
-1 = {l]‘ +C Conddo inicia ] '/f/

C =<9 FiGiRa 4.1 Ascurvasy=x*+ C
ocupam o plano cartesiano sem se
sobrepor. No Exemplo 4, identificamos a
curva y = x' — 2 como aquela que passa
pelo ponto dado (1, —1).

5

A curva que desejamos € v = x* — 2 (Figura 4.1).

A integral indefinida Fix) + C da fungio f(x) formece a solugio geral
¥ = F(x) + C da equagio diferencial dy/dx = f(x). A solugdo geral dé todas as
solugdes da equagdo (hd infinitas, uma para cada valor de C). Resolvemos
equagio diferencial determinando a solugio geral. Entiio resolvemos o proble-
ma do valor inicial determinando a selugiio particular que satisfaz a condigio
inicial w(xy) = y, (v tem o valor ¥ quando x = x;).

Resolver o problema de valor inicial é importante na modelagem
malemdtica, processo pelo qual cientistas e engenheiros usam a matemitica
para conhecer melhor o mundo real.
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EXERCICIOS

Determinando Primitivas Calculando Integrais
Nos exercicios 1- % determine uma primitiva para cada funcio. Calcule as integrais nos exercicios 9- 14, Verifique
Faga mentalmente quantas vocé puder. Verifique suas respostas diferenciando.
diferenciando,
9. J.[ + 1) dx
1. (a) 6r {b) x7 © x'—6x+8 :
10.[(3;3— .i,)d:
2 (@ -3 (b} x * © 2 +2x+3 y:
1L f(,—'r— - I)d:
3@ -2 b - © -1 % i
v = x 12. | (i-rl—l)dx
x &3
4 (@) Vi )= () Va+-L ‘
2 /7 Vi 13. [(e * -‘-4‘)d.r
et 2 =11 1 -3 1 -un A 3
5 (a) 3x (h) 3% (e —3% 4, | (Ve + Vx)dx

o ——DOoC —20

3 Propriedades da integral indefinida
Assim como os limites e derivadas, as primitivas e integrais indefinidas também
obedecem a regras algébricas. Nesta se¢lio, apresentamos ¢ aplicamos essas re-
gras para determinar primitivas de vinas fungOes.
Propriedades das Primitivas
De nosso estudo anterior sobre primitivas sabemos o seguinte:

1. Uma fun¢io é uma primitiva de um miltiplo constante kf de uma fungio f
s¢ e somente se ela for k vezes uma primitiva de f.

2. Em particular. uma fungio € uma primitiva de —f se e somente se ela for o
oposto de uma primitiva de f.

3. Uma fungio é uma primitiva de uma soma ou de uma diferenga f + g se e
somenie se ela for a soma ou a diferenga de uma primitiva de fe de uma
primitiva de g.

Quando expressamos essas observagdes na notagiio integral, temos as pro-
priedades da aritmética para a integragao indefinida (Tabela 4.2).

l.  Muliiplicagao por Constante: J kflx)dx = k j Sx) dx
(Nido funciona se k variar com x.)

2. Integral da Fungdo Oposta: I —f(x)dx= - I fix)dx
(Regra 1 comk = —1)

3. Soma e Diferenga: J. [flx) = g(x)] dx = I Slx) dx = f e2lx)dx
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Exemplo 1 Reescrevendo a Constante de Integracao

ISsccx tg.xd.r=5." secx Igxdx  Tabelad.2, Regra
= S(secx + ) [abela 4, 1. Foormiuks 6
=5 secx+ 5C Primeira forma
=5 secx+ C' Forma menar, ande €
=Ssecx+C Forma usual, Ui

ima constante arbairis

TSI AR arhieririn, |

E quanto 2s trés formas diferentes no Exemplo 17 Cada uma di todas as
primitivas de f(x) = 5 sec x tg x, portanto cada resposta estd correta, mas a
menos complicada das trés, e a escolha usual, ¢ a iiltima.

jﬁsecxlgxdx = senx + O,

A Regra da Soma e da Diferenga para integragdo nos permite integrar ex-
pressdes termo a termo. Quando fazemos isso, combinamos as constantes indi-
viduais de integracio em uma tinica constante arbitrdria no final.

Exemplo 2 Integracdo Termo a Termo

Calcule
I (x? = 2x + §) dx.

solugio  Se reconhecermos que (x*/3) — x* + Sx é uma primitiva de

X" = 2x + 5, podemos calcular a integral como

3
f(x3—1t+5}d.x=%—-x=+5.t + C.

Se nao reconhecermos a primitiva imediatamente, podemos gerd-l:
termo a termo usando a Regra da Soma e da Diferenga:

jUr:—l:r+5}dx=fx=dx-f1rdx+f5cf,r

3
=.¥3_+C| _-TE+C1+SI+C:;.
Essa formula ¢ mais complicada do que deveria ser. Se combinarmos C,, C-
e Cy em uma (nica constante C = C, + C, + Cy, a férmula é almpllﬁcuda
para
3
O
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€ ainda fornece todas as primitivas existentes. Por isso recomendamos que

va diretamente para a forma final, mesmo que vocé escolha integrar termo a
termo. Escreva

j(.r3—1t+5]dx=fx’dx—fhd.r+j§dx

’I.‘3 ¥
=?-x“+51+C.

Determine a primitiva mais simples que vocé puder para cada parte e acres-
cente a constante de integragio no final,

As Integrais de sen’ ¥ e de cos’ x

As vezes podemos usar identidades trigonométricas para transformar integrais
que nio sabemos como calcular em integrais que sabemos calcular. As férmu-
las das integrais de sen” x e de cos’ x surgem fregiientemente em aplicagoes.

Exemplo 3 Integrando sen” x e cos” x
- 3 | — con 2y
(a) J sen:.rd.t=f : gm'rd.t o lh 3

Il

1[ — cos? =1j ._1f
> (1 cos 2x) dx > dx 3 cos 2x dx

_1__ 1sen2x _ X _senlx
LA e
(h) j- cm?.tr.fx=j Kas :ﬂsll'd_r I :
X JBEEE S e e e e ol e
— +_._ el LNRE LR N4l A LF LAPUEE LAW DS ENIRER e 2L
2 4 L (e simal
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4 Técnicas simples de integracao
A Regra da Poténcia na Forma Integral
Quando v ¢ uma fungdiio diferencidvel de x e » é um niimero racional diferente
de -1, a Regra da Cadeia nos diz que

i “n-l | = “” d_"
de\n+1 dx

Eslsaln:nesma equagio, de outro ponto de vista, diz que «"*'/(n + 1) € uma das
primitivas da fun¢fio 1" (du/dx). Portanto,

n@ — H.‘l
f(u d;)dx_n_+l_+c‘

A‘imcgml no lado esquerdo dessa equagio geralmente é escrita na forma
‘diferencial’ mais simples,
f u"du,

obtida tratando-se os dx como diferenciais que se cancelam. Temos entio a
seguinte regra:

Se u € uma fung¢io diferencidvel qualquer, entiio

n i 7 i . :
f u" du = o [ (n # —1, n racional). (1)
I—
Exemplo 4 Jsando a Regra da Poténcia

J- YV 1+ y4 *2}'dy=jﬂ"1d:t

_ utl!l_l-rl x Inteere, msamdi
T e bl
2 iry

- i Coaoedan ol
34 C
2 q :

=§“ +F3:|5"-.-{'_‘ Iroque i po
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Exemplo 5  Ajustando o Integrando com uma Constante

R T

I F oy
== 1 u'"du

agora na forma-padrio

| HJJ‘Z Integre, usando aeg. (1)
. =+ C CIOMT 1 1r2

4 3/2 '
e | 343 Forma simplificad
u_au =+ C' 1l T cala
o I 1/ "n-::n-'.'r Dr &
—E(4r—l}--+c JC I P

Substituicdo: Usando a Regra da Cadeia Inversamente
As substituigdes nos exemplos 4 ¢ 5 sao casos particulares da regra ger.
seguir.
J.fislxl] ‘g'(x)dx = jf{u] du L. Substitoir u = gix). du
= Flu) + C

. Colculur achando uma priniit

i<

de fi). (Unaloguer uma sen

= F(g(x)) + C X Troque u por w(v)

Esses trés passos sio 0s do método da substitui¢do para a integragio. O métod
funciona porque F(g(x)) serd primitiva de f(g(x)) - g'(x) sempre que F for prim:-
tiva de f:

d_d‘: th[.f}} - F'{g{;}} . g‘{x] Regra da Cadeir

= f(gx)) - g'(x).  Porue £ =

Exemplo 6  Usando a Substituicgo

Com o 174 b fremte, a intesral

Faca u | a.
I cos (76 + 5) dé = I Cas i - % die . “ =
- ! co d Comao 17 i frenie a
B 7 S imlegrad eyl agon
fommmia- podnio
= % senu + C Integrar cm relugdo o u
=%5mﬂﬂ+ﬂ+c e At
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Exempla 7

Resumindo:

Ul

Usando a Substituicao
j sen(xX)dx = j sen (x') + X dx
- 1 i d
= | senu* 3 du e R  T
= 1 sen u due
= %{-‘CGSH:I+ C Irieere cm relacao a

N _% cos {x3}+ C Subsiitea g pora

Exemplo 8  Usando ldentidades e Substituigao

I e dl ‘
cos’ (¢! — 2)

j e' dr _ du

cos® (e — 2) COS* i

=J‘ sec’ u du

Calcule

Solugao

=tgu+C
=1ge—-2)+C

0 Método da Substituigao
para a Integragao

Siga os passos a seguir para calcu-
lar a integral

Iﬂﬂﬂ]z'{x} dx

quando f ¢ g’ sdo fungbes con-
tinuas:

Passo 1. Substitua u = g(x) ¢ du
= g'(x) dx para obter a integral

J. Sy du.
Passo 2. Integre em relacio a i

Passo 3. Substitua u por g(x) no
resultado.
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A Integral | (1/u) du

A equagiio

—Inu=

1
dx o
conduz & formula da integral

d—"_1 u=0
dx

f%du=lnn+£‘ (2)

quando u é uma fungdo diferencidvel positiva, mas o que ocorre se u for nc:
tiva? Se u for negativa, entdo — u serd positiva, portanto

L e 0 4 g
J‘Hdu J’[_u]d{ i)

o 1“ [_.H:l + C.. Eg. (2 com w trocado o

Podemos combinar as equagdes (2) € (3) em uma tnica térmula observando qu:
em cada caso a expressdo d direita é In | u | + C. Naequagiio (2), Inuw = In »
porque & => 0; na equagio (3), In (—u) = In |u| pois u < 0. Sempre que u for
positiva ou negativa, a integral de (1/u) du € In |u| + C,

J-%du=ln|u|+C, (4]
|

Admite-se que férmulas como as da equagdo (4), com uma anica constante de
imtegragio simples, sio verdadeiras somente nos dominios que sio intervalos.

Exemplo 10 Usando a Equacao 4
2x du
- dx:J-— t [ A, il &
I Xr=3 b
=In|u|l+C Eq. 14
=1n|x*—8|+C w=x*-5
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As Integrais de tg x e de cotg x
A equagdo (4) nos diz por fim como integrar as fungoes langente e cotangenie
Para a tangente,

Itgxdx: g%de=I _f'u :'r.r II.-*:.' s
~ [du_ _
= J o= "Inju|+C
— —In|cosx|+ C=In—L— + C Regmd
|mx| HL‘..L]"I'-'\..-'.::-.-...-..
=|In|secx|+ C.
Para a cotangenic,
— CDETEfI du " SEM A _
Jcﬂtgxd.r— SE“.T j i CO% . Ul

=In|jul|+ C=In|senx|+ C= —In|cosecx| + C.

—
J- igudu=—In|cosu|+ C=In|secu|+C
J-cmgudu-]n|senu|+6-—Inlcc-secxHC [
L
L
Calculando Integrais
Calcule as integrais indefinidas nos exercicios 1= 7 usando as
substituigdes dadas para reduzir as integrais 4 forma padrio.
1. J-x.t.tn AxYHdx, uw=2*
2 Problemas de Valor Inicial
Lf I —cos &) sen £di, wu=1-rcos? >
. 2 2 Resolva os problemas de valor inicial nos exercicios 45-46.
3 J- W(Ox—Ddx, u=7x—-2 45. % = 1213* - 1), s(1)=3
i.f‘u--“—n*d-. == s .
sl L 46.5%=4x{x‘+3}"”. y()=0
gr:dr - I B I'“"‘ -
Vi

6. J’ 12" + & + DAy + 20 dy, u=y"+4y" + 1
7. J’ Vi sen? (xV% — Ddx, u=x""—1
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Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora Pearson,
Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Séo Paulo.

Estudar os exercicios resolvidos sobre integrais nos enderecos eletronicos abaixo:
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intsubst/intsubs.html
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpartl.html
http://fisica.uems.br/arquivos/calclnot/integral indefinida.pdf
http://www1.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intsubst/intsubs.html
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpart1.html
http://fisica.uems.br/arquivos/calc1not/integral_indefinida.pdf
http://www1.univap.br/%7Espilling

