Céleuto Diferenciale Integral 1 Iy

Prof. Dr. Sergio Pilling e

Parte 1 - Limites
Limites envolvendo o infinito, Continuidade, Retas tangentes.

1) Introducao

Nessa aula continuaremos nosso estudo sobre limites de funcdes. Analisaremos o limite
de fungbes quando o x—=* oo (infinito). Utilizaremos o conceito de assintotas horizontal e
vertical. Posteriormente veremos detalhadamente a continuidade de funcdes e suas aplicacdes.
Por fim discutiremos o conceito de retas tangentes e seu papel no entendimento da taxa de
variagédo (derivada em um ponto).

2) Limites envolvendo o infinito (x— + )
O simbolo para o infinito («) ndo representa nenhum numero real. Usamos oo para

descrever o comportamento de um a funcdo quando os valores em seu dominio ou imagem
ultrapassam todos os limites finitos.

Por exemplo, a funcéo f(x) = 1/x é definida para qualquer 4_\:_
valor de x = 0. Quando x € positivo e vai ficando cada vez maior, 31
1/x torna-se cada vez menor. Quando X € negativo e vai ficando 2-\ yal
cada vez maior em modulo, 1/x novamente € cada vez menor. 1_\|\“‘rﬁ—~-‘--—-
Podemos sintetizar essas observacdes dizendo que f(x) = 1/x tem ~—_1 R #
limite 0 quando Xx— =+ . \ i
|-
11-
Definicoes  Limites com x — * o
1. Dizemos que f(x) possui o limite L quando x tende ao infinito e
e5CIrevemaos

lim f(x) =L
=
se, & medida que x se distancia da origem no sentido positivo. f(x)

fica cada vez mais préximo de L.

2. Dizemos que f(x) possui o limite L com x tendendo a menos infinito
€ eSCrevemos

1im fx)=L

se, & medida que x se distancia da origem no sentido negativo, f(x)
fica cada vez mais proximo de L .
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A estratégia para calcular limites de func¢es quando x— + « é semelhante aquela usada
para o calculo dos limites finitos visto anteriormente. L4, primeiro calculamos o limite das
funcdes constante e identidade y=k e y=x. Entéo, estendemos esses resultados a outras funcdes
aplicando um teorema sobre limites de combinag6es algébricas. Aqui, faremos a mesma coisa,
exceto pelo fato de as fungdes iniciais serem y=k e y=1/x em vez de y=k e y=x. Os fatos bascos
a serem verificados quando x— + oo sdo indicados no exemplo a seguir.

Exemplo 1  Limites de 1/xe kquando x — *==

Demonstre que

(@) Lm 1= lim 1=0

X—200 X X=+—00

(b) lim k= lim k= k.

r—r—
Solucdo

(a) Na Figura 1.26, podemos observar que y = 1/x se aproxima cada vez mais
de zero & medida que o valor de x se afasta da origem. tanto para o lado
positivo quanto para o negativo.

(b) Nio importa quanto o valor de x se afaste da origem. a func@o constante
y = k sempre tem exatamente o valor k.

OBS leltes Teorema 7 - Regras para Limites guando x — =

tendendo ao Se L, M e k séo nimeros reais e

infinito apresentam Jim fo=L e lim g&)=M, entho

as mesmas 1. Regra da Soma: ]_I.TP-_; (@) + g =L+ M

propriedades dos 2

e ad . Regra da Subtracao: lim (f(x) —gx)=L-M
limites finitos! =

3. Regra do Produto: im (f(x)-gx))=L-M
4. Regra da Multiplicagdo por Constante: lim (k-f(x)) =k-L
Xt

5. Regra do Quociente: lim Ji(l—) =

L #
o g(x) M’ M0

6. Regra da Potenciagdo: Se r e s sdo inteiros, s # 0, entdo
]HE] (f(x)')n‘.r s Lr.f.r

desde que L™ seja um niimero real.

Exemplo 2 Usando o Teorema 7

(@) lim (5 + %) = lim 5 + lim {_ Regra da Som:
=54+0=5 P

(b) lim ’”\,/5= lim W\@.%.%

I+ x* T—s=oc
. 75 A 1 . ]
= lim #V3- lim % Im —

I=>—x X=p— - -t &

= ﬂ-\/g 0-0=0 Limites Conhecidos
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2.1) Limites de FuncGes racionais quando x— + o

Para determinar o limite de uma fung¢fo racional quando x — =%, podemos di-
vidir o numerador e o denominador pela maior poténcia de x que aparece no de-
nominador. O que acontece depois depende dos graus dos polindmios envolvidos.

O grau do polindémio a,x" + a,_ X' + - +
a,x + ay, a,# 0 é n, 0 maior expoente.

Exemplo 3  Numerador e Denominador de Mesmo Grau

lim sz +7 Bqx—3 = Tim 5+ (81"1’) - (,31"'.1'2) l)i‘viL‘i;n u.mllT]cmdnru
- 3,1'— + 2 Ry 3 + (2;1‘_) O AeNOminacdor por x
_ 5+40-0 _ 5
3+0 3
Exemplo 4 Grau do Numerador Menor que o Grau do Denominador
2 3
lim 1_T_I_+2 = i (ll'fx )+ 2/ J Divida o numerador ¢ o
== 2pd — y—+—20 2 - (],i’xj} denominador por x'.
_0+0
i

-

_ 5x'+8c-3

/\M

{ Rcta)‘=§
TR S E TN S T B
5 0"

FORA DE ESCALA

_2 [
-4
-6
-8
N
4
2523
Y= "x+4

Exemplo 5  Grau do Numerador Maior que o Grau do Denominador
’ 2x2 — 3 . 2x — (3/x) Divida o numerador ¢ o denominador por x
(a) lim = lim ———
ro-= Jx + 4 gea—co. § (4;’3:) 0 numerador agora tende a —% a0 passo gus ¢
denominador tende a 7, entio a razio — — =
= —
®) T —4x® + Tx —4x + (7/%) Divida o numerador e o
m — == denominador por 17
vomm 2x% —3x — 10 —-= 2 — (3/x) — (10/x?) y
O numerador — e
= o o denominador — 2;

a razao —» oo,
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2.2) Assintotas Horizontais e Verticais: Limites infinitos

Analisando f(x) = 1/x da figura ao lado, podemos observar E
0 seguinte comportamento:
(a) Conforme x — %, (1/x) — 0, e entfio escrevemos lim (1/x) = 0. g E|
it Ass
& = . o Eorizontal
(b) Conforme x — —o¢, (1/x) — 0, e entdo escrevemos lim (1/x) = 0. i -
T—s—ea 0 1 Assintota
Dizemos quearetay = 0 é uma assintota horizontal do gl"éiﬁCU de _T._ _;3' _t\:(:lé'omal‘
Se a distincia entre o gréifico de uma fungfio e uma reta fixa se aproxima 5
de zero a medida que a curva se afasta da origem, dizemos que a curva se g
. . ) ”  — ‘ED
aproxima assintoticamente da reta e que a reta € uma assinfota do grafico. Z1

0s eixos cartesianos sao
zsintotas de ambos 0s ramos da
mipérbole y = 1/x.

Vacé pode alcangar a
altura que quiser
tomando x suficiente-

Analisando melhor a funcdo f(x)=1/x na figura ao lado
percebemos que conforme x— 07, os valores de f crescem sem

—_—

mente proximo de 0.

limitacdo, alcancando e ultrapassando todo numero real Néo importa quéo alto
Y A e seja B, o grifico vai
positivo. Isto é, dado qualquer numero real positivo B, mesmo el

mais alto.

gue muito grande, os valores de f ficam ainda maiores.
Portanto, f(x) ndo em limite quando x—0'. Entretanto é |
conveniente descrever o comportamento de f (x) dizendo que vy, =i

Nio importa quido

1
X

baixo seja -8, 0
grifico vai
L_p mais baixo.

] Vocs pode descer
IT1 e % 2 gE=nto quiser

x—={" -

lim flx) =

somando x suficien-
:=mente proximo de 0. |

Quando x—0" os valores de f(x)=1/x tornam-se arbitrariamente

grandes (em valores absolutos) e negativos logo dizemos AR . R—
lim x=0w e lim1l_ _q
lim f(x)= lim %= — o, x0t X =00 X
==} —={] -

Definicoes Assintotas Verticais e Horizontais
A reta y = b é uma assintota horizontal do grifico da fungdo y = f(x)
se

Iim f(x)=b ou i_iI:n fx)=b.

Uma reta x = a € uma assintota vertical do grafico se

lim f()=+w ou  lim f(x)=*e.
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Exemplo 6 Procurando Assintotas

Encontre as assintotas do grifico de

¥
Assintota GT
_x+3 vefmal,
¥= . = =2 5 .. _x+3
g et e
P o
5 X y Assintota 3| x+2
Solucdo  Estamos interessados no comportamento da curva quande horizangsl,
x—> *oo e quando x — —2, onde o denominador € zero. y=1 2
Vemos rapidamente quais s@o as assintotas se reescrevemos a funcas t :
i ividi lo denominador e, I | Ll
racional dividindo o numerador pe g *T et
-1
x+3 [ x+2 | i
—x=32 1
=3
1 r
—4 =
|

Isso nos permite reescrever y:
Asretasy=1le
s e LS l 5 x = —2 sio as assintotas da curva
! v = (x + 3)/(x + 2) (Exemplo 6).

Agora vemos que a curva em questdo é o grifico de y = 1/x deslocado 1
unidade para cima e 2 para a direita (Figura ). As assintotas, em vez de
serem Os eixos cartesianos, agora sdoasretasy = lex = —2.

Exemplo 7  Assintotas Nao Sdo Necessariamente Bilaterais
Encontre as assintotas do grifico de 3

8
x2-4

8 -
it 4 Assintola
vertical,

x=-2

Jix) =
Assintota

vertical, x=2

Assintota
horizontal, y = 0

Solucdo  Estamos interessados no comportamento do grifico quando
x — *ow ¢ quando x — *2, onde o denominador é zero. Observe que f é Tl i
uma funcio par de x, entdo o gréfico € siméirico em relagio ao eixo y. 2

X

O comportamento quando x — =% . Uma vez que lim, ... f(x) = 0, areta
= 0 € uma assintota da curva a direita. Por simetria, também ¢ uma assin-
tota a esquerda (Figura 1.33).

() comportamento guando x — =2 . Uma vez
P 1 que Grificode y = —8/(x* — 4).

Wzia que a curva se aproxima do eixo x
1111‘1_ flx)y= —= e llrg_ flx)= oo, apenas por um lado,
X—1L I—>s

a reta x = 2 ¢ uma assintota vertical tanto a esquerda quanto 3 dlrelta de
x = 2. Por simetria, o mesmo vale paraaretax = —2.

N3o ha outras assintotas porque f tem um limite finito em qualquer outro
ponto.
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Fxemplo 8

As curvas

¥ =8ecx = c

cOs X

Curvas com Infinitas Assintotas

y=tgx=

sen x

COs X

apresentam assintotas verticais em multiplos inteiros impares de /2, onde

cosx =10
7 B
¥y =secx y=1gx
i | |
| !
5 | | |
| !
f. |
: a 1=
. N I E x
-7 w0 & 7 3¢ 0 7 /7 3w
2 i 2 2 = 3 2
i f i'
| |
| |
Os grificos de
= cosec x = e = colg x = 2
Y Sen x ) g1 = Senx
tém assintotas verticais para miiltiplos inteiros de 7, quando sen x = 0
¥ y = cosec x ¥ y=colgx
| ||~ |
| - X | x
3 2w - _a\0| @\7% EI\:-
z 2 [~ 2 2 \
! | .
i ,s l
x e*
0 1,00000
-1 0.36788
-2 0,13534
Exemplo 9  Assintota Horizontal de y = ¢’ :; g?ggzgz T, /
-8 0,00034 -
A curva : |
~10 0,00005 y =

}?:e

tem a reta vy = 0 (0 eixo x) como assintota horizontal. Podemos observar

no grifico da Figura e na tabela anexa. Escrevemos:

lim e*=20.

e

Veja que os valores de e se aproximam rapidamente de 0.

Célculo Diferencial e Integral I: Limites
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assintota horizontal da curva de y = ¢*.
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Exemplo 11

Encontre Iim e'/*.

x—+{)

Solucdo Tomamos: t =
quando x — 0~. Portanto,

lim e''* =

x={)" =00

3) Continuidade

Usando a Substituicao

1/x. Pela Figura 1.31 sabemos que 1 —

lim e' =0 xemp

|
o9 -5 -4 -3 -2 -1 0

O grificode vy = ¢'** para
x < 0 mostra que lim_,, '™ =0

Funcdes continuas sfo as fungGes que usamos para achar o ponto em que v
planeta mais se aproxima do Sol ou o pico de concentra¢io de anticorpos mo
plasma sanguineo. Elas também sdo as fungbes que usamos para descrever
cOmO um corpo se move através do espaco ou como a velocidade de ums
reacdo quimica varia com o tempo. Na verdade, tantos processos fisicos ocor-
rem de modo continuo que durante os séculos XVIII ¢ XIX raramente se pez-
sou em pesquisar qualquer outro tipo de comportamento. Foi uma surpress
quando os fisicos de 1920 descobriram que a luz vem em particulas e que o=

tomos aquecidos emitem luz em freqiiéncias distintas (

Coma

conseqiiéncia dessas e de outras descobertas e em fungio do grande uso &
funcdes descontinuas na ciéncia da computagdo, na estatistica e em modeios
mateméticos, o tema da continuidade se tornou importante tanto pratica coma

teoricamente.
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Espectro de corpo negro — Funcédo continua.
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Espectro de Solar com linhas espectrais — ainda

continuo.

OBS. Se as linhas tivessem largura infinitesimalmente

pequena o

espectro seria descontinuo nesses pontos.

Tntenzidade
(Wimz)

»

Comprimento de onda (m}




¥ Exemplo 1  Investigando a Continuidade

Y= ) Encontre os pontos nos quais a funcéio f na Figura ¢ continua e aqueles

2 A em que ¢ descontinua.
1 > Solugdo A fungfio f ¢ continua em todos os pontos de seu dominio [0, 4]
; | | “l exceto para x =1, x = 2 e x = 4. Nesses pontos hd saltos no grifico.
0 1 B 3 7 & Perceba a relagio existente entre o limite de f'e o valor de f em cada ponto do

o ; dominio da funcgio.
A fungio € continua em

[0, 4] excetoemx=1,x=2ex=4 Pontos nos quais f € continua:

Quando x = 0, h_{Il flx) = f(0) .
Quando x = 3, lxl_rp fix)=f(3).
Intensidade | QuandoO<c<4,c# 1.2, lim f(x) = f(c).
(W/m2) e
Pontos nos quais f € descontinua:
Quandox =1, 11_151 f(x) ndo existe.
— 5 Quandox=2, @3f(x)=l,mas]a*—f(2}.
Quando x = 4, {1_13 fxy=1,mas 1 # f(4).
Comprimento de onda (m) Quandoc<0,c>4, estes pontos ndo estdo no domfnio de f.

Para definirmos a continuidade em um ponto do dominio de uma funcio,
precisamos definir a continuidade em um ponto interno (o que envolve um limite
bilateral) e em um ponto final (0 que envolve um limite lateral)

Continuidade Continuidade

pela direita bilateral Continuidade
m pela esquerda
o T T

| I h'"——af‘/’ﬁ‘

} Py =f) !

| |

i! { i FIGURA Coniinuidade nos
a ¢ b pontos a, b ec.

Defini¢io  Continuidade em um Ponto
Ponto interior: Uma fungdo y = f(x) é continua em um ponto interior
¢ de seu dominio quando

lim f(x) = f(c).

Extremidades: Uma fungdo y = f(x) é continua na extremidade
esquerda @ ou € continua na extremidade direita b de seu dominio

quando
lim f(x) = f(a) ou }E}"l f(x)=f(b). respectivamente.

Se uma funcdo f ndo & continua em um ponto c, dizemos que f € desco?-
tinua em ¢ e que ¢ € um ponto de descontinuidade de f. Observe que ¢ nao

precisa pertencer ao dominio de f.
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Uma fungdo f serd continua a direita de um ponto x = ¢ em seu domira:

se lim,_,- f(x) = f(c). Seri continua a esquerda de ¢ se lim,_,.- f(x) = fic
Assim, uma fungdo serd continua em uma extremidade esquerda g de se=
dominio se for continua a direita de a e serd continua uma extremidade direitz »

Fioira 1.47 Continua em todos os
pontos de seu dominio,

y= Ulx)

0

Figura 1.48 Continvidade a direita da
origem.

3.1) Funcdes continuas

de seu dominio se for continua a esquerda de 5. Uma fungio sera continuz ==
um ponto interno ¢ de seu dominio se e somente se for continua  direita e 2 ==
querda de ¢ (Figura 1.46).

Exemplo 2 Uma Funcao Continua em seu Dominio

A fungdo f(x) = V4 — x” é continua em todos os pontos de seu domimz.
[—2, 2] (Figura 1.47), inclusive em x = —2, quando f'é continua a direitz =
x = 2, quando fé continua a esquerda.

-xemplo 3 Uma Funcdo com Descontinuidade de Salto

A funcdo ‘salto unitdrio’ U(x), tragada na Figura 1.48, é continua a direms
em x = 0, mas ndo é nem continua a esquerda nem continua ai. Ela apr=
senta descontinuidade de saltoem x = 0.

N6s resumimos a continuidade em um ponto na forma de um teste.

Teste de Continuidade

Uma funcdo f(x) serd continua em x = ¢ se e somente se ela obedecer as
trés condigOes seguintes:

1. f(c) existe (c estd no dominio de f)
2. lim,_,, f(x) existe (ftem um limite quando x — ¢)

3. lim,_, f(x) =f(¢) (o limite € igual ao valor da fungio)

Uma funcio é continua em um intervalo se e somente se for continua em
cada ponto do intervalo. Uma fung¢io continua € aquela que é continua em ca-
da ponto de seu dominio. Uma funcdo continua nao precisa ser continua em
todo intervalo. Por exemplo, y = 1/x nfo é continuaem [—1, 1]

Figura 1.51 A fungdo y = 1/x € continua
em cada valor de x excetoem x = 0. Ela
apresenta um ponto de descontinuidade
em x = (0 (Exemplo 5).
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Exemplo 5 Identificando Fungbes Continuas

A funcfio y = 1/x (Figura 1.51) ¢ uma fungao continua por ser continua em
cada ponto de seu dominio. Entretanto, ela apresenta um ponto de descon-
tinuidade em x = (3, porque af ndo € definida.

Os seguintes tipos de fungdes sdo continuos em cada ponto de seus

dominios:

polinomiais;
fungdes racionais;

fungdes raiz (y = Wx, num inteiro positivo maior que 1);

e funcdes trigonométricas;

fungdes trigonométricas inversas;
fungdes exponenciais;
fungdes logaritmicas.



Fungdes polinomiais f sdo continuas em todo nimero ¢ porque

lim,_., f(x) = f(c). Fungdes racionais sao continuas em todo ponto de seus

J dominios. Elas tém pontos de descontinuidade nos zeros de seus denomi-

nadores. Por seus graficos ndo nos surpreendemos com o fato de que as fungdes
seno e cosseno sio continuas.

A funcio inversa de qualquer funcdo continua & continua. Vemos isso
porque o grifico de uma fungiio continua f no tem quebras e o graficode f ' ¢
obtido pela reflexio do grafico de f sobre a reta y = x (portanto o gréfico de f
também ndo apresenta quebras).

A func¢io exponencial y = a” foi definida para ser continua e, portanto, sua
inversa y = log, x é também continua sobre seu dominio.

FIGURA 1.52 O canto preciso ndo impede A funcgdo f(x) = | x| € continua em cada valor de x (Figura 1.52). Se x > 0.
que a fungdo seja continua na origem. temos f(x) = x, um polindmio. Se x < 0, temos f(x) = —x, outro polindmio.
Por fim, na origem, lim,_,, |x|=0=|0].

-3 -2 -1 0

Combinacoes Algebricas

Como vocé pode ter percebido, combinagdes algébricas de fungdes continuas
sdo continuas em qualquer lugar onde elas sejam definidas.

Teorema 8  Propriedades de Funcdes Continuas
Se as fungdes f e g sfio continuas em x = ¢, entdo as seguintes
combinacdes sdo continuas em x = c.
1. Somas: f+g
2, Diferencas: f—g
. Produtos: frg

3
4. Constantes miiltiplas: k- f, para qualquer niimero k
5

. Quocientes: flg, uma vez que g(c) # 0

4) Retas tangentes

Para circulos, a tangéncia € ‘natural’? Uma reta L serd tangente a um circulo
em um ponto P se L passar por P perpendicularmente ao raio em P (Figura
1.58). Uma linha como essa apenas foca o circulo. Mas o que significa dizer
que uma reta L € tangente a alguma outra curva C em um ponto P? General-
izando a partir da geometria do circulo, podemos dizer que significa uma das
afirmacOes a seguir.

1. L passa por P perpendicularmente 2 reta de P ao centro de C. FIGURA 1.58 L serd tangente ao circulo
em P se passar por P perpendicularmente
2. L passa somente por um ponto de C: o ponto P. ao raio OP.

3. L passapor P e fica somente de um lado de C.

Embora essas afirmacdes sejam vilidas se C for um circulo, nenhuma delas
funcionard de maneira consistente para curvas mais gerais. A maioria das cur-
vas ndo tem centro, e uma reta que talvez quiséssemos chamar de tangente deve
cortar C em outros pontos ou cruzar C no ponto de tangéncia (Figura 1.59).

\\L C
c L
IJ
‘D
. encontra C somente em P L € tangente a C em P mas L ¢é tangente a C em P mas estd dos
mas nio & tangente a C encontra C em virios pontos.  dois lados de C, cruzando C em .
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Para definirmos tangéncia para curvas em geral, precisamos de um método
dindmico que leve em conta o comportamento das secantes que passam por P ¢
pontos proximos Q, quando Q se move em diregio a P ao longo da curva
(Figura 1.60). Assim:

1. Comecamos com o que podemos calcular, denominado coeficiente angular
da secante PQ .

.J’ ok
Tangente .~~~ Secantes
i S e

Q

Fioura 1.60 O método dindmico para a tangéncia. A tangente a uma curva em
P é a reta através de P cujo coeficiente angular é o limite dos coeficientes
angulares das secantes quando Q — P de cada lado.

2. Investigamos o limite do coeficiente angular da secante quando Q se
aproxima de P ao longo da curva.

3. Se o limite existe, entdo o tomamos como o coeficiente angular da curva
em P e definimos a tangente & curva em P como sendo a reta atraves de P
com esse coeficiente angular.

Exemplo 1 Reta Tangente a uma Parabola

Determine o coeficiente angular da pardbola y = x~ no ponto P(2. 4). Es-
creva uma equacio para a tangente a parabola nesse ponio.

Solucio  Comegamos com uma reta secante através de AI2.41e Q12 — &,
(2 + R)*) préximo a P. Entfo escrevemos uma expressao para o coeficiente
angular da secante PQ e investigamos o que acontece com o cocficients an-
gular quando Q se aproxima de P ao longo da curva:

Ay (2+R-2 Kiran+4-4

o

Ax h R

TR ks
n

Coeficiente angular da secante =

Se i = 0, entdio O fica acima e 2 direita de P, como na Figura 1.61.Se 7 <0,
entdio Q fica & esquerda de P (ndo mostrado). Em cada caso. guando Q se
aproxima de P ao longo da curva, k tende a zero e o coeficiente angular da
secante tende a 4:

lim (h +4)=4.
=0
Tomamos 4 como sendo o coeficiente angular da pardbola em P.

A tangente a pardbola em P € a reta através de P com coeficiente
angular 4: '

v =4 + 4(x — 2) Eqguacio ponto/coeficiente angular

y=4x — 4.

Célculo Diferencial e Integral I: Limites



=h+4

" N D D e
i X'V O coeficiente angular da secante & (;JF_;;;}_J’

Q2+ h, (2 + P
';/Coeﬁciente angular da tangente = 4

v=(2+h?—4

FORA DE ESCALA

FiGura 1.61 Diagrama para obter o coeficiente angular da pardbola y = x% no
ponto P(2, 4)

4.1) Obtendo uma reta tangente a um dado ponto de um grafico de uma funcéo

v Obtendo uma Tangente ao Grafico de uma Funcio

Ay Para determinarmos uma tangente a uma curva arbitraria y = f(x) em um ponto

Qg+ h, i, + h) P(xy, f(x5)) , USamos © mesmo processo dindmico. Calculamos o coeficiente an-
gular da secante através de P de um ponto Q(x, + &, f{x, + &)). Entdo investi-
gamos o limite do coeficiente angular quando # — O (Figura 1.62). Se o li-
mite existe, entio o tomamos como coeficiente angular da curva em P e
definimos a tangente em P como sendo a reta que passa por P que tem esse
coeficiente angular.

Definicdes  Coeficiente Angular e Reta Tangente
O coeficiente angular da curva y = f(x) em um ponto P(x,, f(x,)) € 0

FiGura 1.62 O coeficiente angular da numero
tangente é xo +h) —
. sl 31 A S R
lim TG0+ B = fxo) L
h—0 h ' A reta tangente ao grafico de fem P € a reta que passa por P e tem esse

coeficiente angular.

Sempre que elaboramos uma nova defini¢do, é bom testd-la com objetos
conhecidos para ter certeza de que dard os resultados desejados em casos fa-
miliares.

Resumindo: Como Achar a Tangente a curva y= f(x) em (Xo,Yo)

L Calcule f{xy) e flx, + H) .

I Calcule o coeficiente angular
. Jlg t R — flxg)
lim .

fi—1) h

3 Se o limite existe, entiio determine a reta
zngente quando
= vy T omlx — xp).

Calculo Diferencial e Integral I: Limites 12



Zamo Achar a Tangente & Curva
o = f(x) em (x4, y,)

L Calcule flxy) e flxg + 7).

Calcule o coeficiente angular

o fleg H ) fixg)
=i h :

‘!

3 52 0 limite existe, entfo determine a reta
=ngente quando
=Ny Tomly — X

'\
!_t

As duas retas tangenies a
= | /xtendo coeficiente angular —1/4

Figura 1.64 Os coeficientes angulares
das tangentes, inclinadas proximo i
origem, vao diminuindo 4 medida que o
ponto de tangéncia se afasta da origem

Calculo Diferencial e Integral I: Limites

I

(a) Determine o coeficiente angulardacurvav = l/xemx =q.

(b) Onde o coeficiente angularé —1/47?

(c) O gue acontece com a tangente & curva no ponto (a, 1/a) quando a

varia?

Solugéo

(a) Dado fix) = 1/x. O coeficiente angular em (a, 1/a) ¢

(b)

(c)

I S |
. flath—fla) _ .. g+p da
lim ———— =1im
B> h hf) h
e il s
S ————
.
=0 hala + 1)
iy =] 1
= lim

a0 ala + h) a?’

Observe que foi preciso escrever ‘lim,, ;" antes de cada fragio até o mo-
mento em que pudemos calcular o limite fazendo a substituicio
h=0.

O coeficiente angular de y = 1/x no ponto x = g é —1/a-. Este serd
—1/4 que

BN (S
ot &
Essa equagiio equivale a @® = 4, entloa = 2oua = —2. A curva tem

coeficiente angular —1/4 nos pontos (2, 1/2) e (—2. —1/2) (Figura

1.63).

Observe que o coeficiente angular — 1/a® é sempre negativo.
Quando a — 07, o coeficiente angular tende a —% e a tangente se
torna cada vez mais inclinada (Figura 1.64). Notamos a mesma
situagdo quando @ — 07. Quando a se afasta da origem em qual-
quer dire¢do, o coeficiente angular tende a 0™ e a tangente se torna
menos inclinada.

13



4.2) Taxa de variacdo: Derivada em um Ponto

A expressdo

flxg + ) — flxg)
h

¢ chamada de quociente de diferenca de f em x,com incremento k. Se o quo-
ciente de diferenca tem um limite quando /i tende a zero, esse limite € chamado
de derivada de f em x;. Se interpretamos o quociente de diferenca como um
coeficiente angular da secante, a derivada nos dé o coeficiente angular da tan-
gente e da curva no ponto onde x = x;. Se interpretamos 0 quociente de dife-
renca como uma taxa média de variacdo, como fizemos na Se¢do 1.1, a de-
rivada nos dd a taxa de variacdo da fungdo em relagdo a x no ponto x = x;. A
derivada é uma das mais importantes ferramentas matemdticas usadas em cél-
culo. Comecaremos a estudd-la no Capitulo 2. QOutra ferramenta importante € a
integral, e comecaremos a estuda-la no Capitulo 4.

Exemplo 4 Velocidade Instantdnea (Continuacdo da Secéo 1.1,
Exemplos 1 e 2)

Nos exemplos 1 e 2 da Se¢éo 1.1, estudamos a velocidade de uma pedra em
queda livre a partir do repouso préximo a superficie da Terra. Sabiamos que
a pedra cafa y = 4,9¢> metros durante os primeiros f segundos e usamos uma
seqiiéncia de velocidades médias acrescentando intervalos curtos para est-
mar sua velocidade no instante + = 2. Qual era exatamente a velocidade dz
pedra nesse momento?

Solucdo  Sejaf(r) = 4,912, A velocidade média da pedra no intervalo entre
t=2et=24+ hsera

fQ+ W —f2) 492+ b’ —49(2)° _ 4.9(h° + 4h)
h h h

=49 +4).

A velocidade da pedra no instante ¢ = 2 era

lim 4.9(: + 4) = 490 + 4) = 19,6 m/s.

Nossa estimativa inicial de 19,6 metros por segundo estava certa.

Calculo Diferencial e Integral I: Limites
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OBSERVACAOQO: Todas essa afirmaces referem-se a mesma coisa.

1. O coeficiente angular de
y=flx)emx = x,

2. O coeficients angular da tangente i curva
¥y =flx)emx = x,

3. A taxa de mudanga de f(x) em relaglio a x
emx = x;
4, A derivada de fem x = xg

g + B —f(xg)
o TG0+ B g

s} h

th

Exercicios propostos.

%23 exercicios -2, use o fundo quadriculado e uma régua para
“zzer estimativas do coeficiente angular da curva (em unidades y
mor unidades x) nos pontos Py ¢ P, . As curvas apresentadas aqui
modem ter sofmndo alguma mudanga durante o processo editorial,
morianto, suas respostas podem ser diferentes daguelas fornecidas
e Tinal do livro.

Calculo Diferencial e Integral I: Limites
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3 OQueda livre em Marte A equagio para gqueda livre na superficie de
Marte é s = 1,86¢* m, sendo ¢ em segundos. Suponha que uma
pedra caia de um penhasco de 200 m de altura. Determine a ve-
locidade da pedra quando ¢t = 1s.

4 Em quais pontos dos graficos das funcdes dos exercicios abaixo das funcgdes
abaixo possuem tangente horizontal?

flxy=x>+ dx — 1 Cglx) =x1— 3x

5 Determine as equacdes de todas as tangentes 4 curva
¥ = 1/(x — 1) que tenham coeficiente angular —1.

g Determine a equagio da reta tangente a curva y = Vi que
apresente coeficiente angular 1/4

7 Acontracio de Lorentz De acordo com a teoria da relatividade,
o comprimento de um objeto, por exemplo, de nm foguete,
parece a um observador depender da velocidade com que o ob-
jeto se desloca em relagdo ao proprio observador. Se ele medir
o comprimento L, do foguete em repouso, depois com a ve-
locidade v, o comprimento parecera ser

Essa € a equagdo da contracio de Lorentz. Nela ¢ € a veloc-
dade da luz no vécuo, cerca de 3 X 10° m/s. O que acontece
com L & medida que v aumenta? Calcule lim,_,__ L. Por que foi
necessdrio empregar o limite lateral & esquerda?

Calculo Diferencial e Integral I: Limites 16



8  Controlando o fluxo de um tongue enguanto a dgua escoa A Lei
de Torricelli diz que ao se esvaziar um tanque como o indi-
cado na figura, a taxa y de escoamento da dgua € uma cons-
tante multiplicada pela raiz quadrada da altura da coluna de
dgua x. A constante depende da forma e do tamanho da

valvula de saida.

Taxa de vazao v pés3fmin

Suponha que y = Vx / 2 para um dado tanque. Sen obje-
tdvo ¢ manter uma taxa de vazio razoavelmente constante e
para isso vocé adiciona dgua ao tanque com uma mangueira de
vez em quando. Qual € a altura da coluna de 4gua que vocé
deve estabelecer para manter a taxa de vazéo
(a) a0,2 pé*/min da taxa y, = 1 pé’/min.

(b) a0,1 pé® min da taxa y, = 1 pé*/min.

Estudar os exercicios resolvidos sobre limites no endereco eletrénico abaixo:
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/index.html

Calculo Diferencial e Integral I: Limites
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