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RESUMO

O Menor Indice de Alinhamento (SALI) é uma ferramenta matematica, ainda nio convenci-
onal, para deteccao de caos no espaco de fase de Sistemas Dindmicos Hamiltonianos. SALI
possui comportamentos temporais especificos para movimentos ordenados ou cadticos, o
que torna a disting¢do entre ordem e caos facilmente observavel nesses sistemas. Nesta tese,
esse método é aplicado no estudo de érbitas estelares imersas em potenciais gravitacionais
de galaxias barradas, uma vez que o movimento de uma particula de teste, em um modelo
tridimensional de rotacao de uma galdxia barrada, ¢ dado por uma Funcao Hamiltoniana.
Diversas situacoes de barras galacticas sao apresentadas: barras fixas em rotagao, onde
sao variadas suas morfologias e barras em evolucao, com dependéncia temporal, onde sao
variadas suas velocidades angulares e as velocidades com que crescem. Estudos separados
foram feitos no contexto das orbitas progradas e retrogradas, que mostraram que as 6rbitas
retrogradas possuem maior tendéncia ao caos. Percebemos que barras mais massivas geram
um ambiente mais propicio ao caos, enquanto que barras "mais axissimétricas"tém uma
dinamica mais regular. Quando analisados os casos onde uma barra dependente do tempo
surge e cresce ao longo da evolucao do sistema, notamos que um surgimento abrupto da
barra ou uma velocidade angular mais alta também geram um ambiente com mais caos.

Todas as integragoes das orbitas e calculos de SALI foram feitos utilizando o programa
LP-VIcode.

Palavras-chaves: Orbitas Estelares. Galaxias Barradas. Caos.






ABSTRACT

The Smaller Alignment Index (SALI) is a mathematical tool, not yet conventional, for
chaos detection in the phase space of Hamiltonian Dynamical Systems. The SALI values
has temporal behaviors very specific to ordered or chaotic motions, what makes the
distinction between order and chaos easily observable in these systems. In this thesis, this
method will be applied to the stability study of stellar orbits immersed in gravitational
potential of barred galaxies, since the motion of a test particle in a rotating barred galaxy
model is given by a Hamiltonian function. Several situations of galactic bars are presented:
fixed bars in rotation, where they are varied their morphologies and bars in evolution,
with temporal dependence, where are varied their angular velocities and the speeds with
which they grow. Separate studies were carried out for prograde and retrograde orbits that
showed that the retrograde orbits seem more conducive to chaos. We noted that more
axisymmetric bars create an environment with less chaos and that more massive bars create
an environment with more chaos. When we analyzed the cases where a time-dependent
bar arises and grows throughout the evolution of the system, we notice that an abrupt
rise of the bar or a higher angular velocity also generate an environment with more chaos.
To perform all the orbits integrations and SALI computation we used the LP-VIcode

program.

Key-words: Stellar Orbits. Barred Galaxies. Chaos.
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1 INTRODUCAO

A morfologia das galaxias do Universo local ¢é o resultado do processo de formacgao
e evolugao desses objetos durante varios bilhoes de anos. Do ponto de vista cosmolégico,
a morfologia de todos os objetos vistos no tempo presente depende da sua historia de

acréscimo de massa.

Sabemos que a fusao de duas galaxias de massas similares gera um produto de forma
geralmente elipsoidal, suportado principalmente por dispersao de velocidade (Avila-Reese;
Firmani, 2011). Por outro lado, a grande maioria das galdxias acretam massa na forma de
filamentos de gas ou canibalizam galaxias muito menores em massa, processos estes que
nao sao eficientes em esquentar o sistema. Assim, uma componente discoidal, com momento
angular especifico muito alto, é formada e pode subsistir por bilhdes de anos (Marinacci;
Pakmor; Springel, 2014). Nestes discos galdcticos se formam e evoluem subestruturas
dindmicas muito interessantes, como por exemplo, longos bracos espirais bissimétricos,
estruturas espirais multibragos, anéis e barras (D’Onghia; Vogelsberger; Hernquist, 2013).
Essas subestruturas podem ser entendidas como perturbagoes ao potencial axissimétrico

dos discos galacticos.

Nesse trabalho nos concentraremos no estudo dos potenciais que representam
galdxias barradas. Estimativas apontam que aproximadamente 65% das galaxias possuam
estruturas de barra (Eskridge et al., 2000; Sheth et al., 2003).

A maneira cldssica de estudar esses potenciais galacticos barrados é observar a
estrutura das 6rbitas que sdo suportadas pelos mesmos. Orbitas estelares suportadas por
determinado potencial galactico sao as constituintes basicas de qualquer estrutura galactica.
A caracterizacao das propriedades das orbitas das estrelas em potenciais galacticos é,
portanto, de grande interesse na compreensao da formacao e evolucao de estruturas em

galaxias.

Dessa constatagao emergem o interesse astronomico em classificar os tipos de
orbitas, bem como, o de encontrar as érbitas adequadas necessarias para a construgao de
modelos autoconsistentes de galaxias. A exploragao da natureza das érbitas em modelos
de galaxias tem sido feita, principalmente, através do estudo das érbitas em potenciais
analiticos fixos, que nao evoluem com o tempo, ou do estudo das érbitas em simulagoes
de N-corpos, auto-consistentes e dependentes do tempo. Em qualquer um dos casos,

observam-se 6rbitas de todos os tipos: cadticas, regulares, ressonantes e periddicas.

Galdxias barradas tém sido um assunto muito estudado nas tltimas décadas.
Athanassoula et al. (1983) integraram 6rbitas em um modelo de potencial rigido de galdxia

contendo uma barra. Variando o conjunto de parametros do modelo, eles estudaram as
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principais familias de érbitas peridédicas bem como orbitas nao periédicas. Foi demonstrado
que no interior da corrotacao existem duas familias de érbitas progradas (uma confinada em
raios pequenos e outra alinhada com a barra) e também uma familia de érbitas retrogadas.
Eles também perceberam que barras mais massivas possuem mais Orbitas irregulares,
afetando a construcao de barras auto-consistentes. Fora da corrotacao, também foram
encontradas duas familias principais de érbitas progradas, bem como uma familia -1/1
ressonante. Pfenniger (1984) focou em modelos 3-dimensionais. Um importante apéndice
faz parte de sua publicacao, onde o autor apresenta uma forma polinomial muito util para
o potencial de Ferrers (Ferrers, 1877) (potencial este que representa muito fielmente uma

barra galactica).

Combes et al. (1990) apresentaram um conjunto de simulagoes de N-corpos nao
colisionais de galaxias discoidais, das quais concluiram que todas as barras que se desenvol-
vem em modelos realisticos tomam, depois de certo tempo, uma forma parecida com um
amendoim (peanut-shape). Olle e Pfenniger (1998) estudaram a estabilidade dos pontos de
Lagrange e das 6rbitas periddicas verticais em volta deles. Skokos, Patsis e Athanassoula
(2002a), Skokos, Patsis e Athanassoula (2002b), Patsis, Skokos e Athanassoula (2002),
Patsis, Skokos e Athanassoula (2003) publicaram uma série de artigos estudando érbitas
periédicas em um modelo de potencial de galaxia barrada analisando a influéncia dos
parametros do modelo na natureza dessas érbitas e suas familias. Kaufmann e Patsis (2005)
sugeriram que, para razoes axiais suficientemente grandes da barra, as 6rbitas estaveis

com trajetéria de hélice (propeller-shapes) tém grande influéncia na estrutura da barra.

Manos e Athanassoula (2011) calcularam a porcentagem de érbitas regulares e
cadticas para quatro conjunto de parametros de um modelo de potencial onde cada
conjunto representava um tipo de barra diferente. Bountis, Manos e Antonopoulos (2012)
distinguiram orbitas fracamente cadticas de orbitas fortemente cadticas em um modelo de
galaxia barrada. Manos e Machado (2014) e Machado e Manos (2016) escreveram sobre
a estabilidade em galdxias barradas utilizando potenciais analiticos, ja dependentes do
tempo, baseados em simulagoes N-corpos para conseguir os parametros necessarios. Zotos
e Caranicolas (2016) utilizando um modelo que consistia de um oscilador harmonico e um
componente esférico, calcularam as porcentagens de Orbitas cadticas e de diferentes tipos
de 6rbitas regulares. Eles forneceram evidéncias que, ademais da tradicional familia x,

diversos outros tipos de érbitas ressonantes podem dar suporte a estruturas de barra.

Baseados nos apontamentos exibidos acima, podemos notar a importancia do estudo
da dindmica orbital para compreender a estabilidade em barras galacticas. Este é um tema
de muito interesse atual onde as pesquisas estdao em pleno desenvolvimento. Na presente
tese de doutorado, propomos aplicar os métodos SALI/GALI (Skokos, 2001; Skokos et al.,
2002; Skokos et al., 2004; Skokos et al., 2003; Skokos; Bountis; Antonopoulos, 2007), que

sao ferramentas matematicas capazes de distinguir movimentos regulares e cadticos, em
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potenciais gravitacionais analiticos com intuito de estudar a influéncia da barra galactica
na estabilidade das orbitas imersas nestes potenciais. Serdao trabalhados potenciais com a
barra fixa, seguindo os modelos fornecidos por Manos e Athanassoula (2011), bem como
outros dois modelos inéditos que representam situagoes extremas de barra (uma barra
muito massiva e uma barra "mais axissimétrica"). Também trabalharemos potenciais de
barras dependentes do tempo, ou seja, que evoluem com o tempo. Para realizar este tltimo
estudo, nos inspiraremos na famigerada galaxia barrada NGC 936 para a extracao de
parametros e faremos um potencial onde a barra surge e cresce linearmente com o tempo.
Pretende-se, desse modo, estudar érbitas em potenciais dependentes do tempo, uma vez
que sabemos que a formagao de uma barra é um processo secular longo e complexo, que
pode ter diversas histérias. E consenso, também, que nenhuma galdxia nasce barrada:
a barra pode se formar, se alterar (aumentar, diminuir, rotacionar, ...) e se extinguir
com o passar do tempo, em processos que dependem dos parametros das galaxias que as

hospedam.

Com o intuito de deixar este texto autossuficiente, sua redagao foi dividida em trés

partes:

I Fundamentos Matematicos: onde sao descritos conceitos sobre sistemas dinamicos,

caos e teoria potencial;

IT Fundamentos Astrofisicos: onde se discute sobre galaxias e sdo apresentados os

potenciais gravitacionais elegidos para a pesquisa;

ITI Desenvolvimento: onde sao exibidos e analisados os resultados dos estudos realizados
tanto com potenciais fixos (com pardmetros inspirados em Manos e Athanassoula
(2011)) quanto dependentes do tempo (com pardmetros inspirados na galaxia barrada
NGC936).

Alguns tépicos da pesquisa que foram omitidos no texto principal ou tépicos que

complementam a teoria apresentada sao discutidos nos apéndices.

O trabalho aqui exposto é fruto de uma coorientacao dos Drs. Irapuan Rodrigues
de Oliveira Filho (UNIVAP, Brasil) e IvAnio Puerari (INAOE, México). O doutorando
desfrutou de uma estadia de 6 meses na sede do Instituto Nacional de Astrofisica, Optica
y Eletronica (INAOE) - México, durante o segundo semestre de 2016, para realizar parte

de sua pesquisa de doutorado sob a supervisao de seu coorientador.
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2 SISTEMAS DINAMICOS E CAOS

Neste capitulo, dividido em quatro secoes, trabalha-se os conceitos de Sistemas
Dinamicos e Caos, enfatizando os Sistemas Hamiltonianos, uma vez que, este tipo de
sistema ¢é o que utilizaremos para modelar o movimento de uma particula de teste em uma

galédxia barrada.

O intuito aqui é, também, descrever algumas ferramentas matematicas que darao
suporte para o detalhamento dos Métodos SALI e GALI, os quais nos permitem distinguir
entre comportamento ordenado e cadtico em Sistemas Dinamicos Hamiltonianos, dadas as

condicOes iniciais.
2.1 SISTEMAS DINAMICOS E CAOS

Definicao 2.1. Um sistema dinamico é um sistema de n equagoes diferenciais de primeira
ordem em n variqveis xx(t) € X C R dependentes do tempo t para k € {1,2,...,n} et € R.
Considerando o vetor x(t) = (x1(t), z2(t), ..., x,(t)) € R", podemos denotar o sistema por:

$—E—

(1)

O espago de n dimensdes em que x1, To, ..., T, s20 coordenadas é chamado de espago
de fase. Dizemos que o vetor x(t) é um vetor de estado no espago de fase D C R" do
sistema. Um sistema em que o campo vetorial f nao depende explicitamente de ¢ é chamado

autonomo.

Vamos, neste momento, definir caos. Existem varias defini¢oes distintas de caos na
literatura e, nesta tese, serd considerada uma definicdo com apelo topoldgico, dada por
Devaney (1989):

Definicao 2.2. Seja X um espaco métrico. Uma aplicacio f: X — X € cadtica em um

conjunto invariante Y C X, se:

(i) f € topologicamente transitiva em Y;
(ii) [ apresenta sensibilidade as condigoes iniciais;

(iii) O conjunto dos pontos periddicos de f é denso em X.

2.1.1 ENTENDENDO A DEFINICAO TOPOLOGICA DE CAOS

Para o melhor entendimento da Definicao 2.2, vamos apresentar alguns conceitos

matematicos prévios:
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Definicao 2.3. Uma métrica em um conjunto X é uma funcao d : X x X — R que
associa a cada par de pontos x,y € X um niumero real d(x,y), chamado distincia entre x

ey, de tal modo que:

(1) d(z,z) =0 ed(z,y) >0 se x #y;

(2) d(z,y) = d(y, ),

(3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para quaisquer z,y,z € X.

Um espago métrico é um par (X, d) formado por um conjunto X e uma métrica d
em X.

-

E uma convencao, desde que nao exista perigo de confusao, nos referirmos ao

'espago métrico X", deixando subentendida a métrica d.

Definicao 2.4. Sejam X e Y espacos métricos. Um homeomorfismo de X sobreY € uma

bijecio continua f: X — Y em que a inversa f~':Y — X também é continua.

Contrariando o que ocorre em Algebra Linear, onde a inversa de uma transfor-
magao linear bijetiva é também linear, ou em Teoria dos Grupos, onde o inverso de um
homomorfismo® bijetivo é ainda um homomorfismo, em Topologia ocorre o fenomeno de
existirem funcdes continuas bijetivas tais que as inversas sao descontinuas. Vide Lima

(2009) para encontrar exemplos deste fato.

Definicao 2.5. Seja Y C R". O conjunto Y € chamado de conjunto invariante do sistema

dx(t)
O _ faie)

se x(ty) € Y implicar x(t) € Y para todo t > t.

Podemos interpretar a Definicdo 2.5 por: um conjunto Y ¢ dito invariante se as

orbitas que iniciam em Y permanecem em Y.

Definigao 2.6. Sejam (X, d) um espago métrico e A um subconjunto de X . Dizemos que A
¢ aberto em X se, para todo a € A, existe um € > 0 tal que B(a,¢) = {x € X/d(z,a) < €}

estd inteiramente contida em A, ou seja, B(a,€) C A.

Definicao 2.7. Seja X um espagco métrico. Uma aplicacao f : X — X ¢é topologicamente
transitiva em X se, dados dois conjuntos abertos quaisquer, U C X eV C X, existe k € N
tal que f*(U)YNV # 0, onde f* representa a k-ésima iteragio de f.

1

Nao confundir com homeomorfismo. A definicdo de homomorfismo necessita de diversos conceitos
algébricos prévios e pode ser conferida em qualquer livro de Algebra Abstrata.
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A Definicao 2.7 implica a existéncia de pontos que, eventualmente, movem-se, sob
iteracao, de uma vizinhanga a outra aleatoriamente. Consequentemente o conjunto X da

Defini¢ao 2.1 nao pode ser decomposto em dois conjuntos abertos invariantes disjuntos
(Skokos, 2010b).

Definigao 2.8. Seja (X, d) um espago métrico. A aplicagio f: X — X possui sensibi-
lidade as condigoes iniciais se existe 6 > 0 tal que para todo x € X e todo € > 0 existe
y € X com d(z,y) < € e existe um n € N tal que d(f*(z), f*(y)) > 6, onde f* representa

a k-ésima iteracao de f.

Podemos afirmar, segundo a Defini¢ao 2.8, que quando f possui sensibilidade as
condigbes iniciais, existe, pelo menos, um ponto préximo de z € X (podem existir mais de

um) que se afasta conforme acontecem as iteragoes de f.

Definicao 2.9. Um ponto x € X € periédico se f*(x) = x, para algum k € N, onde f*

denota a k-ésima iteracao de f. Dizemos que k é o periodo.

E usual denotar o conjunto dos pontos periédicos de f de periodo n por Per,(f).

Observagao 2.1. Uma vez que f(x) = x, chamamos z de ponto fixo de f. O conjunto de

todos os pontos fixos de f é denotado por Fix(f).

Definig¢ao 2.10. Sejam (X, d) um espago métrico, A um subconjunto de X ea € X. O
ponto a diz-se aderente ao conjunto A quando para cada € > 0, existe v € A tal que
d(a,x) < e.

Definicao 2.11. O fecho de um conjunto A em um espago métrico X é o conjunto A de

todos os pontos de X que sdo aderentes a A.

Portanto, escrever a € A é 0 mesmo que afirmar que o ponto a é aderente a A em

X.

Definigao 2.12. Um subconjunto A C X diz-se denso em X quando A = X.

Podemos entéo, seguindo Skokos (2010b), dizer que da Definigao 2.2, caos possui

trés ingredientes:

(i) Indecomponibilidade: Pois f é topologicamente transitiva em Y;
(ii) Imprevisibilidade: Pois f apresenta sensibilidade as condigoes iniciais;

(iii) Um Elemento de Regularidade: Pois o conjunto dos pontos periédicos é denso

em Y.
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Ainda afirma Skokos (2010b) que usualmente, nas ciéncias aplicadas, costuma-se
focar na condicao (ii) da Definigdo 2.2 e utilizar a nogao de caos em detrimento da

sensibilidade as condic¢oes iniciais.

2.1.2 O ATRATOR DE LORENZ

Um exemplo de sistema cadtico é o famoso Atrator de Lorenz (Lorenz, 1963). Este
sistema foi estudado pelo matematico e meteorologista Edward Lorenz, que o derivou

simplificando equagoes de rolos de conveccao térmica que ocorre na atmosfera.

O modelo utilizado consiste de uma atmosfera bidimensional retangular, onde a
extremidade inferior possui temperatura maior do que a extremidade superior. Dessa
forma, o ar quente sobe e as correntes de ar frio descem, criando uma troca de calor por

convecgao.

Trata-se de um sistema nao linear, tridimensional e deterministico que exibe

comportamento cadtico.

O Atrator de Lorenz é regido pelo sistema de equagdes:

d
ﬁza(y—x)
&y _ T — T2 —
d
dszfvy—ﬁz

As constantes o, p e 8 sdo reais, positivas e representam, respectivamente, o quoci-
ente entre a viscosidade e a condutividade térmica, a diferenca de temperaturas entre as
camadas inferior e superior e o quociente entre as dimensoes do retangulo analisado. Os
valores usuais sao 0 = 10,p =28 ¢ f = 2 As varidveis dependentes do tempo z(y), y(t)
e z(t) representam, respectivamente, o fluxo convectivo, a distribui¢do de temperaturas

horizontal e a distribuicao de temperaturas vertical.

A sensibilidade as condigoes iniciais se torna explicita quando se observa a evolugao
da trajetoria para duas condigOes iniciais levemente distintas. Para exibir este fato,
escolhemos as seguintes condigoes iniciais: a primeira com x = 10, y =10 e 2z = 10; e a
segunda com z = 10.01, y = 10 e z = 10. A Figura 1 (a) mostra a evolugao apenas do
primeiro vetor conforme t varia de 0 a 200. J& a Figura 1 (b) mostra a evolugao de ambos

as condigoes iniciais para comparagao.

A divergéncia de ambas as trajetérias evidencia que uma alteracdo minima nas
condigoes iniciais, elimina a previsibilidade do sistema. A Figura 2 exibe em detalhes as
diferencas, em funcao do tempo, das coordenadas x, y e z para ambas as condig¢oes iniciais

descritas anteriormente.
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Figura 1 — Atrator de Lorenz

(b) Evolugdo de duas trajetorias com condigoes

(a) Evolugdo de uma trajetéria no Atrator de iniciais levemente distintas no Atrator de Lo-
Lorenz com condigoes iniciais = 10,y = 10 renz. A trajetoria azul possui condigdes inici-
e z =10. ais x = 10.01,y =10 e z = 10.

Atrator de Lovenz Atrator de Lovenz: Sensibilidade as Condiches Iniciais

Fonte: o autor.

Figura 2 — Detalhes das diferencas de evolugao entre as trajetorias apresentadas na Figura
1 no Atrator de Lorenz

(a) Comparacao t x z(t) das Tra-  (b) Comparagdo ¢ x y(t) das Tra-  (c) Comparagio t X z(t) das Tra-
jetérias jetérias jetérias

(i 1 |'((|1”’

Fonte: o autor.

Nota-se pela Figura 1 que a evolugao do vetor de estado no espago de fase possui uma
trajetéria que se assemelha as asas de uma borboleta. Devido a este fato e a sensibilidade
as condigOes iniciais, o Atrator de Lorenz foi a inspiracao para o titulo da palestra de
Edward Lorenz, em dezembro de 1972, no 139° encontro da American Association for
the Advancement of Science. A palestra foi intitulada "Predictability: Does the Flap of a
Butterfly’s Wings in Brazil Set a Tornado in Texas?" que, em traducao livre, quer dizer

"Previsibilidade: Sera que o bater de asas de uma borboleta no Brasil pode iniciar um
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tornado no Texas?". A Figura 3, retirada de um documento do site do M.I.T. (Massachusetts

Institute of Technology), mostra informagoes desta palestra.

Figura 3 — Informacdes sobre a palestra apresentada por Lorenz no 139° encontro da
American Association for the Advancement of Science em 1972.

AMERICAN ASSOCIATION FOR THZ ADVANCEMENT OF SCIENCE, 139th HEETING

Subjectesnenresannosaiiiivssassnns Predietability; Does the Flap of a But-
terfly's wings in Brazil Set 0ff a Tor-
nado in Texas?

AULHOY v sassssssasssnsnsssssnssnsesEdward . Lorenz, Sc.l.
Professor of lleteorology

AddTesSsesesessscrsnsnsnnsesanssnallassachusetts Institute of Technology
Cambridge, llass, 02139

TiM@ssgnansnasssncensssnscaesarssslli00 a.m., December 29, 1972

PlaCB.sesenesrannsrancansans «esssseSheraton Park Hotel, Wilmington Room

ProgralesssssnssnasssssssssssssessAAAS Section on Environmental Sciences
ilew Approaches to Global Veather: GARP

{(The Global Atmospheric Research Program)

Convention AddressS.sssssssssssssssSheraton Park Hotel

RELEASE TIIIE
10:00 a.nm., December 29

Fonte: American Association for the Advancement of Science (1972)

Sempre que falamos de caos em um atrator estranho estamos nos referindo a um
sistema dissipativo. Neste ponto deixamos claro que utilizamos o Atrator de Lorenz apenas
como um exemplo motivacional para o caos, pois os sistemas que vamos abordar ao longo

dessa tese sao hamiltonianos e nao dissipativos.

2.2 SISTEMAS HAMILTONIANOS

Nesta secdo, considere: U C RY x RY = R*V onde U é aberto em RY x R¥,

Um pOIltO de U ¢é denotado por X = (QDQZ?' 4N, P1, P2, 7pN)a onde qi € Pi, para

i€ {l,2,--- N}, sdo, respectivamente, coordenadas de posigdo e de movimento.

Definicao 2.13. Uma Funcao Hamiltoniana é uma aplicacao H : U — R diferencidvel
e de classe C?.

Definicao 2.14. Dada uma Funcao Hamiltoniana H : U — R, o Campo Vetorial

Hamiltoniano associado xg : U — RN x RN ¢ definido por

OH OH OH OH

XH(q17”'7qN7p17'“7pN): 671)17 "7%7' ) aq17 ) 8qN
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Este campo associa-se ao sequinte sistema de equagoes diferenciais de 1% ordem:

dt O

(2.1)
dpk . 0H
dt g

onde q(t) e pr(t) sao as coordenadas de posicao e movimento, respectivamente, e k €
{1,2,...,N}.
O sistema (2.1) é denominado Sistema Dinamico Hamiltoniano com N Graus de

Liberdade.

2.2.1 ESTRUTURA SIMPLETICA LINEAR

Definigao 2.15. Uma Estrutura Simplética do R*YN é uma matriz J € Mon(R) da forma
0 1
J = ( N N ), onde Oy € a matriz nula de ordem N e Iy € a matriz identidade de

—In Oy
ordem N.

Proposigao 2.1. Sendo J € Myn(R) Estrutura Simplética de R*N | sdo verdadeiras:

(i) J* = —Ihn
(ii) J7'=JT = —J, onde T denota transposi¢io e —1 inversdao de matrizes.
OH
dq
Denotando v H := ,onde q = (q1, - ,qv) e p = (p1,--+ ,pn), podemos
o
op
expressar o Campo Hamiltoniano da seguinte maneira:
OH OH
op On  In oq
XH = = . =JvH
OH —Iv O OH
0q p

Defini¢ao 2.16. Denomina-se Matriz Simplética com Multiplicidade k (ou Matriz k-
Simplética), matrizes S € Moy (R) tais que

ST.JS =k.J
onde J é Estrutura Simplética do R*N e k € R — {0}.

Observacao 2.2. Na Definicio 2.16, quando k =1 a matriz denomina-se simplesmente

Simplética.
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Observacao 2.3. Observa-se que a matriz Iy é simplética.

Proposigao 2.2. Se S € Myn(R) é simplética e detS # 0, entdo S~ é simplética.

Demonstracdo. Pela Observacao 2.3, temos:

I JIr=7J

Como S.S7! = I, temos

(8.5 Hr IS S H=J= (SH.s". ]SSt t=J
E como S é, por hipétese, simplética, temos ST..J.S = J, o que implica
(S Hr.Jst=1J

Portanto S~! é simplética. O

Proposiciao 2.3. Se S € Myn(R) e P € Myn(R) sao simpléticas, entao S.P e P.S

também sao simpléticas.

Demonstra¢io. Mostremos que S.P é simplética (para P.S a demonstracao é anélogal).

Como P é simplética, temos:

Pl gp=1J

Mas J = ST.J.S, pois S também ¢é simplética. Logo,

PT.(ST.J.S).P=J= (S.P)'.J(S.P)=J

Portanto S.P é simplética. ]
Definicao 2.17. Uma aplicacio F : RN — RN ¢ simplética, quando a Matriz Jacobi-
OF OF  OR
Ox;  Oxs Oxon
OF, OF,  OF,
OF Ox;  Oxs Oxon
ana M = JF(z) = e ¢ matriz simplética, ou seja,
x
8F2N aFQN 0F2N
Ox;  Oxs Ozan

MT.JM=J.
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Observacao 2.4. O conjunto das matrizes simpléticas, considerando a operacao multipli-

cagdo de matrizes, forma um grupo (no sentido algébrico) que usualmente é denotado por

S,.

Definicao 2.18. A forma bilinear Q0 : R?N x R?2N — R dada por

w1
On Iy . a
Qv,w) =< v, Jw >= ( vy e Ugn ) : = (vj.wNtj—UN+jW;),
—In Oy =1
WanN
é denominada Forma Canodnica Simplética.
Proposigdo 2.4. Sejam v = (vy, -+ ,van) € w= (wy, -+ ,way) em R*>N e J Estrutura

Simplética de R*N. Entdo < v, Jw >= — < Jv, w >.

Demonstracao. De fato,

w1
On Iy . a
<v,Jw>= ( V1 o+ UaN ) : =Z(Uj.wN+j—vN+j.wj)
—Iny On =1
WaN
Oy I o N
N AN )
< Jv,w >= : ( wy -+ WanN ) = Z(UN+]'.U)J' — vj.wNH)
—In Oy =1
UoN
N N
Como > (vj.wn4j — Untj-wj) = — Y (Unpj.w; — vj.wN4;), segue que < v, Jw >=
=1 =1
—<Jv,w >. O
Corolério 2.1. Sejam v= (vy,--- ,von) € R? ¢ Q : R2V xR?Y — R a Forma Candnica

Simplética. Entio Q(v,v) = 0.

Demonstragio. Como, pela Proposicao 2.4, Q(v,v) =< v, Jv >= — < Jv,v >=
—Q(v, V), segue que Q(v,v) = 0. O

2.2.2 SUPERFICIE DE ENERGIA

Teorema 2.1 (Teorema da Conservagao de Energia). Se t — (q(t),p(t)) para t em
algum intervalo real I for uma curva integral de (2.1), entao existe uma constante real E
de modo que H(q(t),p(t)) = E.

Demonstracao. Derivando a Fun¢ao Hamiltoniana em relagdo ao tempo, teremos o resul-

tado zero, que mostra o teorema:

dH_ aquk 8Hdpk o . _
dt_(@qkdt apkdt> =<vH,JvH>=Q(yH,vH)=0
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Observagao 2.5. Nas hipoteses do Teorema 2.1, a Fungao Hamiltoniana é chamada de

uma integral primeira.

Dizemos, quando aplicado o Teorema 2.1, que H é uma Constante de Movimento.
Neste caso é dito que o Sistema Hamiltoniano (2.1) é conservativo, e dizemos simplesmente

que H representa a energia do sistema.

Assim, o conjunto definido como ¥, = {(q,p) € U/H(q,q) = h}, para h € R, é
conhecido como superficie de energia. Note que o fato de H ser uma integral primeira,
implica que as solugoes do sistemas estao em Y, para algum h. Desse modo, > é um
conjunto invariante. O espaco de fase dado pela superficie de energia pode ser Euclidiano
(ou um subconjunto dele) ou Nao Euclidiano, tal como uma esfera, um toro ou outra

variedade diferencidvel.

2.3 EQUACOES VARIACIONAIS QUE GOVERNAM A EVOLUCAO DE VETO-
RES DE DESVIO

Vamos discutir, neste momento, sobre as equagoes variacionais que governam a
evolugao temporal de vetores de desvios em sistemas continuos ou discretos. Para isso,
consideremos um Sistema Hamiltoniano Auténomo de N graus de liberdade com a Funcao

Hamiltoniana:

H(q17q27 -~ 4N, P15, P2, "'apN) = h = constante (22)
com g; e p; tais que ¢ € {1,2,...,N}.

Uma o6rbita, no espago de fase 2N-dimensional F deste sistema, ¢ dada pelo
vetor X(t) = <QI(t)7QQ(t)7 7QN(t)7p1(t)7p2(t>7 JpN<t>) com r; = g; € TiyN = Di
ie{l,2,--- N}

O tempo de evolugao desta orbita é governado pelas Equagoes Hamiltonianas de

Movimento, que na forma matricial sao descritas por

: 0H oOH
onde \WH = ( gi gg e g(fv g}z ZZ e g]fv ) e T indica transposicao de

matriz. A matriz J é Estrutura Simplética do R?V:

0 I
J— N In
—In Oy

onde Iy é a matriz identidade de ordem N e Oy é a matriz nula de ordem N.

Considerando a orbita x(t) no espago de fase 2N-dimensional, juntamente com

uma outra Orbita vizinha, com condig¢bes iniciais xg e xg + Ay, respectivamente, com Ay
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tao pequeno quanto se queira, temos que elas evoluem com o tempo formando o vetor

tangente Ax(zo,t), com a norma Euclidiana d(xg) = ||Ax(zo,t)||.

Um vetor de desvio w(0) = (Az1(0), Az2(0),- -, Azan(0)) inicial de uma érbita

x(t), evolui no espago tangente 1" x E de E de acordo com as Equagbes Variacionais

cﬁ;tv =[O 2 H(x(t))].w:= B(t).w (2.4)
com W = (Axy, Ay, -+, Axoy)T e s72H(x(t)) indicando a Matriz Hessiana? do Hamilto-

niano (2.2) calculada em relagdo a 6rbita x(t), isto é,

O H

ViH(x(t))i; = e, |x(t)

onde 7,7 € {1,2,...,2N}. Vide Figura 4 para uma representagao da evolucdo temporal de

um vetor de desvio.

Figura 4 — Uma representacao para a evolugao temporal de um vetor de desvio.

w(t)

Fonte: o autor.

Note que (2.4) forma um conjunto de equagoes diferenciais em relacao a w, tendo
coeficientes que dependem do tempo, uma vez que B(t) depende da érbita (que é fungao

do tempo).

A solugao de (2.4) pode ser escrita como

onde Y (t) é denominada de Matriz Fundamental de Solugoes de (2.4) e satisfaz

Y (8) = Vf(x(1).Y (1) = A(1).Y (1)

com Y (0) = Iy

2

Vide Massago (2010) para detalhes sobre Matriz Hessiana.
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Consideremos agora o caso onde o tempo é discreto (t = n € N) em um sistema

dindmico conservativo.
A evolugao de uma orbita no espago 2/N-dimensional £ de uma Aplicacao Simplética

F :R?N — RV § governada pela equacdo diferencial

x(n+1) =x,41 = F(x5) (2.5)

Neste caso, a evolu¢ao de um vetor de desvio w(n) = w,,, em respeito a érbita x,,

é dada pela Aplicagdo Tangente

OF (x,)
ox

wn+1)=w, = W, (2.6)

2.4 FERRAMENTAS MATEMATICAS DETECTORAS DE ORDEM E CAOS

O problema da distingdo entre comportamento ordenado ou caético em sistemas
dinamicos é essencial para o estudo da area. Sendo assim, necessitamos conhecer ferra-
mentas matematicas que nos ajudem a identificar movimentos ordenados ou cadticos na

caracteristica de uma 6rbita.

Nesta secao apresentaremos trés destas ferramentas:

(i) O Métodos dos LCEs (Expoentes Caracteristicos de Lyapunov)
(ii) O Método SALI (Menor Indice de Alinhamento)

(iii) O Método GALI (Indice de Alinhamento Generalizado)

O objetivo, neste momento, nao é dar um tratamento excessivamente formal a
cada uma delas. As defini¢oes dos trés métodos serao apresentadas, assim como os seus
principais resultados. Para o Método dos LCEs, um tratamento formal e completo pode ser

consultado em Skokos (2010b). J& os Métodos SALI e GALI, estao descritos em detalhes
no Apéndice C.

2.4.1 O METODO DOS LCES (EXPOENTES CARACTERISTICOS DE LYAPU-
NOV)

Os Expoentes Caracteristicos de Lyapunov (ou LCEs, devido a Lyapunov Cha-
racteristic Exponents), sao muito importantes para o estudo de sistemas dindmicos, pois
constituem a forma mais cléssica para se fazer distin¢ao entre comportamentos ordenados

ou cadticos no espaco de fase conforme ¢ evolui.

A grosso modo, os LCEs de uma determinada érbita descrevem a taxa de separagao

desta com outras Orbitas vizinhas.
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A definicao matematica dos LCEs possui suporte no Teorema Multiplicativo de
Oseledec (Oseledec, 1968). Nao nos aprofundaremos na teoria dos LCEs, porém, tal
apresentacao pode ser encontrada detalhadamente em Skokos (2010b), juntamente com as

demonstragoes das propriedades que serao apresentadas adiante.
O fluxo de x(t) de um sistema autoénomo de primeira ordem ¢é dado por:

dx(t)

3 F(x(t))

onde F' é o campo de velocidade. Considerando a 6rbita em um espaco de fase 2/N-
dimensional F, juntamente com uma outra orbita, vizinha a primeira, com condigoes
iniciais xg e xg + Ay, respectivamente, com A, tdo pequeno quanto se queira, temos que

elas evoluem com o tempo formando o vetor tangente Ax(zg,t), com a norma Euclidiana:

d(o) = || Ax(xo, 1)]

Denotando Ax = (Axy, Axg, -+, Axoy) = W, temos um vetor de desvio, cujo a

evolugao temporal é conseguida pelas Equagoes Variacionais (2.4).

A taxa média de divergéncia exponencial destas duas érbitas vizinhas é dada por:

[[w(t)|] (2.7)

1
L = L(xg,w) = Jim 7 In
Desta defini¢ao, seguem as propriedades:

a) L existe e é finito;

b) Existe uma base €; 2N-dimensional para o espaco de fase F tal que, para todo w,
L assume um dos 2N valores L;(x0) = L(xo,€;), Vi € {1,2,--- 2N}, os L;’s sdo
chamados Exponentes Caracteristicos de Lyapunov (LCEs) e o conjuto de todos

estes expoentes ¢ chamado de Espectro de Liyapunov;
¢) Os LCEs obedecem a ordenacdo Ly > Lo > -++ > Loy;

d) Se Ly = Lyja: (Maximo Expoente Caracteristico de Lyapunov) for positivo, ou seja,

Ly > 0, entao a orbita sera cadtica;

e) Se Ly = Ly, for nulo, ou seja L; = 0, entdo a 6rbita serd ordenada.

2.4.2 0O METODO SALI (MENOR iNDICE DE ALINHAMENTO)

O Método do Menor Indice de Alinhamento (ou SALI, devido a Smaller Alignment
Indez), foi originalmente desenvolvido para distinguir érbitas ordenadas ou cadticas em
Sistemas Hamiltonianos e Aplicagoes Simpléticas (Skokos, 2001; Skokos et al., 2002; Skokos
et al., 2004; Skokos et al., 2003).
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Para calcula-lo, segue-se, simultaneamente, a evolucao temporal de uma érbita de
referéncia juntamente com dois vetores de desvio com condigoes iniciais wy(0) e wo(0),
normalizando-os da seguinte maneira:

o wi(t)
will) = ]

para i € {1,2} e ||.|| denotando a norma Euclidiana usual.

SALI é definido como:

SALI(t) = ming|[w(t) + wa ()], [[wi(t) — wa(t)[[} (2.8)

Pode ser demonstrado (Skokos, 2001; Skokos et al., 2004), que no caso de 6rbitas
cadticas, os vetores de desvio Wy e W, eventualmente, se alinham na direcao definida pelo
Maximo Expoente Caracteristico de Lyapunov (MLE) e SALI(t) cai exponencialmente

para zero:
SALI(t) ox e~ (L1-L2)t

com L; e Ly os maiores LCEs.

Também, segundo Skokos e Bountis (2012), quando o comportamento é ordenado,
a orbita se desenvolve sobre um toro e, eventualmente, os vetores w; e ws caem no espago
tangente ao toro, seguindo uma ¢! dependéncia temporal. Neste caso, o SALI oscila em

valores nao nulos (Skokos, 2001; Skokos et al., 2004), ou seja:

SALI(t) ~ constante > 0,t — o0

Podemos, desse modo, ter uma distincao clara entre comportamentos ordenados e

cadticos.

2.4.3 0O METODO GALI (INDICE DE ALINHAMENTO GENERALIZADO)

O Método do Indice de Alinhamento Generalizado (ou GALI, devido & Generalized
Alignment Index) é, como o nome sugere, uma generalizagdo do Método SALI, onde sao
utilizados k vetores de desvio de uma Orbita em vez de apenas dois (Skokos; Bountis;
Antonopoulos, 2007).

O Indice de Alinhamento Generalizado de Ordem k, denotado por GALI,, onde
2 < k < 2N, ¢é determinado através da evolugcao de k vetores de desvio inicialmente
linearmente independentes, w;(0), i € {1,2,--- /k}. A exemplo do Método SALI, os

vetores de desvio w;(t) sdo normalizados desta forma:

o w;(t)
¥ill) = o]

onde i € {1,2,--- /k} e ||.]| denota a norma Euclidiana usual.
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GALI,, é definido como:
GALIL(t) = ||Wi(t) Awa(t) A« Awi(t)]| (2.9)

onde A indica o produto exterior® entre vetores.

Da definicao de GALI} temos que se, pelo menos, dois vetores de desvio se tornam

linearmente dependentes, o produto exterior se torna zero e GALI} é nulo.

No caso de érbitas cadticas, todos os vetores de desvio tendem a ser linearmente
dependentes, se alinhando na direcao definida pelo Maximo Expoente Caracteristico de

Lyapunov (MLE), e GALI} tende a zero exponencialmente segundo a lei:

GALIL(t) o e~ (=) +(la=La)tt(La=Ly)lt

com Ly, ---, L sendo os k maiores LCEs.

Ja no caso de oOrbitas regulares, tais érbitas, no espaco de fase, estao retidas em
um toro 2N-dimensional. Para m < k vetores de desvio tomados inicialmente no espago

tangente ao toro, temos que:

constante, se2 < k < N
1
GALI(t) o< { i) —m> se N<k<2Ne(0<m<k—-N (2.10)
—— seN<k<2Nem>k—N
tka

onde m < Nem<k.

3 Vide Bassalo e Cattani (2009) para detalhes sobre produto exterior.
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3 CONCEPCOES BASICAS DA TEORIA DO POTENCIAL

3.1 POTENCIAL DE UM CAMPO VETORIAL

Definicao 3.1. Um campo vetorial é uma funcdao vetorial F:V C R3> — R? continua.

Definicao 3.2. O trabalho de um campo vetorial F: V C R3 — R3 ao longo de uma

curva C é definido como sendo a integral de linha
W(C) = /C F.dP (3.1)

onde a curva C' é suposta diferencidvel por partes, isto é, C' é a imagem do intervalo [0, 1]
pela fungao vetorial P(t) = (x(t),y(t), 2(t)) onde x(t),y(t) e z(t) sdo fungoes diferencidveis

por partes.

Sendo F(z,y,z) = (L(z,y,2),M(x,y,z2), N(x,y,2)), a equagao (3.1) pode ser
escrita como

W(C) = [ Liay,2)de+ M(z,y, 2)dy + N(,y,2)d=

Definicao 3.3. Um campo vetorial F:V C R?* — R3 € dito derivar de um potencial se
existe uma fungao escalar ® : W C R3 — R continuamente diferencidvel tal que F = <7 ®.

A funcio ® é chamada de potencial do campo F.
3.2 CAMPOS VETORIAIS CONSERVATIVOS

Definicao 3.4. Um campo vetorial F: V C R® — R3 é chamado de conservativo quando
W(C) = [ F-dP for independente de caminhos, isto é, W(Cy) = W(Cs) para quaisquer

curvas Cy e Cy que possuam os mesmos pontos iniciais e finais.

Dada a Definicao 3.4, é possivel demonstrar alguns fatos sobre campos vetoriais

conservativos.

Teorema 3.1. Um campo vetorial F € conservativo se, e somente se, F deriva de um

potencial.

Demonstragio. (=) Seja F = (L, M, N) um campo vetorial conservativo. Para provar

0P 0P 0P
que F = sy ®, basta provar que — =L, — =M e — = N.
ox dy 0z
Temos que a funcao
P
O(P) = F-dP
Po

independe da curva que liga Py a P.
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Considere P(x,y,z) e P+ AP = (z + h,y, z), entao

AD  D(P+ AP)—d(P)

1<I>P AP)—®(P ! P+APFdP PFdP
— - - = L@(PrAP)0(P) = o ([ FdP- [ FdP)=
P P+AP P+AP 1 (P+AP
— [ F.apr+ F.dP) / F. dP+/ F-dP) (/ F.dP) —
Py Po ~h'p
1 z+h 1 z+h
(/ de+/ Mdy+/ Ndz):—(/ Ld)
h*Jz Y z h*Jx
e pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, temos
AP
0<AKLI1
0P
Pela continuidade de L, fazendo h tender a zero, obtém-se e = L.
Agora considere P(z,y,z) e P+ AP = (xz,y + h, z), entdo
ADd P+ AP)—d(P) 1 1, rpP+aorp P
— — (B(P+AP)—B(P)) = / F.dP— [ F.dP)=
> - H@PaP)-e(P) = ([ [ Fap)
P P+AP P+AP 1 [P+AP
— [ Fapr+ F-dP) / F. dP+/ FdP)= ([ Fdp)=
Py Py h r
1 T 1 y+h
(f de+/ Mdy+/ Ndz) = 3([" Mdy)
h x Yy z h )
e pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, temos
AP
=M A
N (x,y + Ah, 2)
0<AKL1
- ) 0P
Pela continuidade de M, fazendo h tender a zero, obtém-se Evie M.
Y
Por fim considere P(x,y,2) e P+ AP = (x,y,2z + h), entao
ADd P+ AP)—®(P) 1 1, pP+4or P
— = (B(P+AP)—®(P)) = / F.dP— [ F-dP)=
~ 4 S@P+aP)-a(r) = ([, [ Fap)
P P+AP P+AP 1 P+AP
— [ Far+ F.dP) / F. dP+/ F.dP) (/ F.dP) —
Py Py ~h e

/de+/ Mdy+/ Ndz) / Ndz)

e pelo Teorema do Valor Médio para Integrais, temos

AD
FLL’ :N(x,y,z—i—Ah)
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0<AK1

Pela continuidade de N, fazendo h tender a zero, obtém-se — = N.

0z
Portanto, F = sy®. Ou seja, F deriva de um potencial .

(<) Seja C uma curva P(t) = (z(t),y(t), z(t)) com ponto inicial Py e ponto final P;, isto
é, P(O):POeP(l):P1

Entao, como F = 7@, temos

/F AP — /—d +a—q)d +2®d

ou, desde que C seja diferencidvel por partes

1
/F AP = / 22 8§y’(t)—|—8q)z’(t))dt:

= /01 gtqb(P(t))dt = O(P(1)) — ®(P(0)) = ®(P) — P(F)

Isto mostra F é um campo vetorial conservativo, pois W(C) = [ F - dP depende

apenas dos pontos inicial e final da curva C.

O

Pode-se entender do Teorema 3.1 que se F é um campo vetorial conservativo que

deriva do potencial ®, entao

W((J):/CF-dP:/Cvcb-dP:@(Pl)—<I>(P0)

Outra consequéncia imediata é que sempre que C' for uma curva diferenciavel por
partes fechada, entao
W(C):f F.dP =0
c

O proximo teorema fornece uma condigao necessaria (mas nao suficiente) para que

um campo vetorial F : V C R?* — R3 seja conservativo.

Teorema 3.2. Se F:V C R — R? é um campo vetorial de classe C*, entdo rotF =
(0,0,0).

Demonstrag¢io. Considere F = (L, M, N) o campo conservativo derivado do potencial ®.

) ) )
Desse modo, temos que 8— =L, — o _ =Me a— = N.
ox oy 0z

oL 8M8j 8N

Mostrar que rotF = (0,0,0) é equivalente a mostrar que a—y or’ 92 or
oM  ON

0z Oy
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Como F é de classe C*, resulta que ® é de classe C2. Temos entao:

00 _
or

0P

(‘Ty_
00 _
0z

v oL v oL
oydxr Oy €000 02

0 OM 9%

oM

oxdy  Ox c 0z0y T 0z
P® ON 9P  ON

i@xaz_%eay&z_aiy

Pelo fato de ® ser C?, pelo Teorema de Schwarz, segue que

Desse modo, tem-se

E portanto, segue o resultado.

0*®
0yox

0%
0z0x
0*®
020y

oL
dy
oL
0z
oM
0z

0?®

~ Oxdy

B 0%
020z
A
~ Oyoz

oM
" or
0N
© O
0N
Sy



Parte 1l

Fundamentos Astrofisicos






53

4 GALAXIAS

4.1 UM POUCO DE HISTORIA

As galaxias sdo gigantescos sistemas formados principalmente por um ntmero
enorme de estrelas, com contribuicdo de matérica escura, gases e poeira, que sao mantidas

ligadas gravitacionalmente.

A galdxia em que vivemos possui o nome de Via Lactea e é assim chamada por conta
de sua aparéncia leitosa, como um "caminho leitoso"que risca o céu, quando observada a
olho nu. Essa forma que cruza o céu com seu fluxo de luz branco e difuso foi, ao longo dos
séculos, objetos de muitas lendas e mitos. Os gregos a associavam com um rio de leite que
flufa do peito da deusa Hera (esposa de Zeus). A proépria palavra "galdxia'é oriunda da

palavra grega para descrever leite.

Em 1610, quando Galileu apontou sua luneta para a Via Lactea, pode conferir que,
na realidade, apesar da aparéncia continua, ela era composta por uma cole¢do de estrelas

que jamais poderiam ser observadas e distinguidas a olho nu.

Com a melhoria dos telescépios foi possivel entao observar um conjunto de nebulosas.
Eram objetos que a aparéncia se diferenciava de estrelas, porém possuiam natureza
indefinida para a época. Alguns astronomos sugeriam que estas estruturas estavam no
interior da nossa galdxia, outros defendiam a hipotese de que algumas dessas nebulosas
pareciam muito distantes e que estavam definitivamente fora da Via Lactea. Tal confronto
de ideias teve o seu apice em abril de 1920, quando dois astronomos, Harlow Shapey e
Heber Curtis, travaram um debate histérico que ficou conhecido como o "Grande Debate".
Shapley defendia que a localizacdo das nebulosas era no interior da Via Lactea e Curtis

defendia que as nebulosas estavam no exterior da nossa galéxia.

Progressos na astronomia observacional permitiram a confirmacao de que Curtis
estava correto. Muitas daquelas nebulosas, de naturezas anteriormente indefinidas, foram

confirmadas como sendo galaxias exteriores a nossa.

Desse modo, descobriu-se que a Via Lactea nao era a tnica galaxia presente no
Universo. Na verdade, no Universo existem incontaveis galaxias semelhantes a nossa. Cada

qual possui sua forma, tamanho e estrutura.

Em 1995, o Telescopio Espacial Hubble capturou uma imagem de uma pequena
regiao na direcao da constelacao da Ursa Maior. Cerca de 3 mil galaxias foram registradas,
mostrando para as pessoas da época que existiam muito mais galaxias do que se havia
pensado, com uma grande diversidade de formas e cores. A famigerada imagem, exibida na

Figura 5, ficou conhecida como The Hubble Deep Field, ou, Campo Profundo do Hubble,
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em portugués.

Figura 5 — The Hubble Deep Field

Hubble Deep Field " HST - WFPC2

PRC96-01a - ST Scl OPO - January 15, 1996 - R. Williams (ST Scl), NASA

Fonte: Hubble website (2017)

4.2 CLASSIFICACAO DAS GALAXIAS

Em meados do século XX, o nimero de galaxias descobertas foi tamanho que Edwin
Hubble, em 1926, decidiu criar uma classificagao morfolégica para elas (Hubble, 1926).
Dessa forma, as varias galaxias conhecidas seriam divididas em grupos de acordo com a
sua forma visual. A classificacao de Hubble nédo é a tnica classificacao para galaxias, porém
ainda é usada com frequéncia nos dias atuais. Hubble dividiu as galaxias nas seguintes

categorias: espirais, espirais barradas, elipticas e irregulares, conforme Figura 6.

Figura 6 — Classificagdo de Hubble
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Fonte: Oliveira Filho e Saraiva (2013)
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4.2.1 ESPIRAIS (S0,SA,SB E SC)

Quando visualizadas de frente, estas galaxias possuem uma estrutura em forma de
espiral muito nitida. Normalmente, tais galaxias possuem bojo, disco, halo e bragos que se

desenvolvem no formato espiral. Vide Figura 7 para um exemplo de galaxia espiral.

Como visto na Figura 6, as galdxias espirais se diferenciam entre si de acordo com

o tamanho de seu bojo e o desenvolvimento dos bragos espirais.

o S0: Possuem o bojo muito grande e bragos espirais que nao se fazem notar.
o Sa: Possuem o bojo grande e bragos com espirais pequenas e bem enroladas.

o Sh: Possuem bojo mediano e bracos espirais bem desenvolvidos com uma abertura

média.

o Sc: Possuem bojo pequeno e bragos espirais bem desenvolvidos com uma abertura

grande.

Figura 7 — M51 - Galéxia Espiral

‘ H;Jbb]u

Hertage

Fonte: Hubble website (2017)

4.2.2 ESPIRAIS BARRADAS (SBO0, SBA, SBB E SBC)

Estima-se que 65% das galdxias possuam uma estrutura elipsoidal central, atraves-
sando o bojo, denominada de barra (Eskridge et al., 2000; Sheth et al., 2003). Normalmente,
nas galdxias espirais barradas, os bragos partem das extremidades das barras. Vide Figura

8 para um exemplo de galdxia espiral barrada.
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Como visto na Figura 6, as galaxias espirais barradas se diferenciam entre si de
acordo com o tamanho do conjunto entre bojo e barra e o desenvolvimento dos bracos

espirais.

o SBO0: Possuem bojo e barra muito grandes e bracos espirais que nao se fazem notar.

o SBa: Possuem bojo e barra grandes e bragos com espirais pequenas com uma abertura

pequena.

o SBb: Possuem bojo e barra medianos e bragos espirais bem desenvolvidos com uma

abertura média.

o SBc: Possuem bojo pequeno, barra grande e bragos espirais bem desenvolvidos com

uma abertura grande.

Figura 8 - NGC1300 - Galéxia Espiral Barrada (SBc)

Barred Spiral Gal

A and The Hubbl (i 1A} » Hubble

Fonte: Hubble website (2017)

4.2.3 ELIPTICAS (EO ATE E7)

As galaxias elipticas sao galaxias que possuem uma forma elipsoidal e ndo apresen-
tam bracos espirais. Vide Figura 9 para um exemplo de galaxia eliptica.
10(a — b)

Hubble classificou as galaxias elipticas como En, onde n = , sendo a o
a
semi-eixo maior e b o semi-eixo menor. Dessa forma E0 indica uma galdxia esférica e,

conforme mais "achatado'o formato da galdxia, maior o n na nomenclatura En.
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Figura 9 - NGC1132 - Galaxia Eliptica

Elliptical Galaxy NGC 1132

bk,

Fonte: Hubble website (2017)

4.2.4 IRREGULARES

Galaxias com estruturas morfologicas que nao se enquadram nas classificagoes

apresentadas anteriormente sao denominadas irregulares. Vide Figura 10 para um exemplo

de galaxia irregular.

Geralmente as galadxias dessa classe sao menores em relacao as galadxias que se

enquadram nas demais classificagoes.
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Figura 10 — NGC1427A - Galéxia Irregular

Fonte: Hubble website (2017)
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5 POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UMA GALAXIA BARRADA

5.1 POTENCIAL GRAVITACIONAL

As equacoes classicas para o estudo do movimento e interacao de N-Corpos prove-

nientes da Lei da Gravitacao Universal de Isaac Newton sao:

d N Gmym
T _Z |.I‘ Z:E |3 - x1> (51)
i 7
paraj#i=1,--- ,Newv = R onde o i-ésimo corpo esta se movendo de acordo com as

atragoes gravitacionais de sua vizinhanca. Note que x e v representam, respectivamente, a

posicao e a velocidade do corpo em um espago 3-Dimensional.

Porém, nesta tese, o intuito nao é realizar um estudo do movimento de N-Corpos
simultaneos, mas sim o movimento de particulas de testes individuais colocadas sobre um

campo gravitacional continuo que representa uma distribui¢do de todos os demais corpos.

Para tanto, existe a necessidade de adaptar a equagao (5.1) utilizando uma distri-
buigao de densidade p(x’) no lugar de m; e consequentemente transformando a somatéria
em uma integral volumétrica. Desse modo, a aceleracao de uma particula individual por

unidade de massa na posicao x é dada por:

dv Gp(x’) 5
= — = — [ _ 9 9 2
a(x) o v — X”?’(X x’)d’x (5.2)

E possivel simplificar a expressdo dada em (5.2) utilizando a identidade

V (1|> — XX (5.3)

Ix — x |x — x’|?
para X # x’

Desse modo, tem-se

_ dv o Gp(X’) N I3 Gp( ) 3 x?
a(x) = T P X,|3(X X )d°X’ = x S |d (5.4)
Tomando
_ Gp( ) 3 a
d(x) = S |d (5.5)

a equacao (5.4) pode ser simplificada como

a(x) = — Vx ®(x) (5.6)
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Perceba que nesta equagao temos um campo vetorial conservativo a(x), chamado de

Campo Gravitacional derivado do (ou gerado pelo) potencial ®(x), chamado de Potencial

Gravitacional.

A funcao potencial é muito 1util porque é uma funcao escalar e isso a faz ser
facilmente vizualizada e interpretada, diferente do que ocorre com o campo vetorial. Porém,
de acordo com o exibido na equagao (5.6), o potencial gravitacional ird oferecer informagoes

essenciais e bem relacionadas com o campo gravitacional.

Pode-se simplificar ainda mais a equagao (5.6) fazendo com que o potencial gra-
vitacional deixe de envolver qualquer tipo de integral. Para isso, a seguir, efetuaremos

alguns cédlculos que nos levarao a duas equagoes muito importantes.

5.1.1 A EQUACAO DE LAPLACE

O primeiro passo para realizar essa simplificacdo é aplicar 72 em ambos os lados

da equacgao (5.5):

Vi) = v [~ [ S ) — - / w2 ) e (5.7)
v |x —x| v x — x|
Usando a identidade (5.3), temos:
Gp(x’) (x —x’)
2(1) :_/ xi_’?)’:_/xi 9N\ 739 '
V200) = - [ Tu a0 = [ (Z225) Gote)dx (53

Note que

Vx <<X_X’)> _ 3 N 3(x — x') - (x — x)

x—xP) T x-xP " x-xPx-xP

De onde, para x # x’, segue

<(x—x’)) 3 3x — x’? 3 3
Vx| 1o o] =

p— p— :0
x—xP) " x=xP  x—xPx—xP |x—xP  x-xP

Como consequéncia, a equagao (5.8), para x # x’, se torna
V20(x) = 0 (5.9)
nesta forma conhecida como EQUACAO DE LAPLACE.

5.1.2 A EQUACAO DE POISSON

A informacao que se retira da equacao (5.9) é que qualquer contribuigao para o

a equacao (5.6) (ou para o proprio potencial gravitacional), necessariamente é oriunda
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do ponto x = x’. Para realizar uma andlise na vizinhanga desse ponto, pode-se restringir
nossa integral volumétrica da equagao (5.8) em uma regiao esférica com centro em x’ e

raio h tao pequeno quanto se queira.

2 (x —x’) 3 / (x —x’) 3
@ — / x G ’ d ? = — x’ G d ’
vioe == [ o EEX e = [ e 220 ot
Com o raio h sendo tao pequeno quanto se queira, pode-se assumir que a densidade

nesta minuscula esfera é constante. Sendo assim, pode-se, juntamente com a constante G,

coloca-la para fora da integral:

ViR = -Gox) [ v (S5 )

Ix — x’|?

Aplicando agora o Teorema da Divergéncia, se converte a integral volumétrica em

uma integral de superficie sobre |x — x’| = h:

V20(x) = —Gp(x) / d2S (5.10)

x—x’|=h [x — X3

Agora, sobre a superficie esférica |x — x’| = h, tem-se d*S = (x — x’)hd*$2 onde
d*§Q) é um pequeno elemento de angulo sélido. Desse modo, a equagao (5.10), apés o calculo

da integral, que resulta em 4, se torna:

V2 (x) = —4rGp(x) (5.11)

nesta forma conhecida como EQUACAO DE POISSON.

Com a equagao (5.11), se torna possivel, com as condigoes de contorno adequadas,
o calculo do potencial gravitacional ®(x) a partir da densidade p(x) de uma distribuigao

de massa.

5.2 MODELANDO O POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UMA GALAXIA BAR-
RADA

Sera calculada a estrutura orbital para diferentes modelos galacticos de barras e
diferentes cenarios para sua formacao e evolugao. Podemos eleger alguns modelos analiticos
para os potenciais da barra, do bojo e do disco, que conjuntamente formam o modelo de

potencial galactico. Dessa forma o potencial total pode ser escrito como

(I)T = (I)Barra + (I)Bojo + cI)Disco (512)
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Comecaremos a estudar este potencial sem sua dependéncia temporal, para depois

calcular o modelo dependente do tempo.

0P
Com o potencial total dado pela equacao (5.12), calcula-se as forcas F, = —a—T,
x
0P 0P
F, = 2L eF = L. Com estas forcas, é possivel calcular as aceleracoes e entao

Ay 0z
conhecer a 6rbita de cada estrela, dependendo da condigao inicial z(ty), y(to), z(to), vz(to),
Uy(to), e Uz(t()).

Os modelos de potenciais escolhidos para este trabalho foram espelhados nos traba-
lhos publicados por Patsis (2002) e Manos e Athanassoula (2011). Eles serdo apresentados

a seguir.

5.2.1 POTENCIAL DE PLUMMER PARA O BOJO

O bojo pode ser representado pelo Modelo de Plummer (1911):

G Mg

Dpojo = — (5.13)
Va2 +y? + 22 + &
onde €g ¢é a escala de comprimento e Mg é a massa do bojo.
5.2.2 POTENCIAL DE MIYAMOTO-NAGAI PARA O DISCO
O disco pode ser representado pelo Modelo de Miyamoto e Nagai (1975):
M
(I)Disco = ¢ D (514)

Vo + 2+ (A+ V22 + B2y
com A e B sendo os parametros de escalas radial e vertical, respectivamente e Mp a massa
do disco.

5.2.3 POTENCIAL DE FERRERS PARA A BARRA

A barra pode ser representada pelo Modelo de Ferrers (1877):

A densidade do modelo é dada por
pe(T,y,2) = pe(l —m?)?  m<1

pe(x,y,2) =0 m > 1

sendo a densidade central
105 GMy

- 327 abce

Pe
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onde Mp é a massa da barra e

22 2 L2
m2*f—i—yf—|—f

onde a > b > ¢ > 0 sdo os semi-eixos do elipsdide que representa a barra.

O potencial criado pela barra galactica é calculado com a equagao de Poisson

(5.11):
o Gab W p2()? (5.15)
a = —1Ga c —m“(u .
B 3 A(u)
com 5 9 9
20y _ T Y “
m(u) a2+u+b2—|—u+02+u

A2(w) = (a® + u) (B + u)(c® + u)

e A a solugdo positiva de m?(\) = 1 para a regiao fora da barra (m > 1) e A = 0 dentro
da barra (m < 1).

5.2.3.1 COMPACTACAO DE PFENNIGER PARA O POTENCIAL DE FERRERS

Pfenniger (1984), utilizando a expansdao multinomial de (1 —m?(u))?, conseguiu

simplificar a expressao do Potencial de Ferrers em uma forma polinomial.

A expansao utilizada foi:

(1—m2(U))3=<1_ 2y 2 >3

a?+u b 4+u 24w

j k !
_ Z 3! 1i R y? 2 (—1)>
irjim—s RN \a? +u b2 +u 2 +u

3! 1 J 1 k 1 !
_ S (LY (L) ()
. .Z_ z'!j!k!l!< )y a’+u b+ u 2+ u

i+j+k+1=3

A qual, substituindo na equagao (5.15), implica

0 duy

iy = 1—m*(u))?
Barra WGabC 3 A( )( m (U))
© du 3! 1/ 1\ 1y
= —1Gab 1 2—i,..25, 2k 2l< ) < ) < )
nGabe [ Au) (nglzgz'!j!k!u( e ar) ) et

Pe 3! 2,22“1/ (1)j<1)’“<1>l
— b J
WGQC?) Z z'j'k:'l'( vy A a?+u b? 4+ u 2+ u

it+j+k+1=3
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De onde Pfenniger concluiu que

o 2! 2 1,27, 2k 2l 1
(I)B“”“__WGabC’OC. Z i!j!k!l!( e / A (a% +u)i(0? + u)k(c + u)!

i+jt+k+l=3
(5.16)
Tomando

0 duy 1

Wit = |\ Afw) (@ 0P (@ - 0)F@ + u)

onde Wy, depende de A, pode-se escrever o potencial dado pela equacao (5.15) como

2! 2-i,2j 2k 2l

Ppurra = —WGabcpC Z q ]'k‘ll( ]_) lx Jy z ij:l (517)
i+j+k+1=3

Os calculos para se obter os valores de Wj;,; dependem de integrais elipticas de

primeira e segunda ordem e uma extensa matemaéatica. Tais calculos, que podem ser

conferidos em Pfenniger (1984), nao serdo aqui expostos.

Por fim, apds toda a manipulagao algébrica apresentada, tem-se que o Potencial de

Ferrers, pode ser compactado na seguinte forma:

C
DParra = 5 (Wooo—622y* 2 W11 +22[22 (3Wago — 22 Wig0) +3 (42 (2W110—y* Wigo— 22 Warg) — Wigo ) |+

y? [y2(3W020 - y2W030) + 3(22(2W011 — 2*Wora — 1/2W021) — Woio)]+
+22[2%(3Woo2 — 2*Woos) + 3(22(2Wig1 — 2°Wagr — 2°Wiga) — Wo1)])
onde C' = —2wGabep,

5.3 MOVIMENTO EM UM SISTEMA DE COORDENADAS EM ROTACAO

Para estudar 6rbitas no potencial de uma galaxia barrada, necessitamos entender
as equagoes de movimento em um sistema de coordenadas em rotagao, uma vez que a

barra possui uma velocidade angular que necessita ser inserida em nosso modelo.

Consideremos dois referenciais cartesianos coincidentes na origem Sy, e Si/,./
onde o primeiro se encontra estatico e o segundo girando com uma velocidade angular €2

no sentido anti-horario.

Para um vetor posicao x, a velocidade no sistema em rotagao esta relacionada com
a velocidade no sistema estatico de acordo com

9
BB o e x (5.18)
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Figura 11 — Sistemas de Coordenadas Fixo e Rotante.

A

Fonte: Almeida Janior (2011)

E comum denotar a equagao (5.18) simplesmente como

— = —+Qx (5.19)

/

onde 7 denota a derivada em relagdo a ¢t de um vetor com coordenadas no sistema Sy,
Esta igualdade representa uma identidade de diferenciacao que relaciona ambos os sistemas

de coordenadas, para um vetor genérico, chamada de Diferenciacao de Coriolis.

Para encontrar as equagoes de movimento no sistema em rotacao, podemos diferen-

ciar ambos os lados da equagao (5.18):

d’x d (dx’ dx  d*x’ dx’ dx’
2 dt(dt>+ @ T ae T w T X(dt+ XX)
d’x’ dx’
= +QQXE+QX(QXX)

Desse modo, a equagao (5.6) muda para

ax)=—-ve(x’)—-20x v —Qx (2 xx) (5.20)
, dx> o adv’
onde v —Eea(x)—ﬁ.

O termo 22 x v’ é chamado de For¢a de Coriolis e é sempre perpendicular a direcao
do movimento. O termo Q x (Q x x) é a For¢a Centrifuga do sistema. Ambas sao forgas

ficticias e s@o sempre necessarias para explicar o movimento em referenciais em rotacao.

A partir deste momento, por uma questao de conveniéncia, nao se utilizara mais a
notacao 'linha"para representar vetores vistos do referencial em rotagdo, embora todas as

coordenadas serao assumidas neste referencial.

Define-se entao o Potencial Efetivo como:

D, p(x) = D(x) — ;m x x|? (5.21)
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Tomando o gradiente da equagao (5.21) e associando com a equagao (5.20), temos

que a ultima se mostra da seguinte forma

a(x) =— v Oepp(x) —2Q x v (5.22)

A quantidade
1
EJ = §|V|2 + (I)eff<X) (523)

¢é chamada de Energia de Jacobi e se conserva no sistema em rotagao. Vale ressaltar que
E;=FE—-QxL,onde L = mx X v éo momento angular e tanto £ quanto L nao se

conservam neste sistema separadamente.

5.3.1 CURVA DE VELOCIDADE ZERO

A variedade dada por ®.;; = E; é chamada de Variedade de Velocidade Zero.
Considerando um modelo de potencial de uma galaxia barrada, onde a barra possui
velocidade angular €, e seu eixo principal se encontra alinhado a um sistema de coordenadas

com a mesma velocidade.

Em particular, quando z = 0, a superficie dada por ®.s¢(z,y,0) = E; recebe o

nome de Superficie de Velocidade Zero.

A curva ®.5/(0,y,0) = E; é denominada Curva de Velocidade Zero. Pode-se dizer
que essa curva delimita uma regiao muito importante para escolha de condigoes iniciais
para integragao de drbitas estelares, sendo impossivel ®.;r > E; nao sao encontradas

estrelas acima da Curva de Velocidade Zero (Binney; Tremaine, 2008).

5.4 EQUACOES DE MOVIMENTO NO POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UMA
GALAXIA BARRADA

Aplicaremos os métodos SALI/GALI no estudo de drbitas estelares imersas em
potenciais gravitacionais, de galaxias barradas, uma vez que, o movimento de uma particula
de teste em um modelo tridimensional de rotagao de uma galaxia barrada é dado pelo

Hamiltoniano:

H(xa y7 Z7px7py7pz) = (p?c +p32/ +p§) + CI)T(‘r7 y? Z) + Qb(xpy - ypi?) (524)

onde a barra roda em torno de z; x e y contém respectivamente os eixos maior e menor da
barra galdctica, &7 é o potencial gravitacional, dado pela equagao (5.12), e €2, representa a
velocidade angular padrao da barra. Desse modo, a partir das condigoes iniciais, poderemos

identificar se uma orbita estelar é ordenada ou cadtica nestes potenciais gravitacionais.
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Para este Hamiltoniano, desenvolvendo a equagao (2.3), tem-se que as correspon-

dentes equagoes de movimento sao:

Y= Dy — Qe
Z = pz
0 (5.25)
=T 0
P ox Py
0D
T g N
Py ay bP
00y
P = G

Também, desenvolvendo a equagao (2.4), tem-se que as correspondentes equagoes

variacionais, que governam a evolucao de um vetor de desvio denotado pela forma w =
(Ax, Ay, Az, Ap,, Apy, Ap.), sdo:

Az =Np,+% Ay

Ay:Apy—Qbe

Nz = Ap,

: 02Dy 0?dp oy (5.26)
Ap, = — ANx— ANy — A Qp A

Pa Ox0x v 0x0y Y 0x0z RSPy

. 0?0 0P O
Ap, = — ANz — Ny — Nz—Q A

Py Oyox . Oyoy Y 0yoz : b P

_POr ,  Pr POy

9200 " 020y Y 9202 oz

A.pz =

Com as equagoes (5.25) e (5.26) é possivel acompanhar a evolugao temporal de
uma Orbita que esta inserida no potencial &7, bem como verificar se esta orbita é cadtica

ou regular, acompanhando a evolugao de vetores de desvio pelos métodos SALI/GALI.

Como ja foi discutido, o potencial total @7 sera, neste trabalho, dividido em trés
potenciais representativos do bojo, disco e barra de uma galéxia, ou seja, como visto na
equacao (5.12), @1 = Ppurra + Poojo + Ppisco- Levando em consideragao a forma com que
se dao as equagdes de movimento (5.25) e as equagodes variacionais (5.26), necessitamos

saber as derivadas parciais destes trés potenciais.
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5.4.1 DERIVADAS PARCIAIS DO POTENCIAL DE PLUMMER

O Potencial de Plummer, que utilizaremos para modelar o bojo galactico, é dado

por
GMg

\/x2+y2+22+6%

onde €g é a escala de comprimento, Mg é a massa do bojo e G é a constante gravitacional

CI)Bojo =

universal.

Suas derivadas parciais, sao:

(9(I)Bojo . GMSQZ

0T (224 y2+ 22+ €2)

3
2

aq)Bojo i GMSZ/

0y (224t 22+ ed)

3
2

8(1)30]‘0 . GMSZ

0z (x2+y2—|—22+6%)

3
2

(92<I>Boj0 B GMS 3GM5'£B2

Oxdx (x2+y?+ 22+ e%)% (2 +y?+ 22+ e%)%

PPpojo —3G Mgxy

0z0y (22 + 42 + 22 + €3)

5
2

82<I>Bojo . —3GMSLUZ
0x0z (22 + 2 + 22 +€%)§

82(I)Bojo . —3GM3yx
Oyox (22 + 92 + 22 +e§)g

82(I)Bojo o GMS 3GM53/2
(22 +y? + 2% + €3)

OYoy (22 +y2 + 22 + €3)

3 5
2 2

82<I>Bojo . —3GMSyZ

5
0yoz (22 4+ 42 + 22 + €2)2

82(I)Bojo . —3GM521'

5
020x (2 + 2 + 22 + €2)?

PPpojo —3GMgzy

020y (22 + 32 + 22 +€%)3

82@303‘0 . GMS 3GMSZ2

3 5
020z (22412 +224€2)2 (22412 + 2%+ €3)?



5.4. Equagoes de Movimento no Potencial Gravitacional de uma Galdxia Barrada 69

5.4.2 DERIVADAS PARCIAIS DO POTENCIAL DE MIYAMOTTO-NAGAI

A expressao matemaética para o Potencial de Miyamotto-Nagai, com o qual mode-
laremos o disco galactico, é
GMp
Vit + g2+ (A+ V22 + B2)?

com A e B sendo os parametros de escalas radial e vertical, respectivamente, Mp a massa

q)Disco =

do disco e G a constante gravitacional universal.

Suas derivadas parciais, sao:

8(I)Disco o GMDx
Ox (22 + 2 + (A+ VB2 4 22)2)2

a(I)Disco . GMDy

dy (22 4+ 2 + (A + VB2 1 22)2)%

8(I>Disw - GMD(A + v 32 + 2’2>Z

0z (22 + 2 + (A + VB2 + 22)2)2/B? 1 22

82(I)Disco . GMD _ 3GMD$2
Ordz (2 + 2+ (A+ VB + 2202 (2242 + (A+ VB2 +22)?)3

aQq)Disco o _3GMny
0rdy (a2 +y2 + (A+ VB2 1 22)2)3

0*P pisco _ —3GMp(A++B%+ %)z
0x0z (22 + 12+ (A+ VB2 + 22)2)3 /B2 + 22

82(I)Disco o —3GMD?/SU
Qyor (22 442+ (A+ VBZ+ 22)?2)3

62(I)Disco i GMD B BGMDyZ
Oydy (a2 +y2+ (A+ VBT 2)E (a2 4yt + (A+ VB2 +22)2)3

a2C]>Disco o —3GMD(A + B2 + 22)3/2
Oyoz (a2 +y? + (A+ VB2 +22)2)5 VB2 + 22

82(I)Disco . —3GMD(A + \/W)Zl’
020z (22 + 12+ (A+ VB? + 22)2)3/B2 + 22
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PPpisco —3GMp(A+ VB?+ 22)zy
020y (a2 +y2+ (A+ VB2 + 22)2)3 VB2 + 22

82<I>DZ-SCO . GMD22 GMD<A + Vv 32 + 22)

0202 (B+2) 2+ +(A+ VB + 223 (2 4+ + (A+ VB + 2)2)3VB 1 22

3GMp(A+ VB2 + 22)%22 GMp(A+ VB2 + 22)22

(@2 4+ 92+ (A+ VB2 1 22)2)5(B2 + 22) (22 + 32+ (A+ VB2 22)2)2(B2? + 22)>

5.4.3 DERIVADAS PARCIAIS DO POTENCIAL DE FERRERS

Foi visto que o Potencial de Ferrers, dado pela equagao (5.15), pode ser simplificado

algebricamente na forma polinomial

C
DParra = E(W000—6$2y222+5172 (2 (3Wago— 22 W00)+3(y* (2Wi10—y* Wiao—2* Waio) — Wino )|+

+32[y* (3Wo20 — ¥*Woso) + 3(2*(2Worr — 2*Wora — *Woar) — Woio)]+
+2%[2%(3Woo2 — 2*Woos) + 3(2*(2Wio1 — 2°Wagr — 2°Wiga) — Woo1)])
onde C' = 2nGabcp,.

Vale ressaltar que, de acordo com o exposto por Pfenniger (1984), os valores Wy
dependem de A e A depende de x,y e z. Desse modo, para calcular as derivadas parciais

deste potencial, é necessario obter as derivadas de W), em relagao a x,y e z:

Gijl B 8ijl o\

or O\ Ox
Wi OWin O
dy 0N Oy
Gijl . 8ijl 8)\
0z O\ 0z
Wi ON DX O

—, — € — sao:

o\ 0z’ dy Oz

Para tanto, as quantidades

8Vijl _ 1
O\ (a2 + \)+2 (02 + A)FHa(e® + \)Hz
2x
or _ a?+ \
or 22 y? 22
+ +
(@+X)?2 2+ N2 (2+N)?
2y
ox _ 0% + A
ay - IQ y2 2’2

(a2 + >\)2 + (b2 + /\)2 + (C2 + /\)2
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2z
oA _ A+ A
0z x? y? 22

@A LA (@A

aq)Barra
=0."
O\

Levando em consideracao os fatos descritos nas linhas anteriores, as derivadas

Também pode ser demonstrado que

parciais deste potencial sao:

0P arra
sx = —Cz[Wigo+ $2($2W300 + 2(3/2W210 — Wano)) + yQ(y2Wm + 2(Z2W111 —Who))+
+2°(2*Wiga + 2(2*Wagr — Wig1))]
a(I)Baw‘a 2/ 2 2 2/ 2 2
oy = —Cy[Woio+ 27 (2" Waro + 2(y*Wizo — Wio)) + y~ (v Woso + 2(2" Wo21 — Woao) )+
+22(2’2W012 + 2(3521/{7111 — Won))]
8(I)Barra 2/ 2 2 2(,,2 2
9. —Cz[Woor + 27 (2" Waor + 2(y"Wi11 — Wior)) + v~ (y" Woar 4+ 2(2* W12 — Worr) )+
+22(2’2W003 + 2(952VV102 — Wo2))]
82(I)Barra 2 2 2 20,2 2
T owor —C[Whgo+2° (52" Wigo +6(y" Waro — Wago) ) + 4~ (y* Wize+2(2* (Wi11 — Wiio) )+
o\ 15)%% oW 15)%% oW
+22(Z2W102 + 6$2W201 — 2W101)] — %Cl’[ 8;00 .T2<I2 @)3\00 + 2(y2 8)2\10 — ai()o))
OW1a0 oW1 OWho OWioe OWso1  OWipn
2/ 9 9( 2 _ 2/ 92 (12 _
W T2 on ) TEE T T )
82(I)Barrob 2 2 2
W = —4Cxy(z*Warg + y"Wiao + 2" Wiy — Wiig)—
2 OWioo . 5, 9O0Wso o OWaig  OWag 5, 20Wig 2 OWi1 Wiy
~Zc 2 - 2 -
0 oy T PP Ty I 2 )
1222 aV@V;” 122 avav;m _ ‘9%101))]
azq)Barra 2 2 2
W = —401‘2(1’ W201 + Yy W111 + z ng — WlOl)_

1" Uma abordagem sobre este fato pode ser vista na tese de doutorado em Matematica de Manos (2008).
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ON , OWigo o, 20Wsno 2 OWa19  OWagg 2, 20Wia 20Wi1 Wiy
ey Gl el Uy ey WA Uy e Gl eyt
anog 3W201 anOl
27,2 (2 _
a2(I)Ba,r7"a, 2 2 2
W = —4Cyx (2" Waro + y Wiz + 2" Wi — Wiig)—
OX , OWoio . 5, 50Wang 2 OWiag Wiy 2, 20Woso 20Woa1 _ OWoo
oy Y an Ty P T e T PR e )T
oW, oW oW,
5, 5O0Woi2 2 OWi11 011
2 .
aQq)Barra 2(..2 2 2 2 2
Ry T —C[Woro + 27 (2" Waio +6(y Wiz — Wiio)) +y~ (5y"Woso + 62 W1 — 6Wogo)+
oXN . OW, oOW- oW ow,
+22(20* Whny + 22 Wi — 2Won)] — dy Cyl a)\mo (a2 8)2\10 +2(y? 8)1\20 - a;\lo))
oW, MW OW, oW, Wiy OW,
5, 20Woso 20Woo1 020 2/.20Woi2 20V 011
+y°(y B3 +2(z ax I\ )+ 27 (2 I\ 2(x O\ O\ )]
82(I)Bar?”a 2 2 2
W = —4Cyz(x* W11 + y " Woar + 2" Wor2 — Worr)—
oA,  OWoio 5, ,0Waig 2 OWizo  OWiig 2, 20Woso 20Woz  0Wox
_Z 2 — N -
oW, oW oW,
5, 20Woia 2 OWi11 011
2 —
a2(I)Barra 2 2 2
o —4Czx (" Woor + y" Wit + 2°Wige — Wi ) —
o\ 6W001 9 28W201 28W111 8W101 2 28W021 28W012 6W011
5 Ol (@ 2y e T ) (2 )
oW, oW oW,
2/ 9 003 2 102 002
2 —
+2°(z B (z B3 a )]
ach)Bar'ra 2 2 2
50y = —4Czy(x" Wi + y Woar + 2" Wor2 — Worr)—
O\, Waor o, 4OWapr — 5OWii OWigr . o, o0Woar o 20Woa Won
oW, oW oW,
2/ 9 003 2 102 002
2 .
a2q)Barra

= —C[Woor + 2% (x*Wagy + 20°Wii1 — 2Wig1) + v* (4* Wt + 622 Wora — 2Wori+
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() aI/V001 2 aVV201 2 aI/Vlll . 8VVlOl

+ZZ(5ZQWOO$+6$2W201_6WOO2>]_@CZ[ a)\ ZL’Z(I a)\ +2<y a)\ a)\ ))
oW, oW, oW, oW, oW oW,
2/ 2 021 2 012 011 2/ 92 003 2 102 002
2 — 2 —
Ty T2 Ty DR A )

Com as derivadas parciais de primeira e segunda ordem de ® gy 0, Ppisco € PBarra
calculadas, se conhece exatamente as feigoes das equagdes de movimento (5.25) e das

equagoes variacionais (5.26). Isto nos permite realizar a dindmica necessaria para esta tese.

5.5 RESSONANCIAS

Barras galacticas se comportam como corpos rigidos, ou seja, €2, é sempre uma
constante. Entretanto, discos galdcticos nao se comportam deste modo, sua velocidade
angular 2 é uma funcado da coordenada radial. Assim, é natural imaginar que aparecerao
ressonancias entre os movimentos da barra e do disco. Um exemplo é a ressonancia de

corrotacao, que ocorre onde 2 = €.

Também haverao ressonancias, quando a seguinte condigao for satisfeita:

Q=0+ (5.27)
m

onde m é um inteiro que esta relacionado com a simetria da estrura de interesse (bragos

2_ &0 | 3dd
T dR? RdR

haverao duas ressonancias chamadas Ressonancias de Lindblad. Na Equagao 5.27, no caso

espirais, barras e etc...) e k é chamada de frequéncia epiciclica. Neste caso,
do sinal negativo, tem-se a Ressonéncia Interna de Lindblad (ILR devido a Inner Lindblad
Resonance); ja no caso do sinal positivo tem-se a Ressondncia Externa de Lindblad (OLR
devido a Quter Lindblad Resonance). Para potenciais de barras galacticas utiliza-se m = 2,

por serem estruturas bissimétricas (Moellenhoff; Matthias; Gerhard, 1995).
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6 O PROGRAMA LP-VICODE

Para o calculo das drbitas e a identificacao de regularidade, utilizou-se o programa
LP-VIcode (Carpintero; Maffione; Darriba, 2014), que pode ser baixado gratuitamente no
site http://lp-vicode.fcaglp.unlp.edu.ar/ exibido na Figura 12.

Figura 12 — LP-VIcode website

[ LP-Vicode x '\ [ fli-nfwanexo.eps x -a
€ = C f | [ Ip-vicode.feaglp.unlp.edu.ar IR =
£ Apps  Para acessar rapidamente, cologque os seus favoritos aqui na barra de favoritos. Importar favoritos agora (3 Outros favoritos

Downloads ~  How to contribute Contact Us

LP-Vicode Latest News

The correct analysis of a given dynamical system rests on the reliable identification of the

chaotic or regular behaviour of its orbits. The most commonly used tools for such analyses

are based either on the study of the fundamental frequencies of the trajectories, or on the S L ;:‘IZ}E[);”(‘SEE
study of the evolution of the deviation vectors, the so-called variational chaos indicators i the link below)
(ClIs hereinafter). Therefore, it seems very useful to have a tool with which one can LOounE ZE)

2. Impl tation of Taylor
compute several Cls in an easy and fast way. This is the main motivation of the LP- e i

ge
Vicode. See Jorba & Zou (2005)

. h 1. Version written in Fortran90 for
The library of Cls in the present version of the code includes the following: a) the Lyapunov parallel computing.

Indicators, also known as Lyapunov Characteristic Exponents, Lyapunov Characteristic

Numbers or Finite Time Lyapunov Characteristic Numbers (Lls; Benett

b) the Mean Exponential Growth factor of Nearby Orbits (MEGI

O LP-VlIcode, que significa Cédigo de Indicadores Variacionais de La Plata, foi
escrito por pesquisadores da Universidad de La Plata, Argentina, e é um cdédigo, em
Fortran 77, totalmente operacional que calcula de forma eficiente dez indicadores de caos
para sistemas dinamicos, independente do nimero de dimensoes, nos quais estao presentes
SALI e GALI. O usuario possui, inclusive, a liberdade de optar por mais de um indicador

de caos a0 mesmo tempo.

O programa lé as condic¢bes iniciais, para uma ou mais érbitas e as integra, cal-
culando simultaneamente as equacgoes referentes aos indicadores de caos escolhidos. O

integrador é o Bulirsch-Stoer. O time step ¢é fixo e também deve ser fornecido.

O codigo é organizado em um programa principal que recebe informagoes de um
conjunto de rotinas externas. Estas rotinas externas, que sao editadas ou programadas

pelo usuério, sao divididas em quatro categorias:

e Entrada, inicializacao e saida

e Condicoes iniciais
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e Ferramentas matematicas

e Dinamica e equagoes do sistema

A dltima citada possui extrema importancia, pois é nesta rotina que o usuéario deve
programar e fornecer as expressoes do potencial estudado e suas equagoes variacionais e

de movimento.

Um manual de utilizagdo pode ser encontrado no site do LP-VIcode (Carpintero;
Maffione; Darriba, 2013), onde, inclusive, varios exemplos estao disponiveis. A capa do
manual pode ser conferida na Figura 13. O LP-VIcode nao possui interface gréafica. Sua

utilizagdo nao é amigavel e este manual facilita a adaptacao para a utilizacdo do codigo.

Figura 13 — LP-VIcode Capa do Manual

Faculiasl de Cirias Astrodusicns y Gooflirss, UNLE, Argrutine.
Instituiny de Amtrofbécs do La Pla, USLP=CONICET, Angmitine.

La Plata
Variational Indicators code

A program to compute a snite of
variational chaos indicators

User’s Guide

for Version 1.0.2 (Kaos)

Authors
D. D. Cargantero, N. F. Maffiowe, L. A. Darriba

Last update: December 3013

Fonte: Carpintero, Maffione e Darriba (2013)

6.1 ESTRUTURA E FUNCIONAMENTO

Para utilizar o LP-VIcode o usuario necessita:

(1) Um editor de texto, para editar os arquivos: ***x.pav, ****.dat, LP-VIcode.in e

LP-VIcode.par

(2) Um compilador de Fortran77, para compilar e executar os aquivos: LP-VIcode.for

e LP-VIcode.par
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O programa principal é o LP-VIcode.for e seus parametros gerais sao fornecidos
pela rotina LP-VIcode.par. No arquivo LP-VIcode. in se edita o tempo total de integracao

e o passo de tempo.

O arquivo que cuida da dindmica do sistema é o ***x*.pav. Este arquivo deve ser
programado pelo usudrio e nele se fornece o potencial e as equagoes especificas do modelo
estudado. O ****.pav deve ser inserido no hall de modelos fornecidos no final do arquivo
LP-VIcode.for, com a linha "INCLUDE *x*x*.pav'e deve ter a seguinte estrutura: Um
"BLOCK DATA"contendo a dimensao do modelo e os parametros do potencial utilizado, uma
"FUNCTION potencial', no qual o potencial deve ser programado em funcao do tempo
e das coordenadas do espaco de fase, uma "SUBROUTINE acelera'na qual as aceleragoes
deve ser programadas em funcao do tempo e das coordenadas do espaco de fase e uma
"SUBROUTINE variac'na qual as equacOes variacionais devem ser fornecidas no mesmo

padrao do potencial e das aceleragoes.

As condigoes iniciais para cada orbita devem ser fornecidas em um arquivo ***.dat,

uma linha por 6rbita.

6.2 PREPARATIVOS PARA A PESQUISA

6.2.1 PROGRAMANDO O POTENCIAL GRAVITACIONAL E SUAS EQUA(;OES
EM xxxx PAV

Como ja discutido no Capitulo 5, neste trabalho o potencial de uma galédxia barrada
¢ escrito como a soma de outros trés potenciais: o potencial de Plummer para o bojo
(exibido na equagao (5.13)), o potencial de Miyamotto-Nagai para o disco (exibido na

equagao (5.14)) e o potencial de Ferrers para a barra galactica (exibido na equagao (5.15)).

Os dois primeiros potenciais e suas respectivas equacoes variacionais e aceleracoes
foram programadas facilmente. Porém, programar o potencial de Ferrers nao é nada facil.
Se considerarmos as simplifica¢oes feitas por Pfenniger, o trabalho é amenizado, mas,

ainda sim, uma missao ingrata.

Por sorte, D. Pfenniger forneceu uma ROUTINE em Fortran 77 com seu Modelo de
Ferrers e as respectivas aceleragoes programadas. Nao existiam equacoes variacionais em
seu arquivo, mas, com a teoria apresentada no artigo de Pfenniger (1984), o célculo de tais
equacoes foi realizado posteriormente com sucesso. Assim, o trabalho arduo de programar

o potencial de Ferrers e todas as suas equagoes relativas, foi reduzido a um terco.

6.2.2 ADAPTACOES REALIZADAS NO PROGRAMA PRINCIPAL

As rotinas que cuidam da dindmica no sistema no LP-VIcode sdo basicamente
divididas em dois conjuntos: aquelas que ja estao incorporadas no programa principal e

aquelas que sao fornecidas pelo usudrio no arquivo ****.pav. O primeiro grupo, além do
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calculo da energia, define todas as equagoes de movimento e variacionais, que, em tese,

possuem sempre as mesmas caracteristicas independente do potencial utilizado.

Porém, estas equagoes de movimento e variacionais previamente escritas no pro-
grama principal, levam em conta apenas um referencial estatico. Como visto no Capitulo
5, Se¢ao 5.3, para se modelar o potencial de barra galactica é necessario levar em conta

um sistema de coordenadas que rotaciona junto com a mesma.

Neste contexto, considerando €, a velocidade angular da barra, temos que o sistema
de coordenadas também deve rotacionar com velocidade angular €2;,. Isto afeta, inclusive,
as equagoes de movimento e as equagoes variacionais que regem o movimento das orbitas.

Como pode ser conferido nas equagoes (5.25) e (5.26), as mesmas dependem de €.

Para solucionar este problema, foram feitas adaptac¢des no cédigo do programa
principal, de modo a incluir a rotacao no sistema de coordenadas com a mesma velocidade

angular que a barra gira em sentido anti-horario.
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7 ESTABILIDADE EM MODELOS 2D COM BARRAS FIXAS: PARAMETROS
INSPIRADOS NO TRABALHO DE MANOS & ATHANASSOULA (2011).

Com intuito de estudar a regularidade das érbitas em modelos com 2 graus de

liberdade, tomamos z = 0 e p, = 0 no hamiltoniano exibido na equacao (5.24).
H(z,y,pe,py) = (02 +02) + Pz, y) + W(zpy — ypa) (7.1)

Vamos concentrar nossos estudos em 6 modelos que representam diferentes possibi-
lidades de barras galdcticas. Utilizaremos os mesmos 4 modelos (S,B,C e M) apresentados
por Manos e Athanassoula (2011) e 2 novos modelos inéditos (Bplus e Mplus) represen-
tando situagbes extremas para a barra galdctica (uma barra muito massiva e uma barra
"mais axissimétrica')!. Assim como Manos e Athanassoula (2011), adotaremos um Modelo
Standard e, a partir deste, outros 5 modelos serao obtidos variando alguns parametros da

barra.

O tempo de integracao utilizado é 10 000 Myr, ou seja, 10 bilhoes de anos.

7.1 MODELOS UTILIZADOS

As unidades adotadas sao: 1 kpc para distancia, 103 wm para velocidade, 10?
sec

km

i para velocidade angular, 1 Myr para tempo e 2 x 10" M, ;. para massa.
sec.kpc

A constante gravitacional universal G serd sempre considerada 1 e a massa total
G(Mgs + Mp + Mp) seré sempre igual a 1.

Os modelos e seus respectivos pardmetros serdo apresentados a seguir:

7.1.1 MODELO S

Este é o Modelo Standard. Os pardmetros utilizados sao:

e Plummer: eg = 0.4 e Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A =3, B=1e Mp = 0.82

e Ferrers: a =6,b=1.5,¢=0.6, Q, =0.054 e Mg =0.1

Neste modelo, considera-se que as distribuicoes de massa sao 8% para o bojo, 82%
para o disco e 10% para a barra. Os eixos do elipsdide que modela a barra possuem medidas
6 kpc, 1.5 kpc e 0.6 kpc.

1

Os estudos e resultados exibidos neste capitulo foram publicados em Caritd et al. (2017).
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7.1.2 MODELO B

Este é o modelo que dobra a dimensao de b em relacdo ao Modelo S. Os parametros

utilizados sdo:

e Plummer: eg = 0.4 e Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A=3, B=1e Mp =0.82

e Ferrers: a =6,b=3, c=10.6, 2, =0.054 e Mg =0.1

Neste modelo, considera-se que as distribui¢oes de massa sao 8% para o bojo, 82%
para o disco e 10% para a barra. Os eixos do elipsbide que modela a barra possuem medidas
6 kpc, 3 kpc e 0.6 kpc.

7.1.3 MODELO C

Este é o modelo que dobra a dimensao de ¢ em relagdo ao Modelo S. Os parametros

utilizados sao:

e Plummer: eg = 0.4 e Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A=3, B=1e¢ Mp =0.82

e Ferrers: a =6,b=15¢c=1.2,Q,=0.054e Mg =0.1

Neste modelo, considera-se que as distribuicoes de massa sao 8% para o bojo, 82%
para o disco e 10% para a barra. Os eixos do elipside que modela a barra possuem medidas
6 kpc, 1.5 kpc e 1.2 kpc.

7.1.4 MODELO M

Este é o modelo que dobra a massa da barra em relacao ao Modelo S. Os parametros

utilizados sao:

e Plummer: eg = 0.4 e Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A=3, B=1e Mp =0.72
e Ferrers: a =6,b=1.5¢=10.6, , =0.054 e Mp =0.2
Neste modelo, considera-se que as distribui¢oes de massa sao 8% para o bojo, 72%

para o disco e 20% para a barra. Os eixos do elipsdide que modela a barra possuem medidas
6 kpc, 1.5 kpc e 0.6 kpc.
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7.1.5 MODELO BPLUS

Este é o modelo que triplica a dimensao de b em relacdo ao Modelo S. Os parametros

utilizados sao:

e Plummer: eg = 0.4 ¢ Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A=3, B=1e Mp = 0.82

e Ferrers: a =6,b=4.5 ¢=0.6, Q, =0.054 e Mg =0.1

Neste modelo, considera-se que as distribui¢oes de massa sao 8% para o bojo, 82%
para o disco e 10% para a barra. Os eixos do elipsdide que modela a barra possuem medidas

6 kpc, 4.5 kpc e 0.6 kpc.

7.1.6 MODELO MPLUS

Este é o modelo que triplica a massa da barra em relacdo ao Modelo S. Os

parametros utilizados sao:

e Plummer: eg = 0.4 e Mg = 0.08
e Miyamotto-Nagai: A =3, B=1e Mp = 0.62

e Ferrers: a =6,b=1.5,¢=10.6, Q, =0.054 e M =0.3

Neste modelo, considera-se que as distribui¢oes de massa sao 8% para o bojo, 62%
para o disco e 30% para a barra. Os eixos do elipsbide que modela a barra possuem medidas

6 kpc, 1.5 kpc e 0.6 kpc.

7.1.7 RESUMO ESQUEMATICO DOS MODELQOS

A Tabela 1 apresenta um resumo esquemaético de todos os modelos estudados neste

capitulo.

Perceba que, geometricamente, de acordo com a Tabela 1, quando comparado com
o Modelo S, o Modelos B possui uma forma mais axissimétrica no nosso plano de interesse
(xy). Esse fato é potencializado quando observamos o Modelo Bplus, onde a forma ¢ ainda
mais axissimétrica, fazendo com que o potencial seja representativo de uma galaxia similar
a uma galaxia oval. Por outro lado, o Modelo M, quando comparado com o Modelo S,
possui uma barra mais proeminente. Também, o Modelo Mplus enfatiza ainda mais essa
situacao, criando uma barra muito proeminente e forte. Todas essas afirmagoes podem ser

visualizadas nas imagens dos Potenciais Efetivos exibidas na préxima segao (Figura 15).
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Tabela 1 — Conjuntos de parametros e corrotagao: estao dispostos os Modelos S, B, C e M
de Manos e Athanassoula (2011) e os novos Modelos Bplus e Mplus.

MS €s MD A B MB a b C Qb CR

Modelo S 0.08{04]082|30]10]01 |6.0]15]0.6]0.054]6.04
Modelo B 0.0804]082{30]10]01 |6.0]3.0]0.6|0.054 | 6.06
Modelo C 0.08/04]082|30]10]0.1 [6.0]15|1.2]0.054]6.04
Modelo M 0081041072 (30]10]0.2 |6.0]|15]|0.6]0.054]6.11
Modelo Bplus | 0.08 | 0.4 | 0.82 | 3.0 | 1.0 | 0.1 | 6.0 | 4.5 | 0.6 | 0.054 | 6.10
Modelo Mplus | 0.08 | 0.4 | 0.62 | 3.0 | 1.0 [ 0.3 | 6.0 | 1.5 | 0.6 | 0.054 | 6.28

Fonte: o autor.

7.2 POTENCIAIS EFETIVOS

Como visto no Capitulo 5, Secao 5.3, o Potencial Efetivo, que nada mais é que a
soma do potencial gravitacional com o potencial gerado pela for¢a centrifuga repulsiva, é

dado por:
Deps(x) = B(x) — [ x X

Escrevendo o potencial deste modo, temos as corre¢oes necessarias pelo fato de

este potencial ser representativo de algo que esta girando.

O Potencial Efetivo ¢ caracterizado por cinco pontos onde \7®.¢s = 0. Estes pontos
sao chamados de Pontos de Lagrange e sao denotados por L1, L2, L3, L4 e L5. Seguindo a
mesma notagao que Binney e Tremaine (2008), aqui se utiliza L3 para indicar o ponto
central, neste ponto tem-se o valor minimo para o potencial efetivo. Em L4 e L5, o potencial
efetivo atinge seu valor maximo. Os pontos L1 e L2 sao pontos de sela deste potencial. Nos
pontos L1, L2, L4 e L5 é possivel uma estrela possuir 6rbita circular, apesar do referencial

em rotacao, pois, nestes locais, as forcas centrifuga e gravitacional se equilibram.

Também foi visto que se pode restringir regides onde nao se encontram estrelas
(Perp > Ey). Desse modo, sabe-se claramente onde as estrelas podem estar localizadas.
Podemos utilizar as Curvas de Velocidade Zero para este fim. A Figura 14 exibe a Curva de
Velocidade Zero assim como a Figura 15 exibe o Potencial Efetivo para todos os modelos

discutidos anteriormente.
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Figura 14 — Curvas de Velocidade Zero para os Modelos S, B, C, M, Bplus e Mplus.
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Fonte: o autor.



Figura 15 — Contornos do Potencial Efetivo para todos os modelos e os pontos de Lagrange L1, L2, L3, L4 e L5.
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Na Figura 15 foram dispostos 20 contornos onde —0.22 < E; < —0.19.

7.3 CONDICOES INICIAIS

Para gerar as condigOes iniciais das érbitas langadas em cada modelo, utilizou-
se como restricao as curvas de velocidade zero. As Orbitas foram lancadas abaixo da
curva tomando um total de 200 parti¢coes no eixo Ej, iniciando no ponto onde yy = 0
e prosseguindo até a regiao onde E_0.15, e de 100 parti¢oes no eixo gy, sendo que as
particoes deste segundo eixo foram distribuidas proporcionalmente de acordo com a altura

da curva em yp ou até a altura que torna possivel ter condigoes iniciais desde o inicio da

curva.
Tomou-se zy = 0 e vy, = 0. Variando yy e £y pode-se calcular v, da seguinte forma:
Da equacao (5.23), tem-se
L 2 L,
EJ = i(vxo + Uy0> + (I)eff = §Ux0 + (I)eff
Disto segue que
Vgy = + Q(EJ - (I)eff) (72)

Desse modo, consegue-se montar as condigoes iniciais (2o, Yo, Uz, Vy,) Necessarias
para se iniciar o movimento de uma érbita. Como 2y = 0 e v,, = 0, as dérbitas lancadas
sempre estarao inicialmente sobre o eixo y e terao velocidade inicial apenas na direcao de

x.

Perceba que da equagao (7.2) pode-se estimar duas velocidades: Uma negativa e
outra positiva. Utilizando este fato, tomamos 1y, sempre positivo, variando entre 0 e a
corrotacao da barra, para que quando v,, for tomado positivo, as érbitas sejam progradas
(6rbitas que giram no mesmo sentido que gira a barra) e quando v,, for negativo, as
6rbitas sejam retrogradas (érbitas que giram no sentido oposto do que gira a barra). A
Figura 16 esquematiza esta situacao. J4 a Figura 17 exibe as condi¢oes iniciais lancadas

representadas por pontos abaixo das Curvas de Velocidade Zero de cada modelo.
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Figura 16 — Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.

Figura 17 — Condigoes Iniciais para os Modelos S, B, C, M, Bplus e Mplus.

(a) S: 6193 condigdes iniciais (b) B: 6740 condigdes iniciais

10 , ‘ r

— ZVC Model B
L Initial Conditions

10 T T

— ZVC Model S
Initial Conditions

(c) C: 6216 condigoes iniciais (d) M: 5941 condigoes iniciais

10 T T 10 T T T

— ZVC Model C — ZVC Model M
sk Initial Conditions s Initial Conditions

(e) Bplus: 6696 condigdes iniciais (f) Mplus: 5902 condigbes iniciais

10 T T T

— ZVC Model Mplus|
Initial Conditions

10 T T

— ZVC Model Bplus
Initial Conditions

Fonte: o autor.
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Esta técnica é bastante diferente da escolhida por Manos e Athanassoula (2011)
para gerar condigoes iniciais. Para se aproximar da familia principal de orbitas periddicas,
Manos e Athanassoula (2011) escolheram as condigoes iniciais em diferentes divisdes no
espaco de fase ou na distribuicdo de densidade. Nao estamos interessados em avaliar a
dindmica perto de nenhuma familia particular de 6rbitas periddicas. Na verdade, esta
técnica que utilizamos nos permite ter uma boa visao geral, na qual regioes préximas a
algumas familias de érbitas periddicas também fazem parte. Nos também separamos as
orbitas progradas das dérbitas retrogradas para realizar estudos independentes, de forma
diferente de Manos e Athanassoula (2011). Uma vantagem da maneira como escolhemos as
condicoes iniciais ¢ a possibilidade de ilustrar cada condi¢ao inicial como um ponto bem
determinado em uma forma grafica abaixo da Curva de Velocidade Zero. Isso é muito 1til
para a criacao de imagens que ilustram a distribuicao da ordem e do caos nos modelos, o

que fizemos ao colorir esses pontos de acordo com o nivel de caos da orbita que representa.

7.4 RESULTADOS E DISCUSSOES

Sabe-se que o movimento de uma particula de teste em um modelo tridimensional

de rotagao de uma galédxia barrada ¢ dado pelo Hamiltoniano:

H(x,y, 2, pa, Dy: p=) = (02 + D+ D2) + P2y, 2) + W(zp, — ypo)

onde a barra galactica roda em torno de z; x e y contém respectivamente os eixos maior
e menor da barra, &7 é o potencial gravitacional e €0, representa a velocidade angular

padrao da barra.

Para a distin¢ao entre movimentos ordenados ou cadticos neste sistema utilizamos

o SALI (ou GALI,).

Recordemos que considerando um fluxo hamiltoniano (N graus de liberdade), uma
6rbita no espaco de fase 2N-dimensional com condigao inicial P(0) = (x1(0), -+, zon(0))
e dois vetores de desvios iniciais distintos wy(t) e ws(t) a partir do ponto inicial P(0),
SALI é definido como:

SALI(t) = min{||wy(t) + W2 ()], [|01() — Da(t)|[}

onde w;(t) = ——— para i € {1,2}.

[lwi(t)]]
No caso de érbitas cadticas, SALI(t) cai exponencialmente para zero, do seguinte

modo:
SALI(t) oc e~(r=L2)t

com L e Ly os maiores Expoentes Caracteristicos de Lyapunov.

Quando o comportamento é ordenado, SALI oscila em valores nao nulos, ou seja:

SALI(t) ~ constante > 0,t — 00
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Consegue-se, portanto, como pode ser conferido na Figura 18, uma distin¢ao clara
entre comportamentos orbitais ordenados e cadticos nos modelos de galaxias barradas

apresentados anteriormente

Figura 18 — Como SALI distingue ordem de caos.
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Fonte: o autor.

Por uma questao de conveniéncia e eficiéncia, inserimos uma condi¢ao no calculo
de SALI no programa LP-VIcode de modo que nos fosse indicado o momento em que
SALI < 1078, valor este que consideramos préximo o suficiente de zero para classificar a
6rbita como cadtica. No momento em que isto ocorre, adaptamos o LP-VIcode para registrar
o valor do tempo em que a érbita passou a ser considerada cadtica e iniciar o calculo
da préxima érbita. Isto nos auxilia criar uma distingao entre o "grau de caoticidade'das

orbitas na representacao grafica dos dados dando cores diferentes para cada caso.
Os niveis de caoticidade foram separados em 4 categorias exibidas na Tabela 2

As Figuras 19 a 24 mostram a porcentagem de Orbitas cadticas, enquanto que as

Figuras 25 a 30 exibem a distribuicao entre ordem e caos em cada modelo.
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H

Tabela 2 — Niveis de caoticidade.

Nivel Condicao

Nivel 1 | SALI < 107® para t € [0, 2500) Myear
Nivel 2 | SALI < 1078 para t € [2500, 5000) Myear
Nivel 3 | SALI < 1078 para t € [5000, 7500) Myear
Nivel 4 | SALI < 1078 para t € [7500,10000) Myear

Fonte: O autor.

Figura 19 — Porcentagem de Caos no Modelo S para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.

Figura 20 — Porcentagem de Caos no Modelo B para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.
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Figura 21 — Porcentagem de Caos no Modelo C para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.

Figura 22 — Porcentagem de Caos no Modelo M para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.

Figura 23 — Porcentagem de Caos no Modelo Bplus para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Fonte: o autor.
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Figura 24 — Porcentagem de Caos no Modelo Mplus para Orbitas Progradas e Retrogradas.
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Figura 25 — Distribuicao de Orbitas Regulares e Cadticas no Modelo S.
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Fonte: o autor.
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Figura 26 — Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas no Modelo B.
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Figura 27 — Distribuicao de Orbitas Regulares e Caéticas no Modelo C.
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Figura 28 — Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas no Modelo M.
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Figura 29 — Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas no Modelo Bplus.
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Figura 30 — Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas no Modelo Mplus.
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Fonte: o autor.

Como esperado, o Modelo B apresentou menos caos do que o Modelo S, uma vez
que o Modelo B é "mais axissimétrico"do que o Modelo S. De fato, em casos totalmente
axissimétricos nao existe nenhum caos. Em nosso estudo, o fato de o Modelo B dobrar
o valor de b comparado ao Modelo S, implica um modelo menos elipsoidal e "mais

axissimétrico". Este é o motivo de o modelo B apresentar mais regularidade. De acordo
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Manos e Athanassoula (2011), modelos com uma barra mais espessa apresentam érbitas
geralmente menos cadticas. No artigo publicado por eles, o Modelo B, de fato, também

exibiu mais regularidade quando comparado com os Modelos S, C e M.

Para explorar ainda mais essa tendéncia, introduzimos o Modelo Bplus, o qual
deixamos "ainda mais axissimétrico". A Figura 31 mostra uma diminui¢do ainda maior
na porcentagem de caos neste novo modelo, confirmando as declaracoes feitas acima. Na
Figura 31, as érbitas progradas sdo mostradas em (a) e as retrogradas em (b). Pode-se
observar que as linhas que representam o Modelo B ficam acima das linhas que representam
o Modelo Bplus, exceto por pequenas excegoes em alguns valores de E;. Isso indica que o

Modelo Bplus tem menos caos do que o Modelo B.

Figura 31 — Comparando as Porcentagens de Caos dos Modelos B e Bplus.

(a) Modelo B - Bplus progradas (b) Modelo B - Bplus retrogradas
Chaotic Orbits in Models B and Bplus (progrades) Chaotic Orbits in Models B and Bplus (retrogrades)
1909 Model B 1909 Model B
Model Bplus Model Bplus

804 80

60 60

I
404 40 W

20 { 20
i WJ\,/ uﬂ/\f'\
04 03 02 K

1 o T T T - 1
05 0,1 0,5 04 03 02 0.1

E; E

Chaotic Orbits (%)
Chaotic Orbits (%)

Fonte: o autor.

Nos conseguimos observar uma diferenca razoavel entre Modelos S e C, especial-
mente nas orbitas de progradas, apesar de ¢ ser o tamanho do elipsoide que representa a
barra na direcao de z. Vale lembrar que, para obter dois graus de liberdade, fizemos um
corte em z = 0 e p, = 0 no Hamiltoniano mostrado na equagao (5.24). Em outras palavras,
estudamos um corte com dois graus de liberdade inseridos em um sistema com trés graus
de liberdade. Sendo assim, valor ¢ nao foi removido dos calculos e aqui podemos observar

sua influéncia a estabilidade das érbitas.

O Modelo M apresentou muito mais orbitas cadticas em comparacao com o Modelo
S. Uma barra com o dobro da massa criou um ambiente muito mais propicio para érbitas
cadticas. Introduzimos o Modelo Mplus para estudar a dindmica em um modelo ainda
mais massivo, com o triplo da massa quando comparado ao Modelo S. Uma comparagao
entre a porcentagem de caos no Modelo M e Modelo Mplus é exibida na Figura 32. Os
resultados revelam mais caos no novo modelo, as orbitas progradas sao mostradas em
(a) e as retrogradas em (b). Pode-se observar que as linhas que representam o Modelo

Mplus ficam acima das linhas que representam o Modelo M, exceto por pequenas excec¢oes
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em alguns valores de E;. Isso indica que o Modelo M tem menos caos do que o Modelo
Mplus. Esta é uma evidéncia de que o caos se revela dominante nas galdxias onde a
barra é mais massiva, em outras palavras, barras mais massivas criam um ambiente mais
propicio ao caos. De fato, essa observacao reafirma o que foi apresentado por Athanassoula
et al. (1983), onde os autores também encontraram mais caos em barras com maiores
massas. Este fendmeno também foi observado por Manos e Athanassoula (2011), onde se
observa que o mesmo Modelo M, quando comparado com os outros trés Modelos S, B e C,

apresentou consideravelmente menos regularidade.

Figura 32 — Comparando as Porcentagens de Caos dos Modelos M e Mplus.

(a) Modelo M - Mplus progradas (b) Modelo M - Mplus retrogradas
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Fonte: o autor.

Uma diferenga natural é observada entre as orbitas progradas e retrogradas, uma vez
que a direcao da rotacao da barra certamente afeta as trajetérias das orbitas lancadas com
a mesma posi¢ao inicial e médulo de velocidade, mas com sinal oposto para a velocidade.
Como pode ser visto claramente nas Figuras 19 a 30, as orbitas retrogradas parecem ser
mais propicias ao caos. Para nos certificar deste fato, realizamos o célculo da quantidade
% de caos em Orbitas retrogradas — % de caos em 6rbitas progradas para cada energia E.
O resultado é mostrado na Figura 33 e comprova nossas expectativas, exibindo mais
caos em Orbitas retrogradas. Note na Figura 33 que quando as linhas estdo acima do
eixo E;, temos uma indicagao de que hé mais caos nas érbitas retrogradas do que nas
orbitas progradas. Observando as imagens, pode-se confirmar que, para a maioria das
energias, ha mais caos nas érbitas retrogradas. A tnica excecao é o Modelo C, onde ha
um equilibrio: para energias menores, ha mais caos nas progradas e para maiores energias
h& mais caos nas retrogradas. No entanto, como ja explicado anteriormente, o Modelo
C é um caso especial que necessita de uma abordagem tridimensional para um estudo
melhor. Curiosamente, como pode ser visto em (b) e (e), para modelos mais axissimétricos,
a diferenca entre as porcentagens de caos entre orbitas retrogradas e progradas é menor

do que nos outros modelos.
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Figura 33 — % de caos em érbitas retrogradas — % de caos em érbitas progradas para cada
energia F; nos Modelos S, B, C, M, Bplus e Mplus.
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Também pode ser notado nas Figuras 25 a 30 que, como esperado, em todos os

casos, as regioes altamente cadticas estao cercadas por regides sticky?.

Apesar de observacgoes gerais semelhantes, notamos que algumas porcentagens

apresentadas em nosso estudo diferem significativamente das apresentadas por Manos

e Athanassoula (2011) para alguns intervalos de energia. Quando apresentadas as por-

centagens de Orbitas cadticas em funcao da energia, seus valores tendem a ser diferentes

para as energias mais elevadas. A priori, isso ¢ altamente previsivel, uma vez que estas

porcentagens podem depender da escolha dos conjuntos de condig¢oes iniciais, portanto,

nao esperamos que elas fossem iguais em nenhum momento, uma vez que nossas condi¢oes

2

Regides sticky séo regides onde o caos é mais fraco (niveis 2, 3 ou 4 de acordo com a nossa classificacio).
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iniciais sao totalmente diferentes das de Manos e Athanassoula (2011). Na verdade, oferecer
um complemento ao estudo desses autores, incluindo novas analises, ¢ um dos objetivos

deste capitulo.

7.5 CONCLUSOES

O objetivo principal deste capitulo foi verificar a influéncia da barra na estabili-
dade de oOrbitas imersas em potenciais gravitacionais analiticos representativos de barras
fixas. Foram comparados seis modelos de barras e suas influéncias na estabilidade das
6rbitas. Quatro modelos extraidos de Manos e Athanassoula (2011) e dois novos modelos
que representam situagoes extremas foram utilizados. Foi observado que quanto "mais
axissimétrica'for a barra, menos caos o modelo apresenta; Bem como barras mais massivas
criam um ambiente mais oportuno para orbitas cadticas. Além disso, através de um estudo
independente e comparativo entre érbitas progradas e retrogradas, pudemos notar que,

geralmente, as érbitas retrogradas sao mais propicias ao caos.

Realizando as integragoes com uma pequena adaptacao do LP-VIcode, analisamos
modelos consistentes para sistemas em rotagao que modelam galaxias barradas e estudamos
a estabilidade das drbitas através do Método SALI. O programa LP-VIcode atendeu a

todas as nossas necessidades e apenas ajustes pequenos foram necessarios.

Finalmente, utilizando a mesma modelagem e os mesmos conjuntos de parametros
que Manos e Athanassoula (2011), mas alterando o caminho para fornecer condigoes
iniciais, fomos capazes de oferecer outro ponto de vista para o trabalho desses autores,

contribuindo e enriquecendo o estudo publicado por eles.
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8 ESTABILIDADE EM MODELOS 2D COM BARRAS QUE EVOLUEM NO
TEMPO: PARAMETROS INSPIRADOS NA GALAXIA REAL NGC 936.

Neste capitulo trataremos de modelos de potenciais de barras galacticas que surgem
e crescem ao longo do tempo. Utilizamos uma galaxia real como inspiragao para nossos
parametros: a NGC 936.

8.1 SOBRE A NGC 936

A NGC 936 é uma galaxia espiral barrada, tipo S B0 no esquema de Hubble, que
estd distante aproximadamente 60 milhées de anos luz na diregao da constelagao Cetus (da
Baleia). Como pode ser observado na Figura 34, esta galdxia possui uma barra e um bojo
muito proeminentes e uma estrutura de anel que rodeia a barra (todas essas componentes

visiveis, inclusive, em telescopios amadores).

Foi descoberta no dia 06 de janeiro de 1785 por William Herschel e classificada, na
época, como uma nebulosa planetaria, por conta de seu formato redondo (Herschel, 1785a;
Herschel, 1785b).

Figura 34 — Imagem em banda R da galdxia NGC936
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Fonte: SDSS - Sloan Digital Sky Survey

Uma curiosidade é que a galdxia NGC 936 ¢ apelidada por galdxia do Darth Vader,

de Star Wars, porque sua estrutura de bojo, barra e anel a faz parecer com um TIE Fighter
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(Figura 35), nave utilizada pelo vilao em um dos episédios da saga.

Figura 35 — Nave TIE Fighter de Darth Vader

Fonte: The Fenomen of Travaller (2017)

8.2 MODELAGEM E PARAMETROS

Como os modelos descritos na se¢ao 5.2 ja estavam implementados e funcionando
bem no LP-VIcode, decidimos manter a mesma modelagem. Para realizar o ajuste dos
pardmetros necessarios, foram utilizados os trabalhos de Kent e Glaudell (1989) e Merrifield

e Kuijken (1995). Os procedimentos serao descritos individualmente a seguir.

8.2.1 PARAMETROS DO POTENCIAL DE PLUMMER

Kent e Glaudell (1989), propoem uma aproximacao analitica para o bojo da
NGC 936 dada por um Modelo de King (King, 1962) truncado. A densidade do modelo

apresentado é:

1 1
p(s) = pe ([1 ne Thre )2]3) (8.1)

2¢
a

Njw

onde p. = 22%, a = 265pc, s, = 2,Tkpc e a coordenada radial s ¢ dada por s? =

2 +y* + (0,%3)2'

Variando os pardmetros €g ¢ Mg no Modelo de Plummer (ver Secao 5.2), calculando
a curva de massa acumulada para este modelo e comparando curva de massa acumulada do
Modelo King descrito, utilizando o menor desvio padrao entre os pontos correspondentes
dos graficos, pudemos estimar os parametros €g e Mg para um melhor ajuste das curvas. O

ajuste das curvas foi feito até o raio 2, Tkpc e, desse modo, conseguimos estimar os valores
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€s = 0,45 e Mg = 5,4 x 10° M,yqr. O resultado da aproximacao destas curvas pode ser

conferido na Figura 36.

Figura 36 — Comparacao entre as curvas de crescimento de massa de King e Plummer.
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Fonte: o autor.

8.2.2 PARAMETROS DO POTENCIAL DE MIYAMOTO-NAGAI

O artigo de Kent e Glaudell (1989) apresenta o grafico exibido na Figura 37, o qual
nos permite extrair uma aproximacao para o perfil de luminosidade do disco juntamente

com a barra, COomo a que segue:
¥ = Yge /M (8.2)

onde Yo = 355 % e h = 3.5 kpc.

Ajustando, analogo ao feito com o bojo, as curvas de crescimento de massa e
utilizando o menor desvio padrao, pudemos estimar os pardmetros A e B de Miyamoto-
Nagai, bem como a massa do disco somada a massa da barra. O ajuste das curvas foi
feito até o raio 10kpc e, desse modo, conseguimos estimar os valores A =4,7, B=0,4 ¢
Miscorvarra = 3,7 X 101 M, y1q,-. O resultado da aproximacio destas curvas é mostrado na

Figura 38.

8.2.3 PARAMETROS DO POTENCIAL DE FERRERS

Para a barra, os parametros a = 4 kpc e b = 1,1 kpc do potencial de Ferrers,

foram extraidos do artigo de Kent e Glaudell (1989) que aponta a barra como tendo
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Figura 37 — Perfil de luminosidade exibido no artigo de Kent e Glaudell (1989).
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Fonte: Kent e Glaudell (1989).

Figura 38 — Comparagao entre as curvas de crescimento de massa do perfil extraido do
grafico e Miyamoto-Nagai.
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Fonte: o autor.

dimensoes 8,0 x 2,2 kpc. Deste mesmo trabalho, foi extraida a massa da barra, utilizando
a informacao da luminosidade, que no texto foi apresentada como 5,6 x 10 L,yq,. Desse
fato, utilizando a relacao 7= 1 extraimos que a massa da barra Mg = 5,6 x 10° M,ar-
Ja o parametro ¢ foi tomado como ¢ = 0,4 kpc para apenas pela conveniéncia deste valor

ser igual ao valor B do modelo de Miyamoto-Nagai apresentado anteriormente.

8.2.4 VELOCIDADE ANGULAR DA BARRA

Segundo Merrifield e Kuijken (1995), a velocidade angular da barra da galdxia NGC

k
936 esta estimada em €2, = 60 £ 14 . Desse modo, decidimos estabelecer trés modelos

s.kpc
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variando a velocidade da barra. As velocidades por nés consideradas e seus respectivos

modelos estao exibidos na Tabela 3:

Tabela 3 — Modelos X, Y e Z variando a velocidade da barra da galdxia NGC 936.

Modelo X Modelo Y Modelo Z

k k k
0, =50 2 1o, =60 0|, =70 -
s.kpc s.kpc s.kpc

Fonte: o autor.

8.3 QUADRO RESUMO DOS MODELOS INSPIRADOS NA NGC 936

A Tabela 4 exibe os trés Modelos X, Y e Z e seus respectivos parametros. Ressalta-

mos que, assim como na secao 7.1, as unidades adotadas sdo: 1 kpc para distancia, 103

km
—— para velocidade, 103
sec sec.kpc

My para massa.

para velocidade angular, 1 Myr para tempo e 2 x 10!}

A constante gravitacional universal G serd sempre considerada 1 e a massa total
G(Ms + Mp + Mp) sera sempre igual a 1. Para isso, devemos efetuar alguns calculos
de proporgoes utilizando os valores das massas obtidos nas subsecoes 8.2.1, 8.2.2 e 8.2.3.
Temos Mg = 5,4 X 10° Mpar, Mp = 5,6 X 10° Mypar € Mp = Mayiscorbarra — Mp =
3,7x 100 =56 x 10° = 37 x 10° — 5,6 x 10° = 31,4 x 10° M,,,,. Dessa forma, a massa
total Mp = Mg+ Mp + Mp = 5,4 x 10 + 5,6 x 10° + 31,4 x 10° = 42,4 x 10° M,ar.

Sendo assim, as proporc¢oes ficam

Mg 5,4 x 10?
= ~ (0, 12
My 42,4 x 109 0,1273

Mp 31,4 % 10°
= ~ 4
My 42,4 x 109 0, 7406

Mg 5,6 x10°
My 42,4 x 10°

~0,1321

Para que nao haja confusao nas notagoes, vamos manter Mg, Mp e Mp inclusive
para as proporgoes. Assim, temos as notagoes dos parametros iguais as que utilizamos ao

longo de todo o texto até o momento.
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Tabela 4 — Conjuntos de parametros: estao dispostos os Modelos X, Y e Z inspirados na
galaxia NGC 936.

MS €g MD A B MB a b C Qb

Modelo X | 0.1273 | 0.45 | 0.7406 | 4.7 | 0.4 | 0.1321 | 4.0 | 1.1 | 0.4 | 0.05
Modelo Y | 0.1273 | 0.45 | 0.7406 | 4.7 | 0.4 | 0.1321 | 4.0 | 1.1 | 0.4 | 0.06
Modelo Z | 0.1273 | 0.45 | 0.7406 | 4.7 | 0.4 | 0.1321 | 4.0 | 1.1 | 0.4 | 0.07

Fonte: o autor.

8.4 POTENCIAIS EFETIVOS

Andlogo ao realizado na segao 7.2, na Figura 39 exibimos o Potencial Efetivo para
os Modelos X, Y e Z; bem como seus Pontos de Lagrange L1, L2, L3, L4 e L5. Lembremos

que o Potencial Efetivo é dado por ®.ss(x) = ®(x) — 5]9 x x| e os Pontos de Lagrange

sao cinco pontos onde \/®.¢r = 0.

Figura 39 — Contornos do Potencial Efetivo para os Modelos X, Y e Z e os pontos de
Lagrange L1, L2, L3, L4 e Lb5.
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Fonte: o autor.

Na Figura 39 foram dispostos 20 contornos onde —0.25 < E; < —0.18.

8.5 IMPLEMENTACAO DO SURGIMENTO/CRESCIMENTO DA BARRA

-

A formacgao de uma barra é um processo secular que pode ter diversas historias. E
consenso que nenhuma galdxia nasce barrada: a barra pode se formar, se alterar (aumentar,
diminuir, rotacionar, ...) e se extinguir com o passar do tempo, em processos que dependem

dos parametros das galaxias que as hospedam. Nao sao encontrados estudos do ponto de
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vista analitico em potenciais gravitacionais de barras que evoluem com o tempo. Alguns
trabalhos recentes, como Manos e Machado (2014) e Machado e Manos (2016), para
exemplificar, estudam barras dependentes do tempo, mas utilizam parametros especificos

para determinados tempo de uma simulacao N-corpos.

Sendo assim, nosso intuito é realizar um estudo onde o potencial gravitacional que
representa a barra evolua com o tempo. A ideia é que nosso sistema inicie como uma
galaxia sem barra e se torne representativo de uma galédxia barrada, onde a barra nasce e

cresce com o tempo.

Vamos iniciar com potenciais totalmente axissimétricos, sem barra, para com o
tempo transformar este potenciais em nao axissimétricos, com barra. A Figura 40 exibe os
potenciais iniciais para os Modelos X, Y e Z, que se tornarao os exibidos anteriormente na

Figura 39.

Figura 40 — Contornos do Potencial Efetivo inicial sem barra para os Modelos X, Y e Z

(a) Inicio para o Modelo X (b) Inicio para o Modelo Y (¢) Inicio para o Modelo Z
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Fonte: o autor.

Na Figura 40 foram dispostos 20 contornos onde —0.25 < E; < —0.18. Perceba
a diferenca entre o potencial inicial sem barra ilustrado na Figura 40 e o potencial final

ilustrado na Figura 39.

Para realizar esta evolugao no potencial da barra, optamos por implementar uma
funcao linear, dependente do tempo, na massa da barra no potencial de Ferrers!. Neste
processo, criamos dois casos especificos para cada modelo: a evolugao se completa no
tempo equivalente a 5 ou 10 rotacoes completas da barra. Utilizaremos os indices a e
b para diferenciar um caso de evolucao do outro nas notacoes ja apresentadas para os

Modelos X, Y e Z. Sendo assim, por exemplo, o Modelo Xa representa o Modelo X onde

L TIsto foi feito no no arquivo ****.pav do LP-VIcode.
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a barra surge em sua completitude no tempo equivalente a 5 voltas de sua rotagao; o
Modelo Zb, por sua vez, representa o Modelo Z onda a barra surge em sua completitude
no tempo equivalente a 10 voltas de sua rotacao. Por sua vez, o tempo de evolucao da
barra para cada modelo obviamente depende da velocidade de rotacao da barra €2, e do
comprimento da barra. Estes tempos foram calculados para servirem como parametro da

funcao de crescimento da barra e sao exibidos na Tabela 5.

Tabela 5 — Tempo Aproximado para Evolucao da Barra nos Modelos X, Y e Z.

Modelo | Tempo Aprox. (Myear)
Xa 614.35

Xb 1228.70

Ya 511.96

Yb 1023.92

Za 438.82

Zb 877.65

Fonte: o autor.

A Energia de Jacobi E; = ;MQ + ®.ff(x) se conserva em um sistema de potencial
em rotacao representativo de uma barra fixa. Todavia, percebemos que essa energia nao
se conserva durante o periodo de evolucao. Enquanto a massa da barra esta crescendo
linearmente, o valor £; diminui aparentemente também linearmente, e volta a se conservar
a partir do momento que a barra surge em sua completitude e o sistema passa a ser de

barra fixa apds a evolucao.

Para exemplificar o que foi afirmado no paragrafo anterior, vamos utilizar uma érbita
aleatoria, com movimento inicialmente circular, integrada no Modelo Xa. A integracao
comega sem a barra, a estrutura de barra comega a surgir e sua massa cresce linearmente
até o tempo 614.35 Myear. Terminada essa evolucao, o sistema se torna de barra fixa até
o final da integracao em 10 000 Myear. Veja na Figura 41 como se comporta E; neste
caso até 3 000 Myear:

A conservacao de E;, nas partes em que hé conservacao, neste capitulo é da ordem
de 1076,

8.6 CONDICOES INICIAIS

Barras galacticas se comportam como corpos rigidos, ou seja, €2, é sempre uma
constante. Entretanto, discos galacticos nao se comportam deste modo, sua velocidade
angular € é uma fungao da coordenada radial. Assim, é natural imaginar que aparecerao
ressonancias entre os movimentos da barra e do disco. Um exemplo ¢ a ressonancia de

corrotacao, que ocorre onde 2 = €.
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Figura 41 — Comportamento de E; para uma érbita aleatoria enquanto a barra surge no
Modelo Xa.
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Fonte: o autor.

Também haverao ressonancias, quando a seguinte condigao for satisfeita:

Q=Q,+ (8.3)
m

onde m é um inteiro que esta relacionado com a simetria da estrura de interesse (bragos

s 2 _ &’ | 3d®
espirais, barras e etc...) e k% = 955 + 593

haverao duas ressonancias chamadas Ressonancias de Lindblad. Na Equacao 8.3, no caso

é chamada de frequéncia epiciclica. Neste caso,

do sinal negativo, tem-se a Ressonancia Interna de Lindblad (ILR devido a Inner Lindblad
Resonance); ja no caso do sinal positivo tem-se a Ressondncia Externa de Lindblad (OLR
devido a Quter Lindblad Resonance). Para potenciais de barras galacticas utiliza-se m = 2,
por serem estruturas bissimétricas (Moellenhoff; Matthias; Gerhard, 1995). A Figura 42,

exibe as curvas €2, ) 4 %/{ e ) — %/{ para os Modelos X, Y e Z.

Para este estudo, as drbitas terdo velocidade inicial circular e estarao distribuidas
aleatoriamente até a ressonancia OLR de cada modelo, sendo distribuidas 10 mil 6rbitas
progradas e 10 mil érbitas retrogradas para cada modelo, partindo das posi¢oes apresentadas

na Figura 43.

Perceba que quanto maior a velocidade angular da barra €2, menor é o raio da
ressonancia OLR. Conforme nosso critério para a escolha das condigoes iniciais, isto faz
com que o Modelo X possua orbitas mais espalhadas que o Modelo Y e, por sua vez,
o Modelo Y possua o6rbitas mais espalhadas que o Modelo Z. Este fenémeno é exibido

claramente na Figura 43.
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Galdzia Real NGC 936.

Figura 42 — ILR, OLR e graficos de

Q, Q0+ %H e () — %H para os Modelos X, Y e Z
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Fonte: o autor.

Figura 43 — Posicao das Condigoes Iniciais para os Modelos X, Y e Z
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Fonte: o autor.

8.7 RESULTADOS E DISCUSSOES

Com um procedimento analogo ao realizado no Capitulo 7, os niveis de caoticidade
foram separados nas 4 categorias exibidas na Tabela 2. No entanto, desta vez, todas as
orbitas foram integradas até 10 000 Myear, independentemente do aparecimento de caos

antes deste periodo.

As Figuras 44 a 46 mostram a quantidade de caos que surgiu em cada tempo da
integracao para cada modelo, tanto para o6rbitas progradas quanto para retrogradas. Os
niveis de caoticidade estao representados por cores distintas. Observa-se claramente que as
Orbitas retrogradas possuem mais tendéncia ao caos, assim como observado nos modelos

do Capitulo 7. Todos os modelos estudados apresentaram um caos forte, dominante no
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Nivel 1, para as orbitas retrégradas e um aparente dominio de caos Nivel 2 para as orbitas
progradas. Nota-se que pouco caos Nivel 1 é gerado nas érbitas progradas, especificamente

nos Modelos Xb e Za este tipo de caos é nulo ou praticamente desprezivel.

Por sua vez, temos na Figura 47 a quantidade de dérbitas cadticas acumuladas para
orbitas progradas, retrogradas e para a quantidade total de érbitas dos dois tipos em todos
os modelos. As distribui¢oes entre ordem e caos, levando em conta as posigoes iniciais,

para cada modelo, estdao disponibilizadas nas Figuras 48 a 50.

Figura 44 — Tempo x Ntmero de Orbitas Cadticas - Modelo Xa e Xb
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Figura 45 — Tempo x Ntumero de Orbitas Cadticas - Modelo Ya
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Figura 46 — Tempo x Ntumero de Orbitas Cadticas - Modelo Za
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Figura 47 — Tempo x Ntmero Acumulado de Orbitas Caéticas - Modelos Xa, Xb, Ya, Yb,
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Figura 48 — Ressonancias ILR e CR com a Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas -
Modelo X

(a) Modelo Xa
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De modo geral, para as orbitas progradas, que giram no mesmo sentido da barra
galactica, o nimero de caos gerado foi bastante baixo, variando entre 5% e 10% do niimero
total de orbitas progradas langadas dependendo do modelo analisado. J& para as orbitas
retrogradas, este percentual aumenta consideravelmente e encontra-se entre 15% e 25% do

numero total de dérbitas retrogradas lancadas dependendo do modelo. Em niimeros totais,
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Figura 49 — Ressonancias ILR e CR com a Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas -
Modelo Y
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considerando as Orbitas progradas e retrogradas, observamos sempre entre 10% e 18% o

percentual de caos nas orbitas integradas dependendo do modelo analisado.

Para comparar a diferenca entre a velocidade de surgimento/crescimento da barra,

a Figura 47 nao oferece diferencas consideraveis. Todavia, atentando aos graficos das
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Figura 50 — Ressonancias ILR e CR com a Distribuicdo de Orbitas Regulares e Cadticas -
Modelo Z
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Figuras 44 a 46 pode-se notar dessemelhangas. Os modelos onde a barra cresce com 5
voltas (indices a) parecem propiciar levemente mais caos que os modelos onde a barra
cresce em 10 voltas (indices b). Isto é uma indicagdo que um surgimento abrupto da barra

causa maior perturbacao no sistema.
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Algumas estruturas podem ser observadas nas Figuras 48 a 50: aparentemente, com
o modo que utilizamos para escolher as condi¢oes iniciais, sao formadas regioes de caos
muito bem definidas pelas condi¢Ges iniciais, as quais se assemelham com anéis. Poucas
orbitas apresentam caos com condi¢oes iniciais fora dessas regides. Nas érbitas progradas,
estes anéis de caos se apresentam de forma tinica para cada modelo. Nas orbitas retrogradas,
temos dois anéis de caos, predominantemente a estrutura se apresenta como um grande
e espesso anel externo, cercando um sutil anel interno, com uma tnica exce¢ao para o
Modelo Za. A ressonancia CR é um limitador para esses anéis de caos, neste contexto,
interessantemente, os anéis mais proeminentes estao confinados entre as ressonancias ILR
e CR, com uma tnica excegdo para o Modelo Za. Nestas imagens também se torna clara a

diferenca na quantidade de caos para orbitas progradas e retrogradas.

Quanto maior a velocidade angular da barra €,, menor é o raio da ressonancia OLR.
Neste contexto, também é observado, a partir das Figuras 44 a 50, que quanto maior €2,
as 6rbitas que sofrem maiores influéncias da barra galactica (dentro do raio da ressonancia
OLR), possuem maior inclina¢io a desenvolverem trajetérias cadticas. De fato, as Figuras
44 & 46 deixam nitido que a principal diferenca, neste quesito, esta especialmente nas
orbitas retrogradas no caos Nivel 1. Isto indica que a velocidade angular da barra também
influencia na sensibilidade do sistema ao surgimento da barra, uma vez que as érbitas com
caos Nivel 1, apresentaram caos em um tempo préximo ao de surgimento/crescimento da
barra galactica. Para as érbitas progradas, nenhuma diferenca consideravel é exibida neste

ponto.

Conforme esperado E; nao se conserva durante o periodo de evolugao da barra
galactica. Conforme ja mencionado, enquanto a massa da barra esta crescendo linearmente,
o valor F/; diminui aparentemente também linearmente, e volta a se conservar a partir do
momento que a barra surge em sua completitude e o sistema passa a ser de barra fixa apds
a evolucao. Para visualizar este fenomeno, nas Figuras 51 a 53 estao dispostas a quantidade
de érbitas por E; para determinados tempos durante e ap6s o surgimento/crescimento da
barra para cada modelo. Nestas imagens podemos observar movimentacao nos valores E;

até os tempos estabelecidos na Tabela 5, apos este periodo observa-se a conservagao.
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Figura 52 — F; x Quantidade de Orbitas - Modelo Ya e Yb
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8.8 CONCLUSOES

O objetivo principal deste capitulo foi verificar a influéncia da barra na estabilidade
de oOrbitas imersas em potenciais gravitacionais analiticos representativos de barras que
surgem/crescem com o tempo em um processo evolutivo. Foram comparados seis modelos
com parametros inspirados na galaxia NGC 936 e suas influéncias na estabilidade das
6rbitas. As dimensoes da barra foram mantidas em todos os seis modelos e os parametros

variados foram a velocidade angular da barra e o tempo de surgimento/crescimento.

Encontramos evidéncias de que quando a barra surge mais rapidamente, mais caos
é gerado. Além disso, para as érbitas progradas, o niimero de caos gerado variou entre 5% e
10% do ntimero total de érbitas progradas lancadas dependendo do modelo analisado. Para
as érbitas retrogradas, este percentual variou entre 15% e 25% do ntimero total de érbitas
retrogradas lancadas dependendo do modelo. Observou-se que as orbitas retrogradas sao
mais propicias ao caos. Percebemos, conforme esperado, que a Energia de Jacobi nao se
conserva enquanto a barra esta em processo de evolugao. Também notamos que quanto

maior a velocidade angular da barra, maior é sua influéncia na dindmica do sistema.

Regides de caos bem definidas semelhantes a anéis foram observadas levando em
consideracgao as condigoes iniciais, poucas dérbitas apresentam caos fora dessas regides. Nas
Orbitas progradas, estes anéis de caos se apresentam de forma tnica para cada modelo.
Nas orbitas retrogradas, temos dois anéis de caos, quase sempre um grande e espesso
anel externo, cercando um sutil anel interno. A ressonancia CR é um limitador para esses
anéis de caos e os anéis mais proeminentes estao predominantemente confinados entre as

ressonancias ILR e CR.

Assim como no estudo com barras fixas, realizando as integragoes com uma pequena
adaptacao do LP-VIcode, analisamos modelos consistentes para sistemas em rotagao que
modelam galaxias barradas e estudamos a estabilidade das érbitas através do Método
SALI. O programa LP-VIcode atendeu a todas as nossas necessidades e apenas ajustes

pequenos foram necessarios.
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9 CONSIDERACOES FINAIS

A presente tese de doutorado apresentou um estudo da dindmica de érbitas estelares
imersas em potenciais gravitacionais analiticos que modelam galaxias barradas. Foi utilizado
o Método SALI como ferramenta mateméatica para distinguir movimentos regulares e
cadticos nas integragoes das dérbitas. O principal objetivo deste trabalho foi analisar a
influéncia da barra na dindmica galactica. Para isso, diversos cenérios de barras galacticas
foram estudados: desde barras fixas em rotacdo até barras dependentes do tempo, em

processo de evolucao.

Consideramos que as principais contribuigoes deste trabalho foram:

A exibicao dos célculos das derivadas do potencial de Ferrers de forma analitica;

A confirmagado da possibilidade de se trabalhar com referenciais em rotagao no

LP-VIcode através de algumas adaptacoes;

O oferecimento de um ponto de vista adicional para o trabalho publicado por Manos
e Athanassoula (2011);

O estudo de dois cenarios extremos para barras galacticas: barras muito massivas e

barras "mais axissimétricas";

O estudo de cendrios de evolugao de barras galacticas de modo analitico, em situagoes
onde um sistema inicia totalmente axissimétrico e hd um surgimento/crescimento da

barra ao longo do tempo;

e A separacao dos estudos em orbitas progradas e retrogradas e a comparacao entre

eles.

Naturalmente, ainda ha muito o que se pesquisar no contexto dessa tese. Em
trabalhos futuros, o doutorando e seu orientador pretendem analisar outros cenarios de
evolucgao, estudar a variacao de outros parametros, estudar familias de érbitas, entre tantas
outras possibilidades que esta pesquisa gerou. Apesar de o programa LP-VIcode ter se
mostrado eficiente, também existe a pretencao de futuramente escrevermos um cédigo
proprio para a integracao das Orbitas e o calculo de SALI, com o intuito de melhorar o

tempo computacional e a conservacao de E;.
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A APENDICE: TOPICOS ADICIONAIS SOBRE SISTEMAS HAMILTONIANOS

A.1 COLCHETE DE POISSON

Definicdo A.1. Sejam F,G : U C R*N — R com U aberto em R*N. O Colchete de

Poisson é definido por:

N (oF 0G OF 0G
(F.G} =3 ( oG

J=1

onde Q : R?N x R?N — R ¢ a Forma Candnica Simplética de R*" .

— =< vF,JvG>=Q(VF, vG
90, 0, @pjaqj> vFJv (VF,vG)

Propriedade A.1. Sejam F,G,T : U C R*N — R com U aberto em R*N. O Colchete

de Poisson satisfaz as sequintes propriedades:

(ii) {F +G.T} ={F.T} +{G,T}
(iii) {F.G,T} = F{G, T} + G{F,T}
(iv) {{F,G},\T} = {{G, T}, F} + {{T, F},G} =0
Corolério A.1. Sejam F,G : U C R*® — R com U aberto em R*N tais que {F,G} = 0.
Entio {G,F} = 0.
Demonstragio. {F,G} =0= —{G,F}=0={G,F} =0. O

Teorema A.l. Sejam uma Funcio Hamiltoniana H : U C R*N — R e uma curva
integral do Sistema Hamiltoniano associado (q(t), p(t)),t € I, com U aberto em R*N e I

um intervalo real. Entdo, para toda funcao diferencidvel F': U — R, wvale:

(Z:(q(t),p(t)) = {F, H}(q(t), p(1))

_dF dgy. dpy,
_ —< oF (2 TPk
Demonstracio = (a(t),p(t)) =< v F, ( 2 ) >

por2.1

< VF,JvH >={F,H}(q(t),p(t))
0

Corolario A.2. Sendo U aberto em R?N, F : U c R*™ — R ¢é uma Constante de
Movimento (ou Integral Primeira) do Sistema Hamiltoniano (2.1) se, e somente se,

{F,H} =0.

Defini¢ao A.2. Se F' e G sao Constantes de Movimento do Sistema Hamiltoniano (2.1),

dizemos que F' e G estao em involugao quando {F,G} = 0.

Note que o Corolario A.2 nos diz que toda Constante de Movimento esta em

involugao com a Funcao Hamiltoniana H.
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A.2 TRANSFORMACOES CANONICAS

Considerando um Sistema Hamiltoniano com N Graus de Liberdade, sendo H(q, p)

a FU.H(;éO Hamiltoniana com q= (q17 e 7qN)7 P = (plu T 7pN) €qi, - ,4qN,P1," " , PN
independentes, sabemos que sao satisfeitas as equagoes do sistema (2.1). Gostariamos de

sugerir uma mudanca de variaveis, tipo

Qi = Qi(q,p,1)

onde as transformagoes Q; e P;, para i € {1,---, N}, sdo inversiveis e diferencidveis, de

modo que as equagdes do sistema (2.1) sejam preservadas.

Para isto, uma nova Func¢ao Hamiltoniana K(Q, P, t) deve satisfazer

dQ; OH
dt 0P
dP,  0H
dt  0Q;

paraie€ {1,--- N}
Do Principio Variacional (Goldstein; Poole; Safko, 2002; Lemos, 2004), sabemos

que

t1

5 [ ”@pffgi — H(q, p, 1))t = 0 (A1)

e gostariamos que isto implicasse

to
o (P
t1

i

dﬁi — H(Q,P,t))dt =0 (A.2)

Uma maneira de fazer isto é supor que os dois integrandos diferem por uma derivada

total de uma fungao ¢(q, p,t) (poderfamos tomar ¢(Q, P, t)).

Ou seja,
integrando de (A.1) integrando de (A.2)
d i d i d
S0 Hap. =Y (R~ #(Q.P.0) - p.1) (A3

d
Integrando d(f em t e aplicando o Teorema Fundamental do Calculo, temos

#d9

L AT o(a(ta), p(ta), t2) — ¢(a(ts), p(ti),t1) =0
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pois, segundo Lemos (2004), podemos tomar d¢;(t2) = dq;(t1) = 0 e dp;(t2) = op;(t1) = 0.

Desse modo, temos que

to dgb
0 | —dt=
t1 dt O

e portanto, toda vez que (A.1) valer, (A.2) também valera.
Por conseguinte, usaremos (A.3) para definir Transformagao Candnica:
Definicao A.3. A transformacao inversivel, diferencidavel, com inversa diferencidvel,

(q,p) — (Q, P) dada por Q; = Qi(q, p,t) e P, = P,(q,p,t) € candnica se, e somente se,
existirem funcoes ¢(q, p,t) e K(Q, P,t) tais que:

N dg; dQ; do
zi_PZ K 7P7t - H ) at = 7 \q, at
;(p b7 o) T K(Q Pt)— H(g p,1) = —-(q,p1)

Ou na forma diferencial:

> (pidg; — PidQ;) + K(Q, P,t) — H(q, p,t) = d¢(q, p. t) (A.4)

=1
A.3 FUNCOES GERADORAS

Para esta se¢do, continuamos nas condicoes trabalhadas, até o momento, na Segao
A2

Suponha que seja possivel resolver as N equagoes Q; = Q;(q, p,t) para os N p’s
Di :pi(q7Q>t)7 (NS {17 7N}

Definindo Fi(q,Q,t) := ¢(q,p(q, Q,t),t), temos que, da equagao (A.4), segue que

N
Z(pzd% - Pdez> + K(Q7 Pa t) - H(qa | oF t) = dFl(qa Qa t)
i=1
Portanto
Ok
pi = £
(A.5)
oF,
P =
0Q;
parai € {1,--- , N} e, ainda,
OF;
K(QP.t) = H(q,p.t) + —-(a.Q.1) (A.6)

Note que, considerando (A.5) e (A.6), obtemos uma transformagao candnica. Logo,

F gera uma transformagao canonica e, por esse motivo, é denominada fungao geradora.
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Mas Fi nao é o unico tipo de funcao geradora para transformagoes canonicas.

Observamos que nem sempre é possivel (ou conveniente) resolver @;

Q2<q7 P, t)
da forma p; = p;(q, Q, ).

Um exemplo de facil entendimento é a transformacao identidade: Q); = ¢; e P, = p;

Neste caso, é impossivel extrair p; = p;(q, Q,t). Sendo assim, F; nao é geradora da
identidade.

Suponha que se possa tomar qq,--- ,qn, P,

-, Py como variaveis independentes.
Usando

dz Qib; = ZPiin + ZQidPi

temos

~ Y PdQ; = Y. QudP, — dY. QP
e substituindo em (A.4):

F2 (q’Pzt)
N

Z(pquz - Pdez) + K(Q> Pa t) - H(qv P, t) = d(z PzQz - ¢(q7 P, t)) = dF2<q7 P7 t)
=1

Assim,

Ok

pi = 4,

OF,

Q= 5p

parai € {1,--- N} e, ainda,
OF.
K(Q.P,1) = H(q.p.t) + - (a.P.1)

A funcado Fy(q,P,t) também é geradora.

Observacgao A.1. Ezistem muitos tipos de fungoes geradoras e, dentre elas, estao F3(p, Q,1)
e Fy(p, P,t) que também satisfazem K(Q, P,t) = H(q, p,t)+

OF,
H(g,pt)+ 87;(17’ P, t), respectivamente.

Fy

P Q1) e K(QP.t) =
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B APENDICE: TEORIA DE HAMILTON-JACOBI

Neste momento, desenvolveremos alguns tépicos da Teoria de Hamilton-Jacobi,
considerada por muitos cientistas o auge da Mecanica Analitica.

B.1 EQUACAO DE HAMILTON-JACOBI

Considerando um Sistema Hamiltoniano de N Graus de Liberdade, descrito pelas
varidveis (q, p) e pela Fungdo Hamiltoniana H(q, p,t), suporemos ser possivel encontrar
uma transformagao candnica (q,p) — (Q, P), por meio de uma fungao geradora do tipo
Fy(q,P,t), de modo que a nova Fungao Hamiltoniana satisfaga K(Q,P,t) = 0.

Em tais condicoes, temos:

: oK
: oK
P=ma0, 7"

o que implica Q; = f; e P; = o, onde [; e «; sdo constantes para i € {1,--- , N}.
Note que, se olharmos para a transformacao inversa, teremos:

¢ = ¢(Q,P,t) = ¢i(t) = ¢:(8, a, 1)

Para uma func¢ao geradora do tipo Fj, temos:

OF
pi = D4;

OF;
Q= 2

parai € {1,--- N}

Por convencao, trocaremos a notagao Fy(q, P,t) para S(q,P,t) e, entdo, teremos:

- 9s
pi = 04,
(B.1)
5
Qi = op

parai e {1,--- N}
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A nova Fungao Hamiltoniana, segundo a equacao (A.7), é dada por:

a8
K(Q’ P? t) = H(q’ p’ t) + E(qJ P7 t)

Como nossa hipotese é K(Q,P,t) = 0, entao:

oS
H(q,p,t) + - (q,P,t) =0

ot
e usando p; = P temos:
oS oS
H(q, — —(q,P,t) = B.2
(@ G0+ Gy (@ Pt =0 (B2)

A equagao (B.2) é uma equacao diferencial parcial de 1* ordem, nao linear, em
N + 1 variaveis independentes ¢, - - , ¢y, t. Esta equacao recebe o nome de EQUACAO DE
HAMILTON-JACOBI.

Observe que o problema de resolver o sistema de equacoes hamiltonianas, de 2N
equagoes diferenciais ordinarias, é reduzido a um problema equivalente de solucionar

apenas uma equacao diferencial parcial de N + 1 variaveis.

Nosso intuito agora é definir Solugdo Completa (Integral Completa) da equagao

(B.2). Para isso, suponhamos que se tenha uma solugao da forma

S(Qla"' 7QN7P17”' JPN7t>

Uma vez que P, = a; e Q; = fB;, para i € {1,---, N}, podemos reescrever tal

solucao como

S(Qh"' y N, Oyttt aaN7t)

e, ainda, as equagoes (B.1) se tornam

0S
pi=3 (g1, an, o, o, )
oS
P = 3T ) y T 7t
B aai(Ch gn, N )

parai € {l,--- , N}

Defini¢ao B.1. Uma Solugio Completa (Integral Completa) da Equag¢io de Hamilton-

Jacobi é uma solugao da forma S(qi, - ,qn, a1, - ,an,t), contendo N constantes ndo
0%S

aditivas aq, - -+ , o, tais que detA # 0, onde A = [a;j] = P
qi0Q;
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B.2 O TEOREMA DE JACOBI

O resultado central da Teoria de Hamilton-Jacobi é o seguinte teorema:

Teorema B.1 (Teorema de Jacobi). Seja S(q1,- -+ ,qn, 01, ,an,t) uma solu¢ao com-
pleta (integral completa) da Equagao de Hamilton-Jacobi. Entao os q’s e p’s definidos por
05
Di = 3 el = 0 obedecem as Equacoes de Hamilton:
qi i
. 0H
" Opi
- OH
" ol

para i € {1,--- ,N}.

Demonstracao. Derivando (3; = o em relacao a t, temos:
Q;

; d 08 02S . 028
O pr— = — pu— ; B.3
5= Gt ba z]: 9¢,00: 7 " dtden (B.3)
Como S(q1,--+ ,qn, a1, ,an,t) é solugdo completa da Equagao de Hamilton-
Jacobi, temos:
08
H(q’p(qla'”aq]Vaalv"'70zN7t)7t)+E:O (B4)
Derivando (B.4) em relagao a «;, segue:
O0H 0Op; 028
— =0 B.5
< Op; Oc; | DD, (B.5)
Op; 028
Substituindo (B.5) em (B.3) e usando GZJZ- = Ja;005 temos:
0?S OH
0= (g — — B.6
: *s o :
Como a matriz A = [a;;] = 509 é nao singular, isto é, detA # 0, o sistema
q;00;
homogéneo de equacoes lineares (B.6) possui somente a solugao trivial. Ou seja:
- 0OH
¢4 —=— =20
J apj
o que implica
- 0H
4= —
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0 que mostra a 1* parte.

Vamos a 2* parte:

oS
Tomando a derivada de p; = D, em relagao a t:
qi

d 0S5 0*S . DS

= —— = , B.7
" Gtog, ~ 2 0g.0q U " ot0g, (B.7)
Derivando (B.4) em relagao a ¢;, temos:
oOH O0H Op; 0?8
+ S =0 (B.8)
Oq; 5 Op; 0q;  Oq;0t
Substituindo (B.8) em (B.7):
- 0*S . OH 0*S 0H
p=Y 00 g O 5 05 O
= 0¢;0q; dq; 5 0¢;0q; Op;
Pela 1% parte, segue:
0?S OH 0?S .
pizza 0. o _Za ,3.qj
j q;04; q; j q;04;
implicando
- OH
" Jg;
0 que mostra a 2% parte e, consequentemente, o teorema. O]

B.3 SISTEMAS MULTIPERIODICOS E VARIAVEIS DE ACAO E ANGULO

Definicao B.2. Um Sistema Hamiltoniano de N Graus de Liberdade no qual a Fun¢ao
Hamiltoniana nao depende explicitamente do tempo é dito separdvel se, para algum conjunto
de coordenadas generalizadas (qi,- -+ ,qn), existe uma solugio completa da FEquag¢io de

Hamilton-Jacobi, independente do tempo, da forma

W(Qh"' y N, Qg ct ,OéN) = Wl(QhOél"" ,OéN) +"'+WN(C]N70517"' ;OéN) (B~9)

No caso separavel, temos

9SO,
b= dq; B dq;

parai € {1,--- ,N}.

= filgi, a1, an) (B.10)

A Equagao (B.10) representa a projegao sobre o plano (g;, p;) do movimento que o

sistema realiza no espaco de fase.

A Figura 54 mostra dois casos interessantes da projecao sobre o plano (g;, p;):
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Figura 54 — Movimento: Libracao e Rotacao

Pi |

i,

a;<q<bh; I periodo = q;,

(a) (b)

Fonte: o autor.

(a) Libracao
(b) Rotacao

Definicao B.3. Um sistema separdvel é dito multiperiodico se a projecao do movimento

sobre cada plano (¢;,p;) enquadra-se em uma das duas categorias:

(A) A curva p;(g;,oq,- -+ ,an) € fechada, isto €, q; oscila entre dois limites definidos a;
e b;: Libragdo. (Vide Figura 54 (a));

(B) p; € uma fungdo periédica de q;, embora q; ndao seja fungio periddica do tempo:

Rotagao. (Vide Figura 54 (b)).

Em sistemas multiperidodicos, podemos definir as Variaveis de Acao e, também,
as Variaveis de Angulo, que servem para efetuar o calculo das frequéncias associadas ao

movimento, sem a necessidade de integrar completamente as Equagoes de Hamilton.

Definicao B.4. Considerando um sistema multiperiodico, as Varidveis de Ag¢do sao

definidas por

1
= <da; B.11
/ 27Tj{p ¢ ( )
ondeie {l,--- ,N}.

Observagao B.1. As integrais de (B.11) sdo calculadas ao longo da curva fechada no
caso de libragao (Vide Figura 54 (a)) ou feita sobre a curva em um periodo g;, no caso da
rotacio (Vide Figura 54 (b)).

Geometricamente, as integrais de (B.11) representam a area da figura fechada no
caso de libragao ou a area abaixo da curva em um periodo ¢;, no caso de rotagao. Observe

a Figura 55
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Figura 55 — Interpretacao da Integral: Libracao e Rotagao

Di | P

/_> qi

(a) (b)

Fonte: o autor.

oW,
dg;

Lembrando que p; = = pi(gi, 0, -+ ,an), a Equagdo (B.11) leva a conclusao

de que
Ji = Ji(ay, -+ ,an)

Resolvendo para os N a’s, temos:

(07] :ai(Jb'“ aJN)

Considerando a transformacao canonica gerada pela solucao da Equacao de Hamilton-
Jacobi, W(qy, -+ ,qn, a1, -+ ,ay), independente do tempo, temos que a Fun¢ao Hamil-
toniana nao muda, ou seja K = H. Do método por separagao para equacoes diferenciais

parciais, segue que K = H = a; = ay(Jy,- -+, Jy)

Logo, a nova Funcao Hamiltoniana ¢é a antiga Funcao Hamiltoniana expressa em
termos dos J's:
K=H=H(J, - ,Jn)

E consequentemente, temos:
W:W((_h? 7QN7J17"' aJN)

Definicao B.5. Considerando um sistema multiperiodico, as varidveis candnicas conjuga-
das aos J’s sdo chamadas de Varidveis de Angulo e sdo definidas por
oW

0J;
ondeie {1,--- ,N}.

0i

(B.12)

Note que ; = 0;(q, J).

Assim, temos:
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As equagdes de movimento transformadas, como K = H e H s6 depende dos J’s,

ficam:
9'_8K_8H_ o rant
z—api—aji—wl—consane
j— aK_ 8H_0
Y0 00,

Onde as solugbes sao expressas por:

{ 0,(t) = 6:(0) + w;t

J; = constante

Vamos comprovar neste momento que, se o sistema é peridédico, os w;’s sao as
frequéncias fundamentais, isto é, frequéncias angulares associadas a projecao do movimento

em cada plano de fase.

Calculando a variagao de #; em um periodo 7, segue:

30.= f3% garin = §3 g = 57 1 G (B.13)

onde usamos (B.12) e invertemos a ordem da diferenciagao. Usando (B.9) e (B.10), podemos

reescrever (B.13) como:

0; = anN AL dgp = EYA prkqu

Denotando por n; o niimero de voltas completas descritas pelas coordenadas gy,

temos:
2mng Jg
N —

Z %pkqu a7 Z 27kak = 271'7”&1

1k1 v k=1

AbY; =

Sendo 7; o periodo associado a projecao do movimento no i-ésimo plano de fase,
temos n;7; = 7 e concluimos que:

2
T, =T = 2TN; = WT = 2TN; = W, T —> W; = —
Ti

Portanto, w; é a frequéncia angular associada ao periodo 7.

Observacao B.2. Em um Sistema Hamiltoniano de 2 Graus de Liberdade, integrdvel,
w1 m . . .. -

temos que quando — = —, com m e n inteiros positivos sem divisores em comum, as
wWa n

orbitas serao periodicas e estarao retidas em um toro invariante 2-dimensional, como

. . p LW . . iy ~
pode ser visto na Figura 56. Jd quando a razdo — for irracional, as orbitas nunca serao
W2
fechadas e, eventualmente, cobrem uniformemente um toro 2-dimensional no espago de fase
4-dimensional de coordenadas q.,qo,p1,pe. Para mais detalhes consulte Skokos e Bountis

(2012).
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Figura 56 — Orbita retida no toro invariante 2-dimensional.

Fonte: Skokos e Bountis (2012)
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C APENDICE: OS METODOS DOS iNDICES DE ALINHAMENTO - EM DE-
TALHES

C.1 O METODO SALI

O Método SALI foi criado por Skokos (2001). A premissa bésica deste método
(e também o que o essencialmente diferencia do célculo do MLE) é a consideragao de
dois vetores de desvio de uma Orbita de referéncia. Segundo Skokos e Bountis (2012),
considerando a relagao entre dois vetores de desvio (em vez de apenas um), é possivel, no
caso de Orbitas cadticas, contornar obstaculos da convergéncia lenta dos Expoentes de

Lyapunov para constantes nao nulas, quando ¢ tende ao infinito.

C.1.1 INDICES DE ALINHAMENTO PARALELO E ANTI PARALELO

Para calcular SALI, segue-se a evolugao temporal simultanea de dois vetores de
desvio de uma érbita de referéncia com condigoes iniciais w; e wo. Uma vez que estamos
interessados apenas nas diregoes destes vetores de desvio, podemos normaliza-los, de tempo

em tempo, mantendo suas normas iguais a 1:

it
Wi(t) = wilt)
[[wi(t)]]
onde i € {1,2} e ||.|| denota a norma Euclidiana usual. Sendo assim, por uma questao de

comodidade, sempre que nos referirmos a vetores de desvio, ja o estamos considerando

com norma 1.

Definimos, entao, as duas seguintes quantidades:

(i) O INDICE DE ALINHAMENTO PARALELO, como:
d_ = [[wi(t) = w2(1)|
(ii) O INDICE DE ALINHAMENTO ANTI PARALELO, como:
dy = |[wi(t) + wa(t)]]
onde ||.|| denota a norma Euclidiana usual de vetores.

Observa-se facilmente que, quando d_ = 0, as dire¢oes dos vetores de desvio

coincidem e, quando d, = 0, as direcoes dos dois vetores de desvio sao opostas.

A direcao dos dois vetores de desvio, quando a Orbita referéncia é cadtica, tendem
a coincidir-se quando d_ — 0 e d; — 2, ou tendem a tornarem-se opostas quando
d_- — 2 edy — 0. J&d no caso de orbitas ordenadas, os vetores de desvio tornam-se
tangentes ao toro no qual a orbita estd confinada, em diregoes diferentes. Entao, as

quantidades d e d_ tendem a valores positivos pertencentes ao intervalo |0, 2].
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C.1.2 O MENOR IiNDICE DE ALINHAMENTO (SALI)

O Menor Indice de Alinhamento (SALI) é definido como o menor entre os valores
do Indice de Alinhamento Paralelo e Indice de Alinhamento Anti Paralelo, SALI(t) =

min{d,,d_}, ou seja:

SALI(t) = ming|[w.(t) + wa ()], [[wi(t) — wa(t)[[} (C.1)

Sendo assim, é evidente que SALI(t) € [0,v/2].

SALI = 0 indica que os dois vetores de desvio estao alinhados na mesma direcao,

ou seja, sao linearmente dependentes.

C.1.3 O COMPORTAMENTO DE SALI PARA MOVIMENTOS CAOTICOS

Os apontamentos feitos nesta subsecao sao espelhados no estudo realizado por
Skokos et al. (2004).

Neste momento, vamos investigar a dindmica na vizinhancga de érbitas cadticas em

um Sistema Hamiltoniano de N Graus de Liberdade.

Neste caso, uma érbita é definida por x = (¢1,42, -+ ,Gan,P1, P2, - ,P2n) onde
¢; € p; sao as coordenadas generalizadas e momento conjugado, respectivamente, com
ie{l,--- ,N}.

A evolucao temporal desta orbita é dada pelas Equacoes Hamiltonianas de Movi-
mento
dx OH OH
T oV = | 22 o2 C.2
o —veo - (525 (©2)
Resolvendo as Equagoes Variacionais sobre a solugao de (C.2), x(t), que é nossa

orbita investigada,

. dw
w=— = M(x(t)).w
= = M(x(1)
onde M = — ¢é a Matriz Jacobiana de V, nés obtemos a evolugao temporal de um vetor

de desvio inigial w(to), para intervalos infinitesimais [tg,to + At]. Notemos também que,
neste contexto, os autovalores Ay > Ay > --- > Aoy da matriz M, em t = {3, podem ser
pensados como Expoentes Locais de Lyapunov, com €1, €5, - - - , €y sendo os corresponden-
tes autovetores. De fato, esses autovalores oscilam sobre Ly, Lo, - -+ , Loy, que sdo os LCE’s
globais da dinamica nesta regiao. Como sabemos, em Sistemas Dindmicos Hamiltonianos,
os Expoentes de Lyapunov, nos casos de érbitas cadticas, sao niimeros reais e agrupam-se
em pares de sinais opostos, sendo os dois tltimos iguais & zero (Lichtenberg,(?7?)). Assim,

a evolugao de qualquer vetor de desvio inicial wy(0) é dada por:

2N
wi(t) =Y Vet (C.3)
i=1
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1), , . o ,
onde os ¢!V’s sao, em geral, nimeros complexos e \; e €; dependem da localizagao especifica

i
no espaco de fase através do qual passa nossa érbita de referéncia.

. . . 1 .
Iremos considerar aqui apenas autovalores reais (e, consequentemente, cg )’s reais

também), pois se algum autovalor for complexo, sua contribuigdo em (C.3) oscilard e ndo

afetard os préximos passos.
Afim de realizar um primeiro estudo sobre a evolucao de SALI, faremos duas
aproximacoes acerca dos vetores de desvio:
(1) \; = L;, para todoi € {1,--- ,2N};
(2) Vamos considerar que a principal contribui¢do para um vetor de desvio wy(t) é

oriunda dos dois maiores termos da equagao (C.3).

Sendo assim:

1 ~ 1 ~ 1 ~ 1 N
wi(t) ~ cg )e’\ltel + cé )e’\QteZ ~ cg )ethel + cg )€L2t62

e entao, para dois vetores de desvio w; e wy:

wi(t) cgl)ethél + cél)eth@

wi()]] |V |elat
e
wo(t) cPelrte) 4 Pelte,
[lwa ()] ERIEE
Considerando s; = sign(cgi)), para i € {1,2}, temos:
Wl(t) R Cél)e—(LrLg)th
— = S5161 + 0
[[w1(t)]] Ex
e
wo (1) ~ CéQ)ef(LlfLQ)téb
—— ¥ S9€1 + @
[[wa(t)]] Exd

Calculando SALI, de acordo com a defini¢do dada em (C.1), temos:

1 2
SALI(t) = min Wl(t) W2(t) || ~ i i —(L1—L2)t||§2|| — Ce—(L1—L2)t
w1~ [[wa2(0)]] ERRER
Ou seja,
SALI(t) o e~ (Lr=L2)t (C.4)

Percebe-se que (C.4) sugere que, no caso de érbitas cadticas, SALI tende a zero
exponencialmente e a taxa deste decrescimento esta intimamente ligada aos dois maiores
LCE’s.
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C.1.4 O COMPORTAMENTO DE SALI PARA MOVIMENTOS REGULARES

Os apontamentos feitos nesta subsecao, sao espelhados no estudo realizado por
Skokos et al. (2003).

O objetivo, neste momento, é tentar compreender o motivo pelo qual SALI nao
se anula para movimentos regulares, partindo do estudo dos vetores de desvio. Para isto,

realizaremos investigacoes em Sistemas Hamiltonianos Integraveis.

Um Sistema Hamiltoniano Integravel de 2 Graus de Liberdade possui, além do

Hamiltoniano H, uma segunda integral independente F', em involucao com H:
{H,F}=0 (C.5)

onde {-,-} denota o Colchete de Poisson. Nestes sistemas, o movimento acontece na

interseccao das duas variedades:
H=ky , F=kp

onde ky e kp sao os valores constantes das duas integrais. Desse modo, a érbita em
um espaco de fase 4-dimensional, estd se movendo instantaneamente em um subespaco

tangente 2-dimensional, perpendicular aos valores
j_ (OH OH OH OHY . (OF OF OF OF
~ \ 9z’ 9y’ op,’ Ip, ~ \ 9z’ 9y’ 9p.’ dp,

sendo x e y as coordenadas generalizadas do sistema e p, e p, seus momentos conjugados.

(C.6)

Pode-se dizer que o movimento é governado por qualquer um dos campos vetoriais

hamiltonianos:
oOH 0oH OH OH oF oF OF OF 1)
= — — - —— ou =(— — - —— )
" dp, dp,” Oz’ 0Oy F Op, Op,” 0Oz’ Oy

Os vetores \VH e /F (e consequentemente fy e fr) sdo linearmente independentes,
por conta da independéncia funcional das duas integrais em quase todo o espaco de fase.

Entao, os vetores unitarios correspondentes

~ fr - fr — vH — vF
|I£2] | ||| ||V HJ| |7 Fl|
tais que

/f\H 1 V/I\‘I (& /f\F 1 ﬁ‘
podem ser utilizados como uma base para o espago de fase 4-dimensional, onde os vetores

de desvio evoluem. Denotemos por B = {?H,Tfp, V/I\{, ﬁ‘}

Uma vez que

OHOF  OHOF _OHOF  OHOF

Or Ox Oy Oy  OpyOp,  Op, Op,
IVH|].||vH]|

< vH, UF >=< fy,fr >= +£0
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onde < -,- > é o produto interno, || 7 H|| = ||fx]| e || 7 F|| = ||fr||; podemos afirmar que

esta base, em geral, nao ¢é ortogonal.

Note que, das definigoes dadas em (C.6) e (C.7), temos:

OHOH | OHOH OHOH 0HOH _
oxr Op, dy Op, Oz Op, Oy Opy N

< ﬁ{,/ﬂq >=

Oz Op, + dy dp, Ox dp, Oy dp,

OH OF QHOF _OH OF

Enquanto que, de (C.5), lembrando que {H, F'} = 95 9p.  Op. 0% + 0 o
T x )

OH OF {H,F}y=—{F,H} OF0OH O0OFO0H O0OFO0H OFO0H

gmor FHy=2290 9800 -

dpy Oy 0 — {F H} Ox Op,  Op, Ox + dy dp,  Op, Oy
OH OF OHOF OHOF 0HOF

H, T >= — onor ohor oHor
< Vi > 0x5)px+8y0py dp, Ox  Op, Oy

— = OF OF OF OF OF O0F OF OF
< vF, fr >= =0

OFOH | OFOH _OFOH _OF 0 _
Or dp, Oy Op, Op, Or  Op, Oy

< ﬁ‘,?]_j >=

Ou seja, temos < V/I\{,?H >=< ﬁ‘,?p >=0e < V/ﬁ,fp >=< ﬁ‘,f}{ >= 0.

Assim, utilizando a base B = {?H,fF, V/ﬁ, ﬁ‘}, considerando um vetor de desvio

w1, podemos escrevé-lo como:
Wi = al?H -+ CLQ}\‘F + agﬁ‘l + a4ﬁ‘ (09>

onde ay, as, as,ay € R. Os valores dos coeficientes a;, para i € {1,2,3,4}, exibem uma

clara figura da evolucao temporal do vetor de desvio wy.

Considerando o que foi desenvolvido nesta se¢ao até agora, Skokos et al. (2003)
estudaram modelos hamiltonianos integraveis 2D e acompanharam a evolu¢ao nimerica
dos coeficientes a;,i € {1,2,3,4}. De acordo com Skokos et al. (2003), o vetor de desvio
w; tende a cair no espago tangente ao toro, estendido em cada ponto por fir e ?F, 0 que

indica que a3 e a4 tendem a zero, enquanto a; e as tendem, em geral, a valores nao nulos.

Exibiremos agora, um estudo feito ainda por Skokos et al. (2003), no modelo
hamiltoniano 2D de Van de Waals (Ganesan; Lakshmanan, 1990), afim de estudar o
comportamento dos coeficientes a;,i € {1,2,3,4} e inferir o comportamento de SALI em

orbitas regulares.

O modelo em questao é:

1
H(z,y,pepy) = 502 +py) = E(@” + %) + A +¢°) + By +2%")  (C.10)

onde E, A e B sdo ntimeros reais. Para B = 34, o Hamiltoniano (C.10) é completamente

integravel e a segunda integral de movimento é:

F(2,y, p2r py) = (¥py — ypa)? = 2°p] — 20ypapy + y°pL
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Para os célculos, foram utilizados A = 0.25, B =34 =0.75¢ E = —107% e foram
calculados, para diferentes vetores de desvio, os coeficientes ay, as,az e ay de (C.9). Os
resultados encontrados foram a; e as ndo nulos e az e a4 tendendo a zero proporcionalmente

at L

A Figura 57, mostra um caso particular em que o vetor de desvio inicial foi tomado
coma; =1,a, =1,a3 =0e ay = 1. No caso (a), temos a; (em preto) e as (em cinza)
e nota-se claramente que a; e as nao se tornam nulos. No caso (b), temos, em escala
logaritmica, |as| (em preto) e |ay| (em cinza), ambos tendendo a zero; as duas curvas
plotadas como referéncia sao, respectivamente, y = 0.107t %92 ¢ y = 0.067t~ %% e, assim,
notamos que |as|, |as| oc t71. Esclarecemos que a érbita utilizada possuia condigoes iniciais
(%, Y, puypy) = (—0.6,0,0,1.99416).

Figura 57 — Estudo dos coeficientes aq, as, as e ay de um vetor de desvio de uma érbita do
Hamiltoniano (C.10).
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Fonte: Skokos et al. (2003)

Da Figura 57, conclui-se que qualquer vetor caira no espago tangente do toro no
qual as Orbitas estao envolvidas. Esse espago tangente é produzido pelos vetores fyefre

os vetores de desvio se tornam combinacgao linear de fy e fr apenas.

Como nao existe motivo particular para dois vetores de desvio iniciais acabarem
com os mesmos valores de a; e as, SALI, em geral, oscila em torno de uma constante nao

nula.

Tomando a 6rbita com condicoes iniciais (z,y, ps, py) = (—0.6,0,0,1.99416) e dois
vetores de desvio iniciais wy com a; =1, a0 =1, a3 =0ea3=1e wy com a1 =1, ay = 1,
az =1 e ay = 0, Skokos e colaboradores, fizeram os graficos ilustrados na Figura 58, que
ilustra a evolu¢ao de SALI, em (a), que oscila em torno de um valor diferente de zero,

para uma Orbita regular, indicada em (b) pelo ponto negro.
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Figura 58 — Evolugao temporal de SALI em uma érbita regular do Hamiltoniano (C.10).
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Fonte: Skokos et al. (2003)

Generalizando os apontamentos vistos, inferimos SALI em um movimento regular

por:

SALI(t) = constante > 0,t — 00 (C.11)

C.1.5 UMA INTERPRETACAO GEOMETRICA PARA SALI

Note, a partir dos cédlculos seguintes, que SALI mede efetivamente a drea do

paralelogramo originado pelos dois vetores de desvio:

Figura 59 — SALI como a area de um paralelogramo formado pelos vetores de desvio.
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Fonte: Skokos (2010a)
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_SALL. max{d,,d_}

Logo,

Area oc SALI

C.2 O METODO GALI

C.2.1 O INDICE DE ALINHAMENTO GENERALIZADO (GALI)

Consideremos um Sistema Hamiltoniano Autonomo de N Graus de Liberdade com

a seguinte Funcao Hamiltoniana:

H(q1, 92, ,qn,p1,D2, -+ ,pN) = h = constante

onde p; e p;, parai € {1,2,--- , N}, sdo as coordenadas generalizadas e os momentos

conjugados, respectivamente.

Uma 6rbita neste sistema é dada por um vetor x(¢) = (q1(t), g2(t), - - - , qn(t), p1(t), p2(t), - -+ , pn(t))

com x; = ¢q; € iy = p;, para i € {1,2,--+ | N}.

A evolucgao temporal desta érbita é governada pelas Equagdes Hamiltonianas de

Movimento
dx(t) OH —oH
=V(x)=|-— —= C.12
v = (5 ) ©12)
enquanto a evolugao temporal de um vetor de desvio inicial w(0) = (Az1(0),- -+ , Azan(0))

da drbita x(t) obedece as Equagdes Variacionais

.dw
W= = M(x(t)).w (C.13)

onde M = ZV é a Matriz Jacobiana de V.
X

Para generalizar o Método SALI, vamos considerar k vetores de desvio iniciais
(linearmente independentes) wy, -+, Wy, com 2 < k < 2N, e determinar se estes vetores
se tornam linearmente dependentes, checando se o volume do paralelepipedo originado
por eles tende a zero. Este volume é calculado como a norma do produto exterior destes

vetores.
Normalizando os vetores de desvio, temos:

b i@l

parai € {1,2,--- k}.
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Todos os vetores de desvio w;, i € {1,2,--- |k}, pertencem ao espago tangente 2/N-
dimensional do fluxo hamiltoniano. Considerando B = {€,é,,--- ,€x} a base canénica

deste espaco, qualquer vetor de desvio w; pode ser escrito como

2N
Wi=) wé
j=1

para i € {1,2,--- , k}, onde w;; sdo nimeros reais tais que
2N
2 __
> wy =1
j=1

Desse modo

W1 w1 Wiz -+ WigN €1 €1
VAV2 W21 W22 -+ WaN ) )

= ' . ' ) ' =C. . (C.14)
Wi W1 Wg2 - Wg2N €N €a2N

E assim, o produto exterior dos k vetores de desvio pode ser escrito como:

Wi, Wiy - Wig,
- Woi; Wiy = Wy | N N
Wi AW A AW = Z i, N€i, N\---N¢;, (C.15)
1<t <9< <1, <2N
Wiy Whiy - Wiy

onde a somatoria é feita para todas as combinagoes do indice k.

Se dois vetores de desvio (pelo menos) se tornam linearmente dependentes, os
determinantes de (C.15) se tornam zero, o que anula o produto exterior. Neste caso, a

norma do produto exterior

1
2) 2
Wi, Wiy -~ Wiy,
~ ~ - Waiy Wiy -+ Woyy,
HWl/\WQ/\"‘/\WkH: Z (Cl6)
1<) <l << <2N
Wiy Wkip - Wiy,

também se anula.

Definimos o Indice de Alinhamento Generalizado (GALI) de ordem & por:

GALI(t) = ||[W1 AWa A -+ - A W]
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Para calcular GALI}, portanto, devemos acompanhar a evolucao de uma érbita
com condigoes iniciais x(0), usando a equagao (C.12), bem como a evolugao de k vetores de
desvio unitarios, inicialmente linearmente independentes, através das equacoes variacionais
(C.13). Para cada time step, normalizamos esses vetores de desvio e calculamos GALI},

conforme a equacgao (C.16).

Nota-se que se GALI, tende a zero, o volume do paralelepipedo originado pelos k
vetores de desvio tende a zero, com pelo menos dois destes vetores se tornando linearmente
dependentes. Por outro lado, se GALI,(t) ndo tende a zero, o volume também é diferente

de zero, o tempo todo.

C.2.2 0O COMPORTAMENTO DE GALI PARA MOVIMENTOS CAOTICOS

Para investigar a dindmica de uma érbita cadtica de um Sistema Hamiltoniano
com N Graus de Liberdade, vamos primeiro apontar alguns resultados sobre os Expoentes
Caracteristicos de Lyapunov (LCEs) desses sistemas. Tais resultados podem ser conferidos
e aprofundados em Skokos (2010b), Oseledec (1968) e Benettin, Galgani e Giorgilli (1980).

Oseledec (1968) demonstrou que a taxa de divergéncia exponencial L(x(0), w) de

uma Orbita de referéncia, com condic¢oes iniciais onde w é um vetor de desvio, dada por

X w) = iml nHW(t)H
Lx(0), w) = fim o In 7200

existe e é finita. Além do mais, existe uma base 2/N-dimensional {uy, 0y, - - - , Uzy } do espago
tangente do sistema de modo que L(x(0), w) assume um dos 2N valores (possivelmente
nao distintos):

Li(x(0)) = L(x(0), &)
para ¢ € {1,2,--- ,2N}. Também pode ser demonstrado que tais valores obedecem a
seguinte ordenacao:

Ly > Ly >+ > Lan

Benettin, Galgani e Giorgilli (1980) verificaram que os LCEs aparecem agrupados
em pares de sinais opostos, ou seja, L; = —Lan_;11, para ¢ € {1,2,--- ;2N }, enquanto

que, para Sistemas Hamiltonianos Auténomos, tem-se Ly = Lyy1 = 0.

Tomando um vetor de desvio inicial da forma
N
w(0) =>
i=1
sua evolucao temporal pode ser aproximada por

2N
w(t) = Zcieditﬁi
i=1
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onde ¢; e d; sao numeros reais que dependem da localizacao especifica do espacgo de fase
onde a érbita de referéncia passa. Assim, as quantidades d;, para i € {1,2,--- 2N},
podem ser consideradas como os "Expoentes de Lyapunov Locais'possuindo como limites,
para t — o0, os LCEs, L;’s, para i € {1,2,--- 2N},

Com essas suposigoes, apds um certo time step, tem-se d; ~ L;, parai € {1,2,--- ;2N },

e expressamos a evolugao dos vetores de desvio da forma:s:
2N
_ i Ljtes
wi(t) =D _ ety
=1

Desse modo, se L; > Lo, pode-se estimar, para t suficientemente grande, a seguinte

norma FEucidiana:

Wil = |ci[e™! (C.17)

Como consequéncia, a matriz C' da equacao (C.14) dos coeficientes dos k vetores

de desvio normalizados, usando {uj, us,- -+ ,Uzx} como base, se torna:
1 1 1
S1 Cizef(M*Lz)t ﬁef(Llng)t - CQiNe*(LlszN)t
1 1 1
[&1 |1 [&1
2 2 2
59 2oLt B —(Li-La)t ... 2N —(Li-Low)t
o) = ) ] | I
= CZ_j
k k k
Sk © e~ (Li—La)t 0736—(M—L3)t CON —(Li—Lon)t
et et et

onde s; = sign(ci) ei € {1,2,--- , k}.

Portanto,
W1 0
W Uy
= C(t).
Won Uo N

O produto exterior dos k vetores de desvio normalizados é calculado como:
Cliy Clip  *+ Cilgy

~ ~ —~ C2i1 C2i2 PPN CQ’Lk R R R
Wi AWy A« AWy = Z . c g, Ay Ao AT, (CL18)
1<i1 <o << <2N : : . :

Ckiy Ckia *°° Ckiy
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Note que o nimero

2Y 3
C1iy Clip  * Ciyy
Coiy  C2y  +++ C2yy
Sy = > (C.19)
1<i1 <9< <1, <2N
Ckiy Ckip, *°° Ckig

¢ diferente da norma ||W1 A W A -+ - A W|| dada na equacao (C.16), por conta da

base distinta.

Considerando a mudanca de bases

u; €1
Uy €2
=1Tc.

Uo N €a2N

onde T denota a matriz de transformacao e efetuando os célculos, nota-se que para 2N

vetores de desvio, temos

||\/i/1 A \/7\\72 VANEIEIAN VAVQN” == SQN.det(Tc) (CQO)

Se, por outro lado, considerarmos o produto exterior de k vetores de desvio onde
k < 2N, a norma ||W; A Wy A -+ A Wi|| ndo possuird uma expressao similar a equagao
(C.20). Observe que, no caso de érbitas cadticas, os vetores de desvio tendem a se tornarem

linearmente dependentes e isto independe da base.

A aproximacao utilizada para a evolucao de GALI}, neste caso, é dada por:

GALIk _ ||\/7\\/'1 A \/K\"Z A A VAVkH x 6—[(L1—L2)+(L1—L3)+-~'+(L1—Lk)]t

Vamos entender o motivo:

Os determinantes exibidos em Sy na equagdo (C.19) podem ser divididos em duas

categorias: 0s que contém a primeira coluna da matriz C'(¢) e os que nao contém.

No primeiro caso, temos:
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C; C:
S1 7J11 ef(Llth)t e ]kl_l —(Li=Lyj, )t
|1 |1
2 2
C: cA
S9 .721 e—(Ll—le)t - Jk;l 7(L17ij—l)t
1
D o |Cl| |C | B
Ljt,ge, k-1 — =
k k
C; c:
Sk .7]; ef(Llijl)t ]kk—l _(Ll_ij—l)t
|t |7
1 1
s % . S
1 1
|C21| ‘201
c s
J1 Jk—1
S -
=7 4 3| | e Ea=Ra)H(Ea =Ly )t (La =Ly )t
k k
Sk % S
k k
[&4 [&4
onde 1 < j; < ja <-+- < jg—1 < 2N. Desse modo, a evolucao temporal de D j, j, ... j, , €
dada por:
—[(La=Lj )+ (L1—Ljy)+-+(Li—Lyj, )]t
D jr o g 0 € & ” -1 (C.21)

Analogamente, no segundo caso, temos:

1 1 1
i e~ (L1—Lj)t Cﬁe—(h—%)t e Cﬂie—(Ll—ij)t
i il i
2 2 2
h e~ (L1=Lj;)t CJJe—(Ll—ng)t e CJJe—(Ll—ij)t
b il i i
j11j27"'7.jk - -
k k k
St gLyt i (L)t Sk o~ (L1—Ly, )t
[&i |t et
1 1 1
% s Cjik
al Tl
¢ R
— | |t |ed 3| | e [(Ea=Lyp)+(Lu—Ljp)+-+(Li—Ly)lt
k k k
leil et |t
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com 1 < j; <jo<--<Jp1 <Jr <2N. Desse modo, a evolucao temporal de Dj, j, ... ;,
¢é dada por:

. , —[(L1—Lj )+H(L1—Ljy)++(L1—Lj, It
D\ jo g X € " 2 T (C.22)
Note que, em ambos 0s casos, com o passar do tempo, o determinante tende a zero
que, ) p po,
exponencialmente.

De todos os determinantes que aparecem na defini¢ao de Sy, na equagao (C.19),

o que decai para zero mais lentamente é o que contém as primeiras k colunas da matriz

C(t):

1 1
st Ciief(LrLQ)t . Cilfe*(Llka)t
|ci] |ci
2 2
So & —(Ll—Lg)t Ck e—(Ll_Lk)t
2 2
] (&1
Dy = -
k K
St Ci 6—(L1—L2)t %6—(L1_Lk)t
|ct] |ct]
%I I%
_ 52 @ @ e~ [(La=La)+(Li—La)+-+(L1—Ly)]t
R T
S |t

De onde segue que a evolucao temporal de Dy 53 ... , ¢ dada por:

Dl,z,---,k o e*[(Ll*L2)+(L1*L3)+---+(L1*Lk)}t (0_23)

Os determinantes vistos em (C.21) e (C.22) decaem mais rapidamente que D ... k

pois as quantidades em seus expoentes sao menores ou iguais as quantidades do expoente
da equagao (C.23).

Por conseguinte, dizemos que a taxa de decréscimo de Sy pode ser escrita como

Sk: (t) x e—[(L1—L2)+(L1—L3)+~~~+(L1—Lk)]t

Uma vez que |[|[W; A Wa A -+ A Wy|| da equagdo (C.16), evolui de forma semelhante
a Sy da equagao (C.19), afirmamos que GALI, = ||[wy A Wa A - A W] tende a zero da

mesma forma que Sk:

GALI(t) oc e Er=Lo)HllamLe) L= Lu)lt (C.24)
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Lembremos que foi tomado como suposicao, para a aproximagcao feita na equagao
(C.17), que Ly > Ly. Mas se os m primeiros L;’s, com 1 < m < k, forem iguais (ou muito
proximos), a equagao (C.24) se torna:

GALIk(t) o< 67[(1417L77L+1)+(L17L77L+2)+"'+(L17Lk)]t

que descreve um decaimento exponencial. Entretanto, para k < m < N, GALI}; ndo tende
a zero a medida que existe pelo menos um determinante na matriz C(t) que nao se torna
nulo. Neste caso, deve-se aumentar o namero de vetores de desvio, até um decaimento

exponencial de GALI ser computado.

A situagdo em que L; = 0, Vi, gera érbitas regulares e sera tratada a seguir.

C.2.3 O COMPORTAMENTO DE GALI PARA MOVIMENTOS REGULARES

Orbitas regulares de um Sistema Hamiltoniano de N Graus de Liberdade recaem
tipicamente sobre um toro N-dimensional localizado em torno de orbitas periddicas estaveis.
Tal toro pode ser descrito por N integrais locais formais de movimento em involugao; entao
tal sistema ¢ localmente integravel. Isto indica que podemos montar uma transformagao
local pelas variaveis de agao e angulo, considerando Jy, Js, - - - , Jy 0s valores das N integrais
formais. Entao, as Equagdes de Movimento de Hamilton ficam

Ji=0
' (C.25)
0; = wi(J1, Ja, -+, JIN)
parai € {1,2,--- N}
Integrando, obtemos:
ez(t) = Qiowi(Jlov J207 Ty JNo)t

parai € {1,2,--- N} e J;, e 0;, as condicoes iniciais.

Denotando por &; e n; pequenos desvios em J;, e 8;,, respectivamente, as equagoes

variacionais do sistema (C.25), que descrevem a evolugao de um vetor de desvio sao:

£=0

L (C.26)
= sz‘jfj
j=1
onde
Ow;
iy = 53¢l (c21)
para i,7 € {1,2,--- ,N} e Jo = (J1y, J2y, -+ , JN,) = constante, representa o vetor N-
dimensional das agoes iniciais. A solugao dessas equagoes é:
&i(t) = &(0)
(C.28)

ni(t) = n:(0) +

z wz‘j-??j(())] t
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Das equagoes (C.28), notamos que um vetor de desvio inicial da forma w(0) =
(£1(0), - -+ ;&N (0),1m1(0), -+ ,mn(0)) evolui no tempo de tal modo que suas coordenadas de
acao permanecem constantes e suas coordenadas de angulo aumentam linearmente com o
passar do tempo. Este comportamento implica um aumento quase linear da norma do vetor
de desvio (Skokos; Bountis; Antonopoulos, 2007). Para ver isso, suporemos, inicialmente,

que w(0) é tal que
N N

2607+ m(0)* =1

i=1 =1

onde a evolucao temporal da sua norma é dada por:

(2

2 > (ni(0>zwij-§j(0>)] t (C.29)

: =1

W@l =1+ ; (Zwij.éj(o)) 2+

j=1

enquanto o vetor de desvio normalizado se torna:

w() = -

Z:wlj'fj(o)] ly--- 777N<0) +

ﬁ:wwfj(o)] t)

(C.30)

Uma vez que a norma (C.29) de um vetor de desvio, para ¢ suficientemente grande,
aumenta praticamente linearmente, o vetor de desvio normalizado (C.30) tende a cair no
espaco tangente ao toro. Um estudo comprovando este fato numericamente (para Sistemas

Hamiltonianos de 2 Graus de Liberdade) pode ser conferido em (Skokos et al., 2003).

Usando como base do espaco tangente 2/N-dimensional os 2N vetores unitarios

{V1,Va, -+ ,Von}, tal que os N primeiros vy, Vy, - ,Vy correspondem as varidveis de
agao e os demais Vi1, Vyi1, -+, Von correspondem as varidveis de angulo, qualquer vetor
de desvio unitario w;, para i = 1,2, ---, pode ser escrito como:

1

w(t) =

{ E0)v; 4+ (Uﬁ(o) +> ijfé(o)t) VN+j
j=1 j=1 k=1

[Iw (@)l

Ressalta-se que as quantidades w;j, para i,j7 € 1,2,--- N, em (C.27), depen-
dem da 6rbita de referéncia e nao de vetor de desvio. Observa-se, também, que a base
{¥V1,V2,- -+ ,Von} depende especificamente do toro em que o movimento ocorre e esta
relacionada com a base candnica {é1,é, -, 2,y } por uma transformacio nao singular
que possui a forma

i\fl €1
62 §2

= Tp.

Van €aN
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com Tj denotando a matriz transformagao. A base {€y, €, - ,én} é usada para descrever
a evolucao de um vetor de desvio com as coordenadas ¢; e p;, ¢ € {1,--+ , N}, de um Sistema
Hamiltoniano, ja a base {Vi,Vq, -+ ,Von} descreve a mesma evolugdo, considerando as

varidveis de agdo e angulo, cujo as equagoes de movimento foram descritas em (C.25).

Uma observagao: Segundo Skokos, Bountis e Antonopoulos (2007), se um vetor de
desvio esta, inicialmente, no espaco tangente do toro, entao, com a evolucao temporal, este
vetor permanecerd constante. Com efeito, este vetor tendo as condigdes iniciais &;(0) = 0
para i € {1,--- N} com ¥ 7;(0)? = 1, conclui-se, da equacio (C.28), que &(t) =0 e
n;(t) = n;(0), isto é, o vetor de desvio permanece inalterado com norma 1. Em particular,

tal vetor possui a forma
\/N\f(t) = (Oa 07 e 7Oa 771(0)’ 772(0)’ e 777N(0))

Estudaremos o caso de k vetores de desvio unitarios linearmente independentes
{W1,Wq, -, Wy} para 2 < k < 2N.

Usando a base {V1,Va, -+, Van}, segue
W1 Vi
) ‘7:2 (C.31)
Wy Von

onde, se nenhum vetor de desvio esta inicialmente no espaco tangente do toro, D é:

1

D =[d;] = - .G (C.32)
H Wi ()
m=1
onde
N N
1(0) Ev 1 Z S (1) S Z WNmEm
5! 5
oo | GO & RO+ S w0 e RO)+ 3 wnnh0
- m=1 m=
N
&) - & ni0) + D wim&n(0)t - ni(0) + wamﬁﬁ(o)t
m=1 m=1

comie€{1,2,--- k}eje{l,2,---,2N}.

A norma de w(t), para t grande, cresce linearmente como:

M;(t) = ||wi(t)]]| o< t (C.33)
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& (0) 7; (0)
2(0 2(0
Definindo % = &F ) ent = 772_< ) a matriz D de (C.32) assume a
£(0) 77 (0)
seguinte forma simplificada:
1 0,k 0,k k N 0,k k N 0,k
D(t)=——| & - & m +Zwli77i7t 77N+ZWNi77i’t
H Mz<t> =1 =1
=1

Ajustando uma notacao adequada, temos:

th)ZA——QL——,D&k@) (C.34)

Suponha agora que tenhamos m vetores de desvio linearmente independentes,
com m < ke m < N, inicialmente localizados no espago tangente do toro e sendo os
m primeiros vetores de desvio da equacao (C.31). Isto implica, nas notagoes definidas

anteriormente, que:

ém,k — 0
&H0)
&2(0)
£(0)
Assim, a matriz D é:
D o 1 m,k m,k k ol m,k k ol m,k
(t)—k,m . 1 rooN T +Zwlz’7h' o 77N+ZWNi7h t
H Mm+i (t) =1 =1
i=1

Ajustando uma notacao adequada, temos:

D)= —

= — D™ () (C.35)
II M1 i(t)

0
onde, para k = m, define-se H M i(t) = 1.

=1
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Sabemos que o produto exterior wy(t) A wa(t) A --- A Wg(t) é dado por:

d1i1 dlig e dlik

d% d2‘ e dos
~ ~ ~ 1 12 21
1<y <o < <ip <2N

Vi, AV, A AV

diiy  diiy -+ di,

E, tal como feito com as equagoes (C.18) e (C.19) (para o caso cadtico), introduzi-

remos a quantidade

2\ 3
dlil dlig T dlik
’ d2i1 d2i2 tee d2ik
Sk = Z . . . .
1<) <ta << <2N . . .
driy  dpiy -+ dy,

Os k vetores de desvio podem eventualmente cair no espaco tangente ao toro onde
o movimento acontece (j4 vimos também que, se o vetor de desvio inicia neste espago,
permanece nele). No estado final, os vetores de desvio terdo apenas coordenadas no espago

N-dimensional gerado por Vi1, VNi2, -, Von.

Note que, se iniciarmos com 2 < k£ < N, nao existe razao especial para os vetores
se tornarem linearmente dependentes, portanto, o produto exterior wi; A Wo A -+ A Wy,

nao se anula, produzindo S}, e GALI} nao nulos.

Porém, comecando com N < k < 2N, alguns deles tornam-se linearmente depen-
dentes. Neste caso, teremos w1 A Wy A --- AWy = 0 e, como consequéncia, S;, e GALI

nulos.

Vamos, entao, estudar mais detalhadamente o comportamento de Sj,. Em geral,
escolhemos os vetores de desvio aleatériamente (com a condi¢ao de que sejam linearmente
independentes); a situagdo mais comum é que nenhum deles seja tangente ao toro. Mas,
como a escolha é aleatéria, temos que tratar também o caso em que isso ocorre. Desse
modo, vamos supor que m desses vetores de desvio, onde 0 < m < N, estdao no espago

tangente ao toro.

C.2.3.1 CASO 1: NENHUM VETOR DE DESVIO ESTA INICIALMENTE NO
ESPACO TANGENTE AO TORO

Neste caso, a matriz D, cujos elementos aparecem na defini¢ao de S}, possui a
forma dada na equagao (C.34). Assim, todos os determinantes que aparecem na defini¢do

de S}, possuem como fator comum, que, de acordo com a equagao (C.33), descrece
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para zero do seguinte modo:

1 1

- o (C.36)
1:[1 M;(t)

Para determinar a evolugao temporal de S}, vamos procurar os determinantes
que aumentam mais rapidamente de todas as possibilidades das k x k matrizes D%*, da

equagao (C.34), conforme ¢ aumenta.

Comecemos com 2 < k < N. Os determinantes buscados, neste caso, possuem a

forma m, onde k colunas sdo escolhidas entre as tltimas N colunas de D%*:
0,k 0,k 0,k al 0,k
AJl g2y ‘ 7731 + Zwmg t 77J2 + Z%sz o %’Z + ijki€i7 t ‘ (C.37)
i=1 i=1

onde 1 < j; < jo < -+ < jr < N. De acordo Skokos, Bountis e Antonopoulos (2007),
a evolugao temporal de (C.37) é determinada, principalmente, pelo comportamento de

determinantes na forma

fOk 0k ... ¢0k

k
e e xt

k k
’ w]1m15211t w]2m2€0 t .- ijmkf t ‘_t ijzmz

(C.38)

onde m; € {1,2,--- N}, i € {1,2,--- ,k} e m; # m; para i # j.

Todos os demais determinantes que aparecem na definigdo de S, que nao possuem

0,k
a forma de A;"

Skokos, Bountis e Antonopoulos (2007) para conferir que a evolugao temporal, neste caso,

acabam por nao ter influéncia no comportamento de GALI,, (Vide

é proporcional a t' com [ < k).

Sendo assim, podemos afirmar que todos os determinantes que influenciam no
comportamento de GALI},, crescem com o tempo com t* e combinando este fato com a

equagao (C.36), temos que
GALIL(t) = constante (C.39)

para 2 < k < N.

Olhemos, agora, para quando N < k < 2N. Neste caso, os determinantes que

aumentam mais rapidamente possuem também as tltimas N colunas da matriz D%*:

N
0,k 0,k 0,k 0,k
A etz = | &G G thﬁ by D wni | (C40)

com 1 <j; <jo<--<jr_ny < N.As primeiras k — N colunas de (C.40) sao escolhidas

N!
entre as primeiras N colunas de D%F. Existem (i = N)I2N — k) determinantes da
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forma dada em (C.40) e podem ser escritos como uma soma de k X k determinantes,
cada um contendo na posi¢do das tltimas N colunas nf, para i € {1,2,---, N}, ou
colunas da forma wjig? k comi,j € {1,2,---, N}. Excluiremos as possibilidades onde ¢/ ok
i€ {l,2,--- N}, aparece mais de uma vez, pois implicam em determinantes nulos. Das
possibilidades restantes de determinantes, as que aumentam mais rapidamente sao aquelas

que possuem maior nimero de colunas proporcionais a t.

/ 1. 0.k . .
Uma vez que ¢ é sempre multiplicado por & e essas colunas ocupam as primeiras
0,k
k — N colunas de A’

) 7j27"' 7jk7N71’27"
(. . . 0,k
vezes. Caso contrario, o determinante iria conter mesma ;" coluna pelo menos duas vezes

.. t aparece na maioria das N — (k — N) = 2N — k

e tal determinante seria zero. As k — (2N — k) — (k — N) = k — N colunas restantes, sao

preenchidas por n¥ que aparecem cada um uma tinica vez. Assim, a evolucio temporal de

0,k

it dr_n 1.2 € determinada por determinantes da seguinte forma:

0,k

0,k 0,k 0,k 0,k } 0.k A ON—k
’ gj 5jk—N iy My wlk—N+1m1§m1 wlegN,kgizN—kt ‘ oct

(C.41)

com i;,l € {1,2,--- N}, i, #4j, parai # jem, € {1,2,--- N}, ne {1,2,--- ;2N — k},
My, # m;, para n # j.
Entao, determinantes da forma dada em (C.40) contribuem para a evolugao temporal

t?N—k) 1
. Todos os demais determinantes

de S, introduzindo termos proporcionais a T

0,k

- , .
que aparecem na defini¢ao de Sy, que nao possuem a forma Ay" oo

. n» introduzem

termos que vao para zero mais rapidamente que N uma vez que possuem mais que
k — N colunas, independentes do tempo, da forma 5?7’“, para i € {1,2,---, N}. Assim S},

e GALI} tendem a zero seguindo a relagao:

1

(C.42)

para N < k < 2N.

C.2.3.2 CASO 2: EXISTEM VETORES DE DESVIO INICIALMENTE NO ES-
PACO TANGENTE AO TORO

Consideremos m vetores de desvio que inicialmente jazem no espaco tangente ao

toro com m < k e m < N. Neste caso, a matriz D, possui a forma vista em (C.35).

1
Todos os determinantes que aparecem na defini¢ao de S}, possuem T como fator
H Mm+i<t>
i=1
comum, que decresce para zero de acordo com a lei
1 1
— e (C.43)
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Com raciocinio analogo ao feito no Caso 1 (quando m = 0 vetores de desvio
estao inicialmente no espago tangente ao toro), tem-se que, quando 2 < k < N, o maior

crescimento dos determinantes k x k da matriz D"™F, possuem a forma:

k k k 0,k 0,k 0,k k—m
’ Ny Mg = iy wim+1n1£n1t wim+2n2§n2t T wiknkfménk,mt ‘ xt (044)

onde i € {1,2,--- N}, 1l € {1,2,--- N} com ¢, # i; paral # j, en, € {1,2,--- | N},
ne{l,2,---,k—m} com n, #n; para n # j. Combinando as equagoes (C.43) e (C.44),

conclui-se que
GALI(t) =~ constante (C.45)

para 2 < k < N.
Quando N < k < 2N, neste caso (m > 0), temos dois resultados possiveis. O
raciocinio é analogo ao Caso 1 (m = 0):

2N—k 1

(i) Para m < k — N, S|, e GALI}, possuem proporcionalidade a Pyl

(ii) Para m > k — N, pode-se mostrar que determinantes que crescem mais rapidamente

sdo proporcionais a tV =™ (Skokos; Bountis; Antonopoulos, 2007). Neste caso, S}, e
tN—m 1

G ALI,, possuem proporcionalidade a Py

Resumindo, podemos dizer que para m vetores de desvio inicialmente no espaco

tangente ao toro:

constante, se2 <k < N

1
GALIL(t) m,seN<k§2NeO§m§k—N (C.46)

N se N<k<2Nem>k—N

onde m < Nem<Ek.
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