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Parte 1 — Movimento em 2 ou 3 dimensoes

Nesta aula, continuaremos a estudar a parte da fisica que analisa o movimento,
mas agora podem ser em duas ou trés dimensoes.

1 - Posicao e Deslocamento

A localizacao de uma particula pode ser especificada através do vetor posicao 7,
um vetor que liga um ponto de referéncia (em geral a origem de um sistema de
referéncia) a particula. Sendo:

r=xi+yj+zk

onde Xi , Yj , ZK  sao as componentes

vetoriais de I e x, y, z sdo as componentes
escalares, as quais fornecem a localizacao da
particula ao longo dos eixos de coordenadas
em relacao a origem. A figura ao lado,
mostra uma particula cujo vetor posicao é:

FIG. 41 O vetor posi¢io 7 de uma
particula € a soma vetorial de suas
componentes vetoriais.

F=(-3m)i + (2m)j + (S5m)k (4.1)

e cujas coordenadas retangulares sao (-3m, 2m, S5m). Ao longo do eixo x a
particula estd a 3m da origem, no sentido contrario ao do vetor unitario i. Ao
longo do eixo y, ela esta a 2m da origem, no sentido do vetor unitario j. Ao longo

A

do eixo z ela esta a 5 m da origem, no sentido do vetor unitario k.

Quando uma particula se move, seu vetor posicao varia de tal forma que sempre
liga o ponto de referéncia (origem) a particula. Se o vetor posicado varia (de I



para I,, digamos durante um certo intervalo de tempo), o deslocamento da
particula, Ar, durante esse intervalo de tempo € dado por:

- —

(4.2)

Usando a notacao de vetores unitarios da equacao 4.1, podemos escrever esse
deslocamento como:

AF = (Xl + yo] + k) = (0l + yi] + 2:k)

Oou COmo AT = (x; — xl){ * (sz = }’1)j + {2 = Zl)fi,

(4.3)

onde as coordenadas (x1, yi1, z1) correspondem ao vetor I} e as coordenadas (xo,
y2, z2) correspondem ao vetor posicdo F,. Podemos também escrever o vetor
deslocamento substituindo (x2 — x1) por Ax, (y2 — y1) por Ay e (z2 — z1) por Az:

A7 = Axi + Ay] + Azk. (4-4)

Exemplo

NaFig. 4-2 o vetor posi¢do de uma particula é inicialmente y
Fi=(=30m)i + 20m) + (50m)k

< depois passa a ser

v . 2 & /];J Al
ry=(90mh + (2,0m); + (8,0 mk. Poicis P Fagl
XOSICaT W SRR - IR0 b
Qual ¢ o deslocamento da particula A7 de 7, para 7,? njcial \ 2y : 4
.'/ //',a
//~Posici
Z cio
IDEIA- N _ gl o AR
SUallaMll O deslocamento A7 é obtido subtraindo o Trajetoria da % final

T e i g articula
vetor posigdo inicial 7, do vetor posicio final 7,. E
Z

Caleulo: A subtragdo nos dd FIG.4-2 O deslocamento A¥ = ¥, - 7, vai da extremidade do

AT = ?:2 - 7:] vetor correspondente 2 posi¢do inicial, 71, até a extremidade do

5 i — vetor correspondente  posigio final, 7.

=190 = (=3,0]s + [2,0 = 2,0]; + [8,0 — 50]k

= (12m)i + (3,0 m)k. O vetor deslocamento é paralelo ao plano xz porque a
(Resposta)  componente y é nula.



Exemplo Iﬂ

Um coelho atravessa um estacionamento, no qual, por al-
zuma razdo, um conjunto de eixos coordenados foi dese-
nhado. As coordenadas da posicdo do coelho, em metros,
em funcéo do tempo f,em segundos, sao dadas por

x= =031 + 72t + 28
= y = 0,22t> - 9,1t + 30.

(4-5)
(4-6)
'a) No instante ¢ = 15 s, qual é o vetor posi¢io 7 do coelho

na notacdo de vetores unitdrios e na notagdo modulo-in-
zulo?

baialialall A coordenadas x e y da posigio do coelho,

dadas pelas Egs. 4-5 e 4-6, 530 as componentes escalares do
vetor posicio ¥ do coelho.

Caleulos: Podemos escrever
7 = x()1 + y(1)].

(Escrevemos 7 (f) em vez de 7 porque as componentes sio
funcdes de 7 €, portanto, ¥ também ¢é funcio de £,)
Em r= 15, as componentes escalares sao

x = (=031)(152 + (7.2)(15) + 28 = 66 m
e y = (0.22)(15) — (9,1)(15) + 30 = =57 m,

(4-7)

& portanto F=(66m)i — (57m)j, (Resposta)

que estd desenhado na Fig. 4-3a. Para obter o moédulo e o
angulo de 7, usamos a Eq. 3-6:

r=x2 + y2 = \(66 m)* + (=57 m)’

= 87 m, (Resposta)
e f = tan s tan g |
(Resposta)

(a)

FIG.43 (0O
vetor posicdo de
um coelho, 7,no
instante =15,
As componentes
escalares de 7
sdo mostradas ao
longo dos eixos.
(b) A trajetdria do
coelho e sua po-
si¢do para cinco
valoresde r.

(&)

Verificagdo: Embora 6 = 139° possua a mesma tangente
que —41°, os sinais das componentes de 7 indicam que 0

angulo desejado é 139° = 180° = —41°.

(b) Trace o gréfico da trajetéria do coelho de t=0ar=23s.

Plotagem: Podemos repetir a parte (a) para varios valores
de ¢ ¢ plotar os resultados. A Fig, 4-3b mostra os pontos do
gréfico para cinco valores de f e a curva que liga esses pon-
tos. Podemos também plotar a curva em uma calculadora
gréfica a partir das Eqgs. 4-5 e 4-6.



2 - Velocidade Méedia e Velocidade Instantanea

Se uma particula se move de um ponto para outro, podemos estar interessados
em saber com que rapidez ela se move, definindo assim as velocidades média e
instantanea. No caso de um movimento 2D ou 3D devemos considerar essas
grandezas como vetores e usar a notacao vetorial.

Se uma particula sofre um deslocamento Ar em um intervalo de tempo At, sua
velocidade média V., € dada por:

deslocamento
intervalo de tempo’

velocidade média =

ou T;nhéd = % (4'8)
Ad +Ay] +Azk  Ax ., Ay . Az .

iy = = + + k. 4-9
Y med At ar T Al T A (403

Assim, por exemplo, se a particula do exemplo 4-1 se move da posicao inicial
para outra posicao em 2,0 s, ou seja,

7= (=30m) + 20m)] + (50 m)k . T2=(90 m)i + (2,0m)j + (8,0 m)k

Ax= 12m, Ay=0m e Az = 3m

a velocidade média durante esse movimento €:

A7 (12m)i + (3.0 m)k

= = (6,0 m/s)i + (1,5 m/s)k.
V méd Af 2=05 ( ’ ) ( )

Logo, a velocidade média tem uma componente de 6,0 m/s em relacao ao eixo x
e uma componente 1,5 m/s em relagcado ao eixo z.

Novamente aqui, quando falamos da velocidade de uma par ticula, nos referimos

a velocidade instantanea, que é o limite da velocidade média, quando At - O.

Assim, usando a linguagem do calculo:
ey

A 410
E= o (4-10)



A figura 4-4 mostra a trajetoria de uma ¥
particula que se move no plano xy. Tompenre
Quando a particula se desloca para a _\
direita ao longo da curva, o vetor
posicao gira para a direita. Durante o
intervalo de tempo At o vetor posicao
muda de I} para I, e o deslocamento da
particula € Ar. Para determinar a Trajetdria i

velocidade instatanea da particula no 0 x
instante t; (instante em que a particula
se encontra na posicao 1), reduzimos o
intervalo de tempo At nas vizinhancas
de ti, fazendo-o tender a zero. No limite

A7¥

/m

o
T

FIG.4-4 O deslocamento A7 de
uma particula durante um intervalo
de tempo At, da posicéo 1, com ve-
a B tor posigao ¥, no instante ¢, alé a
At 2 0 temos Vg — Ve, o que € mais posi¢do 2, com vetor posigdo 7,10

) — o instante t,. A fi ' 8
importante, V. assume a direcio da €A nlgu’ra. mostra t{lmbtm a
tangente a trajetdria da particula na

reta tangente. Assim, V também posigio 1.
assume essa direcao:

™ A direcdo da velocidade instantdnea ¥ de uma particula ¢ sempre tangente i trajetéria
da particula na posigéo da particula.

Para escrever a equacao 4-10 na forma de vetores unitarios, usamos a expressao
para I dada pela 4-1:

ie s " " dx »  dy. dz
= — 4+ = i 1
KE (x1 + y] + zk) ) + =]+

dt dt -

que pode ser simplificada se escrevemos como:

RS By B R T (4-11)
onde as componentes escalares de V sao:

o _de |
mas e L (4-12)



A figura 4-5 mostra o vetor velocidade V e suas componentes escalares x e y.
Note que V é tangente a trajetéria da particula na posicdo da particula.

e

Atencao: quando o vetor posicao €
desenhado, como nas figuras 4-1 e 4-4, ele é
uma seta que se estende de um ponto a
outro. Entretanto, quando um vetor - o
velocidade € desenhado, como na figura 4-5,
ele nao vai de um ponto ao outro. Em vez
disso, sua orientacdao coincide com a do
movimento instantdneo de uma particula
localizada na sua origem, e seu comprimento
(que representa o modulo da velocidade)
pode ser desenhado em qualquer escala.

Tangente -
b

-

Trajetoria

€ *

FIG. 45 A velocidade V de uma
particula e as componentes escalares

de V.
.I Exemplo IEI
‘Dctermine a velocidade ¥ do coelho do Exemplo 4-2 no
instante f=15s.
= ~0,31# + 7,2t + 28
Sendo: ¥ = 0:22¢2 — 9,1t + 30,
aplo 4-2 no ¥ (m) -

instante t = 15 s,

M_Podemos determinar ¥ calculando as deri-

vadas das componentes do vetor posigdo do coelho.

Céleulos: Aplicando a parte da Eq. 4-12 correspondente a
v, 4 Eq.4-5, descobrimos que a componente x de v é

dx d 5
= —— = — (—0312 + 7.2t + 2
v, I 7 (—031¢ 7.2t 8)
= —0,62r + 7.2. (4-13)
Em ¢ = 15 s, isso nos da v, = —2,1 m/s. Da mesma forma,

aplicando a parte da Eq. 4-12 correspondente a v, a4 Eq.

4-6, descobrimos que a componente y €

dy d "
= — = — (0,222 — 9,11 + 3(
v, 0 = (0,22¢ 9,1r + 30)
= 044t — 9,1 (4-14)
Em 7= 15 s,isso nos da v, = —2,5 m/s. Assim, de acordo com

aEq.4-11,
Vo= (—2,1 m/s)i + (—2.5m/s)], (Resposta)
que estd desenhada na Fig. 4-6, tangente a trajetdria do

coelho e no sentido em que ele estd se movendo em
t=15s.

FIG. 4-6 A velocidade ¥V docoelhoemt=15s.

Para obter o modulo e o dngulo de Vv, podemos usar
uma calculadora ou escrever, de acordo com a Eq. 3-6,

v=yvi+uvl= \f(—ll m/s)? + (—2,5 m/s)?

=33m/s (Resposta)
v 5
e 6 = tan"! = tan! ( . mfs)
v, —21m/s
= tan"'1,19 = —130°. (Resposta)

Verificacdo: O angulo é —130° ou —130° + 180° = 50°7?



3 — Aceleracao Média e Aceleracao Instantanea

Quando a velocidade de uma particula varia de v, para v, em um intervalo de
tempo At, sua aceleracao média d,, durante o intervalo At é:

aceleracdo  variagio de velocidade

média —  intervalo de tempo
= Vo=V AV -
.011 ﬂ:méd = 2 &I - s Ar ? (4-1:}J

Quando At 2 0 no entorno de um certo instante, a,, tende para a aceleracao
instantanea (ou simplesmente aceleracao) a neste instante, ou seja:
dv

dt

a=

(4-16)

Se o modulo ou a orientacao da velocidade varia (ou ambos variam), a particula

possui aceleracao.
Em termos dos vetores unitarios:

Rt 1 2 & 4
a=—(vi1+v,]+ vk
dr ( . _1.] £ )
dv, " dv, - s dv, P
—3 1 e S
dt at ' T ar
ou ainda:
d=ai+aj+ ak, (4-17)
onde as componentes escalares de a sao:
3 dv, dv, dv, e
- e N T R L 5
s bl b &-1o)



A figura 4-7 mostra o vetor aceleracao d e suas - —

componentes escalares para uma particula que se

move em duas dimensoes.

Atencdo: quando o vetor acelerac¢do é desenhado, como nas
figuras 4-7, ele ndo se estende de um ponto a outro. Em vez
sua orientacdo coincide com a da variacdo
instantdneo de uma particula
e seu comprimento (que

disso,
instantdnea movimento
localizada na sua origem,

Trajetoria -/

0 X

FIG. 4-7 A aceleragio d de uma

particula e as componentes escalares
de @.

representa o moédulo da aceleragdo) pode ser desenhado em

qualquer escala.

Exemplo m

Para o coelho dos Exemplos 4-2 e 4-3, determine a acelera-
c20 @ no instante t=15s.

IDEIA- ; =
miehaidall Podemos determinar a aceleracdo a cal-

culando as derivadas das componentes da velocidade do
coelho.

Célculos: Aplicando a parte da Eq. 4-18 correspondente a
2.2 Eq.4-13, descobrimos que a componente x de @ é

a =ﬂ—~‘i(-—062 +7.2) = —0,62 m/s
X dx‘ dr L l 1)_ k] m/s=,

Analogamente, aplicando a parte da Eq. 4-18 correspon-

dente a a, a Eq. 4-14 descobrimos que a componente y é
i, = i
£y

d
=7 (0441 = 91) = 044 m/s?

Vemos que essa aceleragio ndo varia com o tempo (é cons-
tante), pois a varidvel tempo ¢ néio aparece na expressio das
componentes da aceleragdo. De acordo com a Eq.4-17,

d = (—0,62m/?)i + (0.44 m/s?)j, (Resposta)
que € mostrada superposta a trajetéria do coelho na Fig.
4-8.

Para obter o médulo e o dngulo de @, novamente po-

demos usar uma calculadora ou a Eq. 3-6. No caso do mé-
dulo, temos:

a =a2 + a2 = \(~0,62 m/s?)? + (0,44 m/s?)?

= (,76 m/s?, (Resposta)
No caso do dngulo, temos:
ay 0,44 m/s*
f=tan"! — = ta —1(—’--—~) = —35°
a, "\ 0,62 mis?

Entretanto, esse angulo, que € o resultado fornecido por
uma calculadora, indica que a orientagdo de @ é para a di-
reita e para baixo na Fig. 4-8. Porém, sabemos pelas com-
ponentes x ¢ y que a orientagdo de @ é para a esquerv..:la
e para cima. Para determinar o outro dngulo que possut a
mesma tangente que —35°, mas ndo é mostrado pela calcu-
ladora, somamos 180°:

~35° 4+ 180° = 145°. (Resposta)
Este novo resultado é compativel com as componentes de
4. Observe que @ tem o mesmo médulo e a mesma orien-
tacdio para qualquer instante de tempo, j4 que a aceleragio
do coelho € constante.

yam) .

dU i
20}
0
=20
FiG. 4-8 A aceleracio
@ docoelhoemi=15s. o e | | imsd=d=1l
O coelho possui essa 2 BRI RN
mesma aceleragio em N
todos os pontos de sua 60}

trajetoria.



Exemplo

Uma particula cuja velocidade € V= —2,01 +4,0) (em me-
tros por segundo) em ¢ = 0 sofre uma aceleracio constante
@ ,de médulo a = 3,0 m/s, que faz um 4ngulo 6 = 130° com
0 semi-€ixo x positivo. Qual ¢ a velocidade v da particula
emt=5,0s?

MUmo a aceleracao € constante, a Eq. 2-11

(v = vy + at) pode ser usada, mas devemos aplicd-la separa-
damente a0 movimento paralelo ao eixo x e para 0 movi-
mento paralelo ao eixo y.

Caélculos: Determinamos as componentes da velocidade,
v, € v,,a partir das equagdes

V=V talt € v, =y tal

Nessas equagdes, vg, (= —2,0 m/s) e vy, (= 4,0 m/s) sdo as
componentes x ¢ y de v € a, € a,530 as componentes x e y
de 4. Para determinar a, e a, podemos decompor @ usando
uma calculadora ou com o auxilio da Eq. 3-5:

a. = acos 8 = (3,0 m/s*)(cos 130°) = —1,93 m/s>,

a, = asen 0 = (3,0 m/s?)(sen 130°) = +2,30 m/s’.

4 — Movimento de Projéteis

Quando esses valores sio inseridos nas equagdes de v, e v,
descobrimos que no instante = 5,0's '

v, = =20m/s + (-1,93 m/s?)(5,0s) = —11,65 m/s,
vy = 4,0m/s + (2,30 m/s?)(5,0 s) = 15,50 m/s.

Assim,em { = 5,0 s temos, depois de arredondar,

V = (~12m/s)i + (16 m/s)j. (Resposta)

Usando uma calculadora ou a Eq. 3-6 descobrimos que o
médulo e o dngulo de ¥V sdo:

r = \vi _,_"1,? =194 = 19m/s (Resposta)

2 = 127° ~ 130°.

j: 4

e 6= tan~!

(Resposta)

Verificacdo: Que resultado a sua calculadora fornece.
127° ou —53°? Desenhe o vetor ¥ com suas componen-
tes para verificar qual dos dois dngulos é mais razoa-
vel.

Vamos considerar a seguir, um caso especial de movimento bidimensional: Uma
particula que se move em um plano vertical com velocidade inicial v, € com uma
aceleracao constante, igual a aceleracao de queda livre ¢, dirigida para baixo.
Uma particula que se move desta forma € chamada projétil (o que significa que €
projetada ou lancada), e seu movimento € chamado de movimento balistico. Um
projétil pode ser uma bola de ténis ou de pingue-pongue, mas nao um aviao ou
um pato. Muitos esportes envolvem os movimentos balisticos de uma bola;
jogadores e técnicos estao sempre procurando controlar esses movimentos para
obter o maximo de vantagem. O jogador que descobriu a rebatida em Z na
raquetebol na década de 70, por exemplo, vencia os jogos com facilidade porque
a trajetoria peculiar da bola no fundo da quadra surpreendia os adversarios.

Nesta parte da matéria, estudaremos o movimento de projéteis ignorando os
efeitos do ar.



O projétil é lancado com uma velocidade inicial V, que pode ser descrita como:

Ay

T;U = v{}xi} oI U{]}Jj.. (4-‘1 g)

As componentes v, € v,, podem ser calculadas se conhecermos o angulo 0o entre
V, € 0 semi-eixo X positivo:

Voy =VoCOSO e Vo, =VeSENE  (4-20)

Durante o movimento bidimensional, o vetor I e a velocidade V do projétil

mudam constantemente, mas o vetor aceleracdo Adé constante e esta sempre
dirigido verticalmente para baixo. O projétil nao possui aceleracao horizontal.

O movimento de projéteis, como na figura 4-9 e 4-10, parece complicado, mas
temos seguinte propriedade simplificadora (demonstrada experimentalmente):

=0
FIG. 410 Trajetoria de um '
orojétil que € langado em x, =0
z vy = 0 com uma velocidade
micial V. Sio mostradas a ve-
locidade inicial e as velocidades
=m varios pontos ao longo da
trajetdria, juntamente com suas
componentes. Observe que a
componente horizontal da ve-
locidade permanece constante,
mas a componente vertical
muda continuamente. O al-
cance R € a distéincia horizontal
percorrida pelo projétil guando
retorna d altura do lancamento.

R

|
1
i
i
i
I
]
E

No movimento de projéteis, o movimento horizontal € 0 movimento vertical sdo inde-
pendentes, ou seja, um ndo afeta o outro.

Esta propriedade permite decompor um problema que envolve um movimento
bidimensional em dois problemas unidimensionais independentes e mais faceis
de serem resolvidos, um para o movimento horizontal (com aceleracdao nula) e
outro para o movimento vertical (com aceleracao constante para baixo).
Apresentamos a seguir dois experimentos que mostram que o movimento vertical
e horizontal sao realmente independentes.

10



DUAS BOLAS DE GOLFE

A figura é uma fotografia estroboscopica de duas
bolas de golfe, uma que simplesmente se deixou
cair e outra que é lancada horizontamente por
uma mola. As bolas de golfe ttm o mesmo
movimento vertical: ambas percorrem a mesma
distancia vertical no mesmo intervalo de tempo. O
fato de wuma bola estar se movendo
horizontalmente enquanto esta caindo ndo afeta o
seu movimento vertical, ou seja, 0s movimentos
horizontal e vertical séo independentes.

FlG. 4-11  Uma bola é deixada

cair a partir do repouso no mesmo
instante que outra bola & lancada
horizontalmente para a direita. Os
movimentos verticais das duas bolas
sAo iguais. Fonfe: Richard Megna/
Fundamental Photographs.

5 - Analise do Movimento de um Projétil

Movimento Horizontal

Como nao existe aceleracao na direcao horizontal, a componente horizontal vx da
velocidade de um projétil permanece inalterada e igual ao seu valor inicial vox
durante toda a trajetoria. Em qualquer instante t, o deslocamento horizontal do
projétil em relacdo a posicao inicial, x - xo, € dado por

== JT(] = 'l’[h.f.

Como vy, = v cos 8, temos:

X—Xp = {Vﬂ COs ﬂg)f.

(4-21)
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Movimento Vertical

O movimento vertical € o movimento de queda livre. Neste, a aceleracao é
constante. Assim:

J A - pﬂ}'{ G ]Eg'r:

= (v sen 6p)t — 3g¢2, (4-22M

onde a componente vertical da velocidade inicial v.,, € substituida pela
expressao equivalente vosenép.

v, = vgsen By — gt (4-23)

vi = (vosen 6)® — 2g(y — yo). (4-24)

Como mostram a figura 4-10 e a equacao 4-23, a componente vertical da
velocidade se comporta exatamente como a de uma bola lancada verticalmente
para cima. Inicialmente ela esta dirigida para cima e seu modulo diminui
continuamente até se anular, o que determina a altura maxima da trajetoria. Em
seguida a componente vertical da velocidade muda de sentido e seu modulo
passa a aumentar com o tempo.

Equacao da Trajetoria

A equacao do caminho percorrido pelo projétil, € a equacao de sua trajetoria. Ela
pode ser obtida eliminando o tempo t, nas equacoes 4-21 e 4-22. Explicitando t
na equacao 4-21 e substituindo o resultado na eq. 4-22, obtemos, apos algumas
manipulacoes algébricas:

2

gx
2(v, cos 6,)?

y = (tan #,)x — (trajetoria). (4-25)

Esta € a equacao da trajetoria mostrada na figura 4-10. Ao deduzi-la, para
simplificar, fizemos xo = 0 € yo = O nas eq 4-21 e 4-22. como g, 6o € vo sao
constantes, a eq. 4-25 € da forma y = ax + bx?, onde a e b sdo constantes. Como
esta equacao € uma parabola, a trajetoria € parabdlica.

12



Alcance Horizontal

O alcance horizontal R de um projétil € a distancia horizontal percorrida pelo
projétil até voltar a sua altura inicial (altura de lancamento). Figura 4-10. Para
determinar o alcance R, fazemos x = X0 = R na equacéao 4-21 ey — yo = 0 na eq. 4-
22, obtendo:

R = (vycos 6,)t

0 = (vgsen Gp)r — gt2.

Eliminando t nessas duas equacoes, obtemos:

2y
R = H" sen @, cos b,

E usando a identidade: S€n26, = 2send, c0sH,, obtemos:

R = % sen 26, (4-26)

Obs. Esta equacao nao fornece a distancia horizontal percorrida
pelo projétil quando a altura final é diferente da altura de lancamento.

Observe que R na eq. 4-26 atinge valor maximo para sen 200 = 1, que
corresponde a 200 = = 90° ou 0o = 459.

Entretanto, quando a altura final é diferente da altura do lancamento, como

acontece no arremesso de peso, lancamento de disco e basquetebol, a distancia
horizontal maxima nao € atingida para um angulo de lancamento de 45°
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‘Exemplo Iﬂ

{& Fig. 4-16 mostra um navio pirata a 560 m de um forte
{@ue protege a entrada de um porto. Um canhdo de defesa,
[Stuado ao nivel do mar, dispara balas com uma velocidade
[E=icial vy = 82 m/s.

2 Com que dngulo 8, em relagdo a horizontal as balas de-
em ser disparadas para acertar o navio?

ekl (1) Uma bala disparada pelo canhé@o é um

til. Estamos interessados em uma equagdo que rela-
e o angulo de langamento 6, ao deslocamento horizon-
da bala entre o canhio e o navio. (2) Como o canhdo e o
o estdo na mesma altura, o deslocamento horizontal é
ao alcance.

: Podemos relacionar o 4ngulo de lancamento 8,
alcance R através da Eq. 4-26, R = (v§/g) sen 26, que
ser escrita na forma

1 — (9,8 m/s?)(560 m)

o i 2 (82 m/s)?

I

i
&
=

I
&
=

i)
e
==
—
o

(4-31)

sa solugdo de sen™! 0,816 (54,7°) € a fornecida pelas cal-
adoras; subtraindo-a de 180°, obtemos a outra solugido
25 3°). Assim, a Eq.4-31 nos da

8, = 63°. (Resposta)

R =560 m

FIG. 416 Um navio pirata sendo atacado.

(b) Qual é o alcance maximo das balas de canhéo?

Calculos: Como vimos anteriormente, o alcance maximo
corresponde a um dngulo de elevagio 6, de 45°. Assim,

R= E—513:129., = Ms&n (2 X 457)
g 9.8 m/s
= 686 m = 690 m. (Resposta)

Quando o navio pirata se afasta do porto, a diferenga entre
os dois dngulos de elevacao que permitem acertar 0 navio
diminui até que eles se tornam iguais entre si e iguais a
6 = 45° quando o navio estd a 690 m de distancia. Para
distdncias maiores ¢ impossivel acertar o navio.

Uma bola de golfe € lancada no instante ¢ = 0, como mos-
tra a Fig. 4-18a. A Fig. 4-18b mostra o 4ngulo & entre a
direcdo do movimento da bola e o semi-eixo x positivo
em fungio do tempo . A bola se choca com o solo no ins-
tante ¢ = 6,00 s. Determine o mddulo v, da velocidade de
lancamento da bola, a altura (y — yo) do ponto em que
a bola atinge o solo em relacdo ao ponto de langamento
e a diregdao do movimento da bola no momento em gue
atinge o solo.

teasetliadded (1) Como a bala se comporta como um

projétil, as componentes horizontal e vertical do movi-
mento podem ser analisadas separadamente. (2) A com-
ponente horizontal do movimento da bola, v, = vy cos &,
nio varia com o tempo. (3) A componente vertical do
movimento da bola, v,, varia com o tempo e se anula
quando a bola atinge a altura maxima. (4) A direcdo do
movimento da bola em qualquer instante € o dngulo do
vetor velocidade V nesse instante. Esse dngulo é dado por
tan & = v,/v,, com as componentes da velocidade calcula-
das para esse instante.

Célculos: Quando a bola atinge a altura maxima, v, = 0.
Assim, a direcdo da velocidade Vv é horizontal, ou seja,
@ = 0°. Observando o grafico, vemos que isso acontece no
instante ¢ = 0.4 s. Vemos também que o dngulo de langa-
mento &, (o dngulo no instante r = 0) é 80°. Usando a Eq.
423 v, =vssen 8, — gt,.comi=40s g=98m/s?e v, =0,
obtemos

v = 39,80 = 40 m/s. {Resposta)

B (graus)

R

—4{}

L

FIG. 4-18 (a) Trajetdria de uma bola de golfe lancada em um
terreno mais elevado, (b) Grifico do dngulo @ entre a direcio
do movimento da bola e o semi-eixo x positive em funcio do
tempo t.

A bola se choca com o solo noinstante ¢ = 6.00s. Usando
a Eq. 4-22, ¥ — ¥y = (ve sen &) — gr/2, com ¢ = 6,00 s,
obtemos

¥ — ¥ = 58,77 m = 59 m. (Resposta)
No momento em que a bola se choca com o sclo, sua ve-
locidade horizontal v, ainda € v, cos 6, substituindo v,
e O, por seus valores, obtemos v, = 6,911 m/s. Para de-
terminar a velocidade vertical nesse instante usamos a
Eq. 4-23, v, = vy sen &, — gi,com = 6,00 s, 0 que nos da
v, = —19,60 m/s. Assim, o dngulo da dire¢do do movi-
mento da bola com a horizontal no momento em que se
choca com o solo é

Vy —19.6 s
@ = tan~' —~ = tan—! R

Vy 6,911 m/s

—71° (Resposta)
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Na Fig. 4-15 um avido de salvamento voa a 198 km/h
(= 55,0 m/s), a uma altura constante de 500 m, rumo a um
ponto diretamente acima da vitima de um naufrégio, para
deixar cair uma balsa.

(a) Qual deve ser o angulo ¢ da linha de visada do piloto para
a vitima no instante em que o piloto deixa cair a balsa?

Depois de liberada, a balsa é um projétil;

assim, seus movimentos horizontal e vertical podem ser
examinados separadamente (ndo € preciso levar em conta
a forma da trajetoria).

Calculos: Na Fig. 4-15 vemos que ¢ é dado por

& = tan~! % (4-27)
onde x € a coordenada horizontal da vitima (e da balsa ao
chegar a dgua) e A = 500 m. Podemos calcular x com o auxi-

lio da Eq.4-21:

X — X{; = (Vﬂ COs 9[]}! (4"28)

Sabemos que x; = 0 porque a origem foi colocada no ponto
de lancamento. Como a balsa é deixada cair e ndo lancada
do avido, sua velocidade inicial v, ¢ igual 2 velocidade do
avido. Assim, sabemos também que a velocidade inicial
tem médulo v, = 55,0 m/s e dngulo 8, = 0° (medido em re-
lacdo ao semi-eixo x positivo). Entretanto, ndo conhece-
mos o tempo f que a balsa leva para percorrer a distdncia
do avido até a vitima.

Para determinar o valor de ¢, temos que considerar o

movimento vertical e, mais especificamente, a Eq. 4-22:
¥ = Yo = (vosen ) — 381> (4-29)

onde o deslocamento vertical y — y, da balsa ¢ —500 m (o va-
lor negativo indica que a balsa se move para baixo). Assim,

~500 m = (55,0 m/s)(sen 0°)¢ — 1(9.8 m/s?).

Resolvendo esta equagio, obtemos t = 10,1. Substituindo
este valor na Eq. 4-28, temos:

x — 0= (55,0 m/s)(cos 0°)(10,1 s),

ou x = 5555m.

FIG, 4-15 Um avido langa uma balsa enquanto se desloca com

velocidade constante em um véo horizontal. Durante a queda a
velocidade horizontal da balsa permanece igual a velocidade do
avido.

Nesse caso,a Eq.4-27 nos da
~; 955,5m
500 m

(b) No momento em que a balsa atinge a dgua, qual € sua
velocidade v em termos dos vetores unitdrios € na notacao
modulo-dngulo?

¢ = tan = 48,0°. (Resposta)

IREIRS-CHAVE (1) As componentes horizontal e vertical da

velocidade da balsa sdo independentes. (2) A componente
v, ndo muda em relacio ao valor inicial vy, = v, cos &, pois
néao existe uma aceleragio horizontal. (3) A componente v,
muda em rela¢do ao valor inicial v, = v, sen 6, pois existe
uma aceleracédo vertical,

Calculos: Quando a balsa atinge a dgua,

v, = vpcos B = (55,0 m/s)(cos 0°) = 55,0 m/s.

Usando a Eq. 4-23 e o tempo de queda da balsa ¢ = 10,1 s,
descobrimos que quando a balsa atinge a dgua

vy = vosen b, — gt
= (55,0 m/s)(sen 0°) — (9,8 m/s?)(10,1 s)
= —99.0 m/s.

Assim, no momento em que a balsa atinge a dgua, sua ve-
locidade é i

(4-30)

V = (550 m/s)i — (99,0 m/s)]. (Resposta)

Usando a Eq, 3-6 como guia, descobrimos que o médulo e
o dngulo de v sido

y=113m/s e 6= —609° (Resposta)
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O efeito do Ar!

“ic agora, supusemos que o ar néo exerce efeito algum sobre o movimento de um
“octil. Entretanto, em muitas situagdes a diferenca entre a trajetéria calculada dessa
“ma e a trajetdria real do projétil pode ser muito grande, j& que o ar resiste (se opde)
ao novimento. A Fig. 4-14, por exemplo, mostra as trajetérias de duas bolas de beisebol
que Jeixam o bastdo fazendo um dngulo de 60° com a horizontal, com uma velocidade
inicial de 44,7 m/s. A trajet6ria I (de uma bola de verdade) foi calculada para as condi-

¢oes normais de jogo, levando em conta a resisténcia do ar. A trajetoria II (de uma bola
em condicoes ideais) é a trajetdria que a bola seguiria no vicuo.

TABELA 4-1

Trajetdrias de Duas Bolas de
Beisebol*

Trajetérial Trajetéria IT

(Ar) (Vicuo)
Rt nele e FIG.4-14 (1) Trajetdria teérica de
Uion ' uma bola, levando em conta a resis-
i téncia do ar. (IT) Trajetéria que a bala
maxima 53,0m 76,8 m i
seguiria no vacuo, calculada usando

Tempo de as equacdes deste capitulo. Os dados

percurso 6,65 7.9s

correspondentes estao na Tabela 4-1.
*Veja a Fig. 4-14. O dngulo de lanca- (Adaptadi de“The Tra]cctqrg' of

= 3 a Fly Ball.” Peter J. Brancazio, The
mento € de 60° ¢ a velocidade de langa- ; 2
mento & de 44.7 m/s. Physics Teacher, January 1985.)

Exercicio proposto

1.

Na Fig. 4-44 uma bola ¢ arre-
messada para o alto de um edificio,
caindo 4,00 s depois a uma altura A
= 20,0 m acima da altura de lanca-
mento. A trajetoria da bola no final
tem uma inclinagdo 6 = 60° em re-
lagdo a horizontal. (a) Determine a
distincia horizontal d coberta pela
bola

Quais sdo (b) o médulo e (c) o
angulo (em relacdo 4 horizontal) da velocidade inicial da bola?
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6 — Movimento Circular Uniforme

Uma particula esta em movimento circular

uniforme se descreve uma circunferéncia ou um ~ e
arco de circunferéncia com velocidade escalar _ X
constante (uniforme). Embora a velocidade v ; -'-'::T
escalar nao varie, o movimento € acelerado O
porque a velocidade muda de direcao. B

a/
A figura 4-19 mostra a relacdo entre os vetores _.ff
velocidade e aceleracao em varias posicoes : :
durante o movimento circular uniforme. \

=2 O modulo dos dois vetores permanece constante  FIG.4-19 s vetores velocidade e
durante o movimento, mas a orientacdo varia aceleragio de uma particula em mo-

continuamente. vimento circular uniforme.

= A velocidade esta sempre na direcao tangente a circunferéncia e tem o mesmo sentido que
o0 movimento.

= A aceleracao esta sempre na direcdo radial e aponta para o centro do circulo. Por essa
razao, a aceleracdo associada ao movimento circular uniforme € chamada de centripeta (“que
busca o centro”).

Como sera demonstrado a seguir, o modulo dessa aceleracao centripeta
a é:

[~ ]

=

d = (aceleracao centripeta), (4-34)

onde r é o raio da circunferéncia e v € a velocidade da particula.
Durante essa aceleracao com velocidade escalar constante a particula percorre a

circunferéncia completa (uma distancia igual a 2zr) em um intervalo de tempo
dado por:

T=2T  (perfodo). (4-35)
¥

O parametro T € chamado periodo de revolucao ou, simplesmente, periodo.

Periodo é o tempo que uma particula leva para completar uma volta em
uma trajetoria fechada.
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Fig. 4-20 Uma particula p em movimento circular uniforme no sentido anti-horario.
a) posicdo e velocidadeV da particula em um certo instante de tempo. b) velocidadeV e suas componentes
projetadas em relagdo aos eixos . ¢) aceleracdo3 e suas componentes projetadas em relagdo aos eixos.

Para determinar o moédulo e a orientacao da aceleracao no caso do
movimento circular uniforme, considere a figura 4-20. Na figura 4-20a a
particula p se move com velocidade escalar constante v enquanto percorre uma
circunferéncia de raio r. No instatnte mostrado, p possui coordenadas xp € yp.

—_—

V é sempre tangente a trajetéria da particula na posicdo considerada.

—_—

Isso significa que, na figura, V é perpendicular a uma reta r que liga o centro da

—_—

circunferéncia a posicdo da particula. Nesse caso, o angulo 6 que V faz com a
reta vertical passando pelo ponto p € igual ao angulo 6 que o raio r faz com o
eixo x.

— —

As componentes escalares de V aparecem na figura 4-20b. Assim,
pode ser escrita em termos dessas componentes, como:

3 - o~

v =wul +vyj=(—vsen )i + (v cos 6)].

(4-36)
yp 6 _ XP
Vemos que Send = T e CoS& = T
£y ¥y - VX -
Vo= | ——5 )+ 5. (4-37)
r

Sendo a aceleracdo, a taxa de variacao temporal da velocidade e
lembrando que tanto o raio r quanto a velocidade escalar v sao constantes,
podemos escrever:
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— d ~

T Tdt \ r d

Py Y
+ T_ﬁfT {s (4-38}

De acordo com a figura, Y+ = ~Vsen @e v, = v cos 6. sendo a primeira, a
componente x e a segunda, a componente y da velocidade. Desta forma:

- v i
a= (——C{}S E)I + (
¥

v 5
= SEll H)j.
r

(4-39)

Assim, o moédulo da aceleracao sera dado por:

2
v
a=Val+al= —}-_-‘\f(c:ﬂs 9 + (sen 62 = — 1 = —
r

Para determinar a orientacdo de @, temos que encontrar o angulo ¢ :

tan ¢ =

@y _

2 pd

IJI

—(vir)senf _

—-

Significando que @ aponta na direcdo do raio r da figura 4-20a, no

ay

—(v¥r)cos § g

sentido do centro da circunferéncia, como queriamos demonstrar.

Exemplo m

Os pilotos de caga se preocupam quando tém que fazer cur-
vas muito fechadas. Como o corpo do piloto fica submetido a
aceleracio centripeta, com a cabeca mais proxima do centro
de curvatura, a pressdo sanguinea no cérebro diminui, o que
pode levar a perda das fungdes cerebrais.

Os sinais de perigo sdio vérios. Quando a aceleragdo
centripeta é de 2g ou 3g, o piloto se sente pesado. Por volta
de 4g a visdo do piloto passa para preto e branco e se reduz
a “visdo de tinel”. Se a aceleragiio € mantida ou aumentada
o piloto deixa de enxergar e, logo depois, perde a conscién-
cia, uma situagio conhecida como g-LOC, da expressdo em
inglés “g-induced loss of consciousness”, ou seja, “perda de
consciéncia induzida por g”.

Qual é o médulo da aceleragdo. em unidades de g, para
um piloto cuja aeronave inicia uma curva horizontal com uma
velocidade V; = (4001 + 500]) m/s e, 24,0 s mais tarde, termina
a curva com uma velocidade V; = (400i + 500j) m/s? =¥

IDEIAS-CHAVE =
AL Supomos que o avido executa a curva com

um movimento circular uniforme. Nesse caso, o médulo
da aceleragiio centripeta ¢ dado pela Eq. 4-34 (a = v!/R),
onde R ¢ o raio da curva. O tempo necessdrio para descre-
ver uma circunferéncia completa é o periodo dado pela
Ea.4-35(T=2rR/v).

Calculos: Como ndo conhecemos o raio R, vamos explici-
tar R na Eq. 4-35 e substitui-lo pelo seu valor na Eq. 4-34.
O resultado € o seguinte:

Nesta equacdo, v € o médulo (constante) da velocidade du-
rante a curva. Vamos substituir as componentes da veloci-
dade inicial na Eq. 3-6:

v = V(400 m/s)® + (500 m/s)? = 640,31 m/s.

Para determinar o periodo 7 do movimento, observamos
que a velocidade final é igual ao negativo da velocidade
inicial. Isso significa que a aeronave termina a curva no
lado oposto da circunferéncia e completou metade de uma
circunferéncia em 24,0 s. Assim, levaria T = 48,0 s para des-
crever uma circunferéncia completa. Substituindo esses va-
lores na equagiio de a, obtemos

_ 2a(640.31 mvs)

a= 280 s = 83.81 m/s* = 8.6g. (Resposta)
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Exercicios propostos.

1.

Um satélite se move em uma 6rbita circular, 640 km acima
da superficie da Terra, com um periodo de 98,0 min. Quais sdo
(a) a velocidade e (b) o médulo da aceleragio centripeta do sa-
télite?

2.

Qual é o modulo da aceleragio de um velocista que corre a
10 m/s ao fazer uma curva com 25 m de raio?

3.

Quando uma grande estrela se torna uma supernova seu
nicleo pode ser tao comprimido que ela s¢ transforma em uma
estrela de néutrons, com um raio de cerca de 20 km. Se uma es-
trela de néutrons completa uma revolugio a cada segundo, (a)
qual é o mdédulo da velocidade de uma particula situada no
equador da estrela e (b) qual € o modulo da aceleracao cen-
tripeta da particula? (c) Se a estrela de néutrons gira mais de-
pressa, as respostas dos itens (a) e (b) aumentam, diminuem ou
permanecem as mesmas’

4.

Em um parque de diversoes uma mulher passeia em uma
roda-gigante com 15 m de raio, completando cinco voltas em
torno do eixo horizontal a cada minuto. Quais sdo (a) o periodo
do movimento, (b) o médulo e (c) o sentido de sua aceleragéo
centripeta no ponto mais alto, e (d) o médulo e (e) o sentido de
sua aceleracio centripeta no ponto mais baixo?
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