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Prof. Dr. Sergio Pilling e Jous cos Campon - 2P

Parte 3 — Técnicas de integracdo: Substituicdo trigonométrica

1) Introducéo.

As substitui¢oes trigonométricas podem servir para transformar integrais

. . o 2 2 2 z : :
que envolvam /g’ —x® , VJai+x® exi—g* em integrais que podemos

calcular diretamente.

Trés substituicoes basicas

As substituigdes mais comuns sao x =a tg 0, x = a sen f e x = a sec 6. Elas
vém dos triangulos retangulos de referéncia da Figura 8.2.

Comx=atgh,
a@+x=a+a’tg0=a’(l +tg’0) =a’sec’ 6
Com x = a sen 6,
@’ -x =a"-a*sen* 0=a’(1 - sen*0) =a’cos* 0
Com x=asecf,

X -at=a’sec’ 0-a*=d’(sec’B-1)=a’tg’ B

a X 7 7
X X ="
f o
a Va? - x? a
x=aigh x=asenf x=asech

Va® + 2 = alsec®] Val-12= a|cos 8| Vil —a* = aligé|

FIGURA 8.2 Tridngulos de referéncia para as trés substitui¢oes bd-
sicas; eles ajudam a identificar os lados x e a para cada substituigéo.
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Desejamos que toda substitui¢ao usada em uma integragao seja reversivel, 2
de maneira que possamos voltar para a variavel original posteriormente. Por %T
exemplo, se x = a tg 6, queremos poder estabelecer que 6 = tg™' (x/a) apéds a
integragao ter ocorrido. Se x = a sen 6, queremos poder estabelecer que € = 0 a
sen”' (x/a) no final, 0 mesmo valendo para x = a sec . e —

Como ja vimos na Segao 1.6, nessas substitui¢des as fun¢des tém inversas
somente para valores selecionados de € (Figura 8.3). Para reversibilidade, :

x=atgh exigef =1tg"’ (ﬁ) com -

5 _ =1
x=asenf exige 6 =sen |7 | com -

X

X 2 a
- e -1 . ]

x=asec exige 6 =sec |G| com §, x

a

| - T
2
Para simplificar os cdlculos com a substitui¢ao x = a sec 6, restringire- , //_ .
= d
mos seu uso a integrais nas quais x/a > 1. Isso colocara 6 em [0, 71/2) e tor- LR
. o - = 3 ‘IGURA 8.3 ,
naré tg 6 > 0. Teremos, entdo, \[x? —_ * = Jaitg? 0= latg 6 =atg g livre de SHEUEREY SO SN

seno e o arco secante de x/a, representa-
valores absolutos, desde que a > 0. dos graficamente como fungdes de x/a.

EXEMPLO 1 Usandoasubstituicaox=a g o
Calcule

| i

SOLUCAQO Determinamos

Vd +x?

- = _m n | )
x=21g0,  dx=2sec’0do, Rlat /g
2

4+xP=4+41g%0=4(1 +1g?0) = 4sec’d
FIGURA 8.4 Tridngulo
de referéncia para x = 2 tg 0
(Exemplo 1):

Entao

2sec’0dd _ [ sec?8df  Vieto - s

i_zf —
/ V4 + x? V4 sec’ |sec 6| g ==

2
sec U para ]
= / sec 0 d6 secth = 0 > 3 "

2
=ln]sec3+tgﬂ| +C 5309:——42-"-1
s V4 + 12 X Da Frgura 8,4
= In I 3 t5 Tt C
= |m " x| +C Considerando (

Note como expressamos In [sec 8 + tg 6] em termos de x: desenhamos
um triangulo de referéncia para a substituigio original x = 2 tg 6 (Figura
8.4) e lemos as relagées trigonométricas no tridngulo.
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EXEMPLO 2 Usando a substituicio x = a sen #

Calcule
52 dx
V9 — x?
SOLUCAO Determinamos FIGURA 8.5 Tridngulo de
: referéncia para x = 3 sen 6
- - (Exemplo 2):
x=3send, dx =3 cos 0 d#, —5{9{5 sen =2
9-x*=9-9sen’f=9(1 -sen?H) =9 cos* 0 ¢ .
9—x
Entao cosf =3

= 9sen’6+3 cos 6 df

/\a’g— Y]
=9fsenzﬁdﬂ e il
1 — cos 26
<

sen 20
)+ ¢

I
=]

¥ . Y

(9 e Sﬁﬂﬁc{)s B) + C sen 2t 2 sen fcos (!

Il
2N 2D m|~.ﬂ MI'-D
LA
0o
=

EXEMPLO 3 Usando a substituicao x = a sec @

Calcule
/ cx 2B
25x2 — 4
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SOLUCAO  Primeiro reescrevemos o radical como

V2522 — 4 = 25(x2~ 4)

25

para colocar o radicando na forma x* - 4*. Entdo, substituimos

xz%secﬁ', dx=%sec6tg9dﬂ D<@ :
2
2_(2) _4 a2, 4
4 (5) TR
= oo (sec’d — 1) = itng?
25 25

2 1
2 2 2 tg # = () para
\ x? - (5) o tg 8] = gtg 6 0<@< /2

Com essas substitui¢oes, temos
dx _

/5%8 — (4/25) _/

%/secﬂa'{?:%lﬂsecﬂ +tgb| + C

_{2{5) sec B tg 6 df
5.(2/5)tg 0

| vi—

B ]1 5x \V/25x% — 4
._g n ?-{- -—2— + C Figrura 8.6

V25x2 — 4

FIGURA 8.6 Se x = (2/5) sec 6,
0 < 8 < /2, entdo 0 = sec”! (5x/2)
e podemos ler os valores de outras
fungdes trigonométricas de @ nesse
tridngulo retangulo (Exemplo 3).

Uma substituicao trigonométrica, as vezes, pode nos ajudar a calcular
uma integral que contenha uma poténcia inteira de um binémio quadritico,

como no proximo exemplo.
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EXEMPLO 4 Determinando o volume de um solido de revolucio

Determine o volume do sélido gerado pela rotagio, em torno do eixo x,

da regiao delimitada pela curva y = 4 (x* + 4), pelo eixo x pelas retas x = 0
ex=2.

SOLUCAO  Esbogamos a regiao (Figura 8.7) e usamos o método do

disco:
2 2
V = :rrR(x)zd;c:]ﬁf—dx—— i) =
./o. ] "Jo T+ 4y R
4
1 Y

0 2
(a)

FIGURA 8.7 A regiao (a) e o sélido
(b) do Exemplo 4.

Para calcular a integral, determinamos

x=2tg0, dx=2sec’0ds, 6= tg_]% )
4 =41g70 + 4= 4(1g70 + 1) = 4sec? RSV P
(Figura 8.8) Com essas substitui¢des: 2
2 dx FIGURA 8.8 Triangulo de referén-
V= lén . (72';_"”4_)2 cia para x = 2 tg 0 (Exemplo 4).
- & (4 2 SBCZ G db f (] quando x
= 1oz 2 932 ff = 7 /4 quando x
o (4sec ) l
m 4 2 m /4
- 16;-rf £ S GUS o 'n'/ 2 cos’ 6 do
0 16 sec™ @ 0
mi4 , w4
= n/ (1 +cos20)df =n {B + %—E—Q} R
0 0
N o S
L1 P
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EXEMPLO 5 Determinando a darea de uma elipse

Determine a area delimitada pela elipse

2 2

SOLUCAO Comoa elipse é simétrica em relagdo aos dois eixos, a
drea total A é quatro vezes a drea no primeiro quadrante (Figura 8.9). De-
terminando y = 0 na equagao da elipse, temos

2
Y _ ! _ﬁ——az_xz
b? &l 2
ou _
—! 0 Ja
b : L
F=0 a® — x? V=sx=4 -b

; " G
A elipse a_l+__l

A drea da elipse é b

A=4/ g\/aEﬁdx
0

do Exemplo 5.

b w2 | e sen B ol d cos i e,
= 45/ acos@-acosfdd A = O guando y u:
0 t r/2 quandox = a
T2
- 4ab/ cos” 0 df
0
w2
1 + cos28
abA 5 db
w2
=2ab[ﬁ 2 Sﬂnzﬂ |
2 {

= Zczb[% + () — 0} = mwab

Se a = b= r, concluimos que a drea de um circulo com raio r é 7%,
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EXERCICIOS
Substitui¢oes trigonométricas basicas

Calcule as integrais dos exercicios 1-8.

| _ _dy . : 3dy
J V9 +y? T Vit 92
Y dx , ] g
24 + x° “Jo 8+ 27
32 1/2V2 2 i

(1]

‘ix— - ey
0 Vo — ¢ " Jo \/1_—4;%5
‘ /\/25 — 2 dt ./'w — 942 dr

=]

Resposta dos exercicios impares:
Lin|VO+y +)+C 3 /4 5 /6

.25 i ! & r\/_gg:f:‘ v
2 sen (5) 2 *+

A ]"l Icacoes

I. Determine a darea da regido no primeiro quadrante
que ¢ delimitada pelos eixos coordenados e pela cur-

va y =+9 - x¥3

2. Determine o volume do solido gerado pela rotacao, em
torno do eixo x, da regido do primeiro quadrante delimi-
tada pelos eixos de coordenadas, pela curva y = 2/(1 + x%)
epelaretax=1.

Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora Pearson,
Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Séo Paulo.

Notas de aula disponiveis em: http://wwwl.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://www1.univap.br/%7Espilling

