Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp

Prof. Dr. Sergio Pilling 0 Jook doa Campon o8P

Parte 3 — Técnicas de integracéo: Integracao por partes

1) Introducao.

Existem diversas técnicas para se resolver integrais, entre elas estdo: a substituicdo, completando
quadrado, eliminado raiz, fracdo impropria, integragdo por partes, substituicdo trigonométrica, entre
outras. Cada uma dessas técnicas permite facilitar a resolucdo de uma certa familia de integrais. Com o
tempo um estudante astuto percebera quando se deve utilizar cada técnica para facilitar o calculo de
cada tipo de integral.

Nesta aula, estudaremos uma das técnicas de integral mais utilizadas a de integracdo por partes. As
deferentes técnicas de integracdo possibilitam escrever integrais complicadas em uma forma mais
simples que possa ser reconhecida (integrais basicas) como as da tabela abaixo.

TABELA Férmulas de integragio basica
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2) Integracéo por partes.

Uma vez que

é evidente que

fx'xdx # /.r:ix' /.ta'x

Em outras palavras, a integral de um produto geralmente ndo € o produto
das integrais individuais:

] f(x)g(x) dx ndo éigual a [ flx)dx - / glx) dx
Integracao por partes é uma técnica para simplificar integrais da forma

[ flx)gl(x) dx

na qual f pode ser derivada repetidamente e g pode ser integrada repetida-
mente sem dificuldade. A integral

/ xe'dx

¢ uma integral desse tipo porque f{x) = x pode ser derivada duas vezes para se
tornar zero e g(x) = €* pode ser integrada repetidamente sem dificuldade. A
integracdo por partes também se aplica a integrais como

f e sen x dy

na qual cada parte do integrando aparece novamente apés repetidas deriva-
¢Oes ou integracoes.

Nesta secdo, descreveremos a integracio por partes e mostraremos como
aplicd-la,
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Regra do produto na forma de integral

Se fe g sdo fungdes derivaveis de x, a regra do produto diz que
d I f
a7 FX)g(0)] = ['(x)g(x) + flx)g'(x)

Em termos de integrais indefinidas, essa equagio se torna

L [ e)gx) dv = f [/ (0g(x) + f(x)g'(x)] dx

ol
d s ; '
/ e [f(x)g(x)] dx = / f(x)glx) dx + / f(X)g'(x) dx
Rearranjando os termos dessa ultima equacio, temos

/ffx)g’(x) dx = fd—ﬂi[.f(xlg(x}] dx = ff'[x)g(-t) dx

0 que leva a formula da integragdo por partes.
[ 1wy = st - [ rrgeoa g

As vezes é mais fécil lembrar a formula se a escrevemos na forma diferen-
cial. Sejam u = f{x) e v = g(x). Entdo, du = f (x) dx e dv = ¢'(x) dx. Usando a
regra da substituicio, a férmula da integragio por partes se torna

Formula da integragdo por partes

/urfu=uv —fvdu (2)

%{_J

Funcéo Primitiva + Cte.

Férmula da integracio por partes para integrais definidas

b b
[ @w_ﬁ:f{x)\g{ﬁﬁ = f f()glo) (3)
u dv u v \Vj
Numero du
f(b)g(b) - f(a)g(a) )
Ndmero
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3) Exemplos da técnica de integracao por partes em integrais indefinidas
EXEMPLO 1 Usando a integragio por partes

f XCosx dx

SOLU(:.,ELO Usamos a formula fu dv = uu—fudu com

Determine

U=x dv =cos x dx
A primitiva mais
du = dx U=sent simples de cos x.

Entao,

f}: cosxdr = xsenxy — /scnxn’x = xsenx + cosx + C

Obs. Para esse método funcionar, devemos fazer a substitui¢do certa para as funcoes u e v. Veja
discussao a seguir:
Vamos examinar as opgdes disponiveis para u e dv no Exemplo 1.

EXEMPLO 2 Exemplo 1 revisto

Para aplicar a integragdo por partes a

/xcosxcﬂx:]udv

temos quatro opgbes possiveis:
I. u=1 e dv=xcosxdx 2. u=x e dv=cosxdx
3. u=xcosx e dv=dx 4, u=cosx e dv=xdx
Vamos examinar uma por uma.
A primeira op¢do ndo serve, porque ainda ndo sabemos como inte-

grar dv = x cos x dx para obter v.
A opgio 2 funciona bem, como vimos no Exemplo 1.

A opgiao3levaa
# = X COSX, dv = dx

du = (cosx — xsenx)dx, v=x

e 4 nova integral

[vdu = /.(xcosx — x?senx)dx

Essa integral & pior que a inicial.
Aopgio4levaa
U = COSX, dv = xdx
du = —senx dx, v = x2f2

/ua’u = -/%scnxdx

Essa integral também ¢é pior que a inicial.

e & nova integral
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O objetivo da integracdo por partes é passar de uma integral / u dv que
nio sabemos como calcular para uma integral f v du que podemos calcular.
Geralmente, escolhemos dv primeiro sendo a parte do integrando, incluindo
dx, que sabemos integrar de maneira imediata; u é a parte restante. Lembre-se
de que a integragdo por partes nem sempre funciona.

EXEMPLO 3 Integral do logaritmo natural

Calcule
/ Inxdx

SOLUCAO Umavez queflnxdx pode ser escrita como [ In x « 1 dx,
usamos a formula f u dv = uv - [ v du com

u=Inx simplificada quando derivada dv = dx Facil de integrar.

1
du=— dx, =X Primitiva mais :;nnpl—_--
X

Entio
]ln.‘cdx = xlnx — /x%a{x =xlnx — / de=xhx—x+C

As vezes, precisamos utilizar a integra¢io por partes mais de uma vez.

EXEMPLO 4 Uso repet ido da intc'gruq]ifm por partes

/xzex dx

SOLUCAO Comu=x, dv=¢"dx, du=2xdx e v=¢" temos

/xlerdx = x2p* — Z]A'exd.x

A nova integral é menos complicada que a original porque o expoente
em x é reduzido em um. Para calcular a integral a direita, integramos por
partes novamente com u = x, dv = ¢* dx. Entao, du=dx,v=¢"¢

fxe:dx = xe' — /e"cit =xe'—e"+ C
[x‘?e‘dx = x2e* — 2] xe® dx

= xZe* — 2xe* + 2" + C

Calcule

Logo,

A técnica do Exemplo 4 funciona para qualquer integral [ x°¢* dx na qual
n seja um inteiro positivo, porque derivar x” acabard nos levando a zero e inte-
grar " é facil.
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EXEMPLO 5

Calcule
f e cos x dx

SOLUCAO  Sejam u = " e dv = cos x dx. Entdo, du = ¢* dx, v=sen x e

/ e‘cosxdx = e*senx — fe‘*sen.rd.r

A segunda integral é como a primeira, exceto pelo fato de que tem sen x
no lugar de cos x. Para calculé-la, usamos a integragio por partes com

u=e, dv = sen x dx, U= —COS X, du=e"dx
Entio

fexc-:)sxdx = g"senx — (f—e"'cos_r - /{—cosx}(e"‘dx])

= e*senx + e*cosx — fe" cos X dx

A integral desconhecida agora aparece dos dois lados da equacio. Adi-
cionando a integral aos dois lados, temos

2] e*cosxdx = e*senx + e'cosx + C)

Dividindo por 2 e renomeando a constante da integracio, temos

e'senx + e“cosx
/e"’cosxdx = 3 + €

Exemplo

Calcule j xIn x dx.

Solucao:
Fazendo u=Inx e dv = x dx
temos du = l dc e v= lx2

X 2
Portanto jxlnxdxzjudvzuv—jvdu

=l:lc2 h‘mc—j]—x2 : l fx
2 2 X

=llenxfi'|‘xdx
2 2

1 1 1,
=—x'Inx——x*+C==x*QInx-1)+C
2 4 4
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Férmulas de Reducao

A integracaoc por partes pode ser usada para obter as formulas de redugao
paraintegrais. Estas formulas expressam uma integral com poténcia de funcao
em termos de uma intedral gue envolve uma poténcia mais baixa daguela
funcéo. Por exemplo, se n for um inteiro positivo @ 2 2, entéo a integracéo por
partes pode ser usada para obter as formulas de reducao,

1 _ r—1 _
Isen”xfixz — —sen™  xeosx+ —— | sen™ Cxdh
71 71
]. _1 ﬂ_]. _2
Icos”x.:ix= — o xsenx+—jcos” xefy
71 71

Exemplo

.I-senjxcfx: —%sen xc:n::-sx+%-|-cix = lx——sen xcosx+ O

1

1
-I-c-c:-s:"'xcfx: En:-::-sxsen x+ E-I-c;t’x =—x+—senxcosx+

Exemplo
Calcule _[cnsqxr:ix

Solugdo. A partir de (2),com nh=4

_I-cos"'x.:f;': = lc-::-s3 xsen x4+ E_I-msgxdx
4 4
= lEGSEISEﬂ :-r:+E lcosxsenx+lj‘cﬁ:
4 44 2 2

; 3
= —cos xsehx +—cosxsenx+—x+C
4 H b
4) Exemplos da técnica de integracdo por partes em integrais definidas

Encontre a drea da regido delimitada pela curva y = xe * e pelo eixo x dex=0ax= 4.
SOLUGCAO A regido estd sombreada na Figura 8.1. Sua drea é

"4
/ xe “dx II
Jo

o ﬂ,‘i B y= xe
Sejau =x,dv=e*dx,v=—¢"e du = dx. Entdo, i

4 —L
- 14 . -1 @ |
xe “dx = —xe 'r}(, - (—e ") dx
4 0 (s

4
= [~4e™* — (0)] + f i
[} [

= —4¢ % — e_"']: FIGUR

b
L f |
=

L 8.1 A regido do Exemplo 6.

=—de™ —e ™t — (=Y =1~ 5% 0.91
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/4 /4

1 "/ 1
] rein2rdr = [.c - (— — COS 2.:7)] - j 1. (— — COs 2.:7) dr,
2 ; 2

0 0
U =4ua
duv )
— = sin 27
dr
du
dr
1
v = —— cos 21
2
1 ‘,T;—l 1 KL 4
= [—a.er Ccos 2.1.} + 5 / cos 2r dr
) D bl
0
'.'-Tl.l'l.;l

1 e 11
=73 [ cos 2]}/ 1 5 [E sin 2‘1-1 ,

1 R
= —— [.L‘ cos 22]5/* + n [sin 22]77*

1 1 T
- __ {_ COHE —0- CO%O} + — {:5111 — — sin0
2 U4 2 4 2
1
-3 {@_Q}+1{1—0}, mnceccr«z 0,
1 i
= sin 5= L,
and sin0 =0,
Exemplo
1
te xdx
Calu:ule-[J &
Solucdo. Seja

1
= :g'l;':, de =dx, i =

o i u=_[c1'x=x

1+ x
ASSim,

_Efg'lxdx= _Eudr_} = uu]: - _Eudu

= xig xE _[

0] 4 x°
Mas
]. a1 ].
== = —1u(l+x")| = —1x2
-E1+x I 2 +x7) 2
logo

1 1
J;lrg'lx.:ia:= xfg'le] - —1n2 = [E— DJ— “mz=T o 1142
2 4 2 4
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5) Exercicios Propostos
5.1) Integragao por partes

Calcule as integrais dos exercicios

/.rsen'—;dr 2. /ﬂmsnﬂdﬂ
- f:zccsrdr . /xzsenxdx
z [:Il]‘lldx 6. /er"lnxdx
1
? /1g 'ydy 8. /sm"_p'dy

3 /.ISCEEIdI 0. ]4xsw1hdx

1l /.a"‘f“ dx 12. /p“e "dp

k& [l.t: — Sx)e*dx 14.

-

(P +r+ 1)e dr

2% di Algumas respostas
I. —2xcos(x/2) + 4sen(x/2) + C
3. t?sent + 2tcost — 2sent+ C 5. In4 — %

=2 7. ytg'() -~ V1 + 2 + C

3
x cos 2x dx 9, xtgx + In|cosx| + C

1. (x* =32+ 6x— 6"+ C

= 13 2=k + TN+ C

5 1/V2 5 4 3 2 P
oy _ . I5. (x% — S + 200% — 60x7 + 120x — 120)e* + C
/ rsec ' tdt 20. f 2xsen ' (x%) dx M- s1-31\3
&, (1] e HESEES TR
9

23 == N

%
5
o

17. #° sen 20 do 18,

S~

19.

1

, 21. 2(—eﬁcusﬂ+easen9]+C
21 /t‘ sen 6 db 22. /e Ycos ydy e

23, ——(3sen3x + 2cos3x) + C

&)
&

Vs + 9V EH — e”"““’) + &

— w2y — &

—_—

H W

5

il -
23. /: cos 3x dx .

29, %[*x cos (Inx) + xsen(lnx)] + C

L

5-2) Substituigdo e integragio por partes

Calcule as integrais dos exercicios usando uma
Substituicdo antes da integragao por partes,

s 1 =
25, /E‘”Jﬁgds 26. / V1 - xdx

0

w3
xtg? x dv 28, In(x + x?)dx
27. J,

29. /scn{ln,rldr
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Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora Pearson,
Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Séo Paulo.

Estudar os exercicios resolvidos sobre integrais nos enderecos eletrénicos abaixo:

http://mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpartl.html
http://wwwl.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/x/listas/intpartes/intpart1.html
http://www1.univap.br/%7Espilling

