Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp

Prof. Dr. Sergio Pilling i it

Parte 2 - Derivadas (42 cont.)
Estudos das func@es, valores maximos e minimos, analises de graficos.

1) Introducéo.

Nesta aula veremos como utilizar as derivadas para determinar os valores maximos e
minimos de uma funcdo para prever e analisar a forma de um grafico. Veremos com utilizar
a nocdo de derivada para ajudar a construir graficos de funcdes. Aprederemos a encontrar
alguns pontos especiais das fungdes (extremos absolutos, extremos locais, ponto de inflexdo)

Fxtremos Absolutos ((lobais

Os maiores e menores valores que uma fungido assume, tanto local quanto glo-
balmente (ver Figura 3.1), sempre interessam muito,

Miximo absoluto.
O maior valor de f,
Maximo local. Também é um miximo local.
Nio hd na vizinhanga /r’ﬂ\\
vajor de f maior que esie. r"/ \"\ Minimeo local.
/z‘f—x‘a s “j/ ™ Niio hd na vizinhanca
/f" \\. '_/‘( valor de f menor que
,." "\.\. .“" esle
Minima ahsoluto. 3 T
O menorvalorde f.  / Minimao local.
Também € um Nio hi na vizinhanga
minimo local, valor de / menor que este.

7] Ly & d (e

Ficura 3.1 Comeo classificar os maximos e minimos.

Definicdo  Extremos Absolutos
Seja f uma fungio de dominio D. Entio f(c) é

(a) o miximo absoluto de fem D se e somente se f(x) = f(c) para
qualguer que s¢ja x em L.

(b) o minimo absoluto de fem D se ¢ somente se f(x) = f(c) para
qualquer que seja x em 0.

Maximos ¢ mimmos absolutos {ou globais) também sao chamados de ex-
tremos absolutos. Geralmente omitimos os termos “absoluto’ ¢ ‘global’, dizendo
apenas miximo e minimo.

O Exemplo 2 mostra que valores extremos podem ocorrer em pontos inte-
riores ou nas extremidades dos intervalos.
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Exemplo 2 Encontrando os Extremos de uma Funcio
] .

Em [ m/2, m/2].f(x) = cos x assume o valor mdximo | (uma vez) e o valor

minimo 0 (duas vezes). A fungdo g(x) = sen x assume o valor miximo | e 0
valor minimo — 1 (Figura 3.2).

¥=senx

Fioura 3.2 Os grificos do Exemplo 2.

Teorema 1 O Teorema do Valor Extremo para Fun¢Bes Continuas
Se f ¢ continua para todos os pontos do intervalo fechado /, entio f
assume tanto um valor maximo M como um valor minimo m em J. Ou

seja, ha nimeros x; e x, em / tais que f(x,) = me fix,) = Mem = fix)
= M para qualquer outro valor de x em [ (Figura 3.4).

x,, M)

- '
b a b
ilm]| 3
Pontos de meiximo e
- minimo nas extremidades
l;xl. m)
Pontos de miximo e mimmo inlenores
¥y = fix) /
| = fix
M y = fix)
\\--.._ *
J m
= I . I -
a X b a X, h

Ponto de mdximo interior e ponto Fonto de mdximo em uma extremidade
de minimo em uma extremidade e ponto de minimo interior

Ficura 3.4 Algumas possibilidades para pontos de maximo e mimmo de uma
fungo continua em um intervalo fechado [a, b].
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Extremos Locais

A Figura 3.1 mostra um grifico com cinco pontos nos quais a fungio tem valo-
res extremos em seu dominio [a, £]. O minimo absoluto da funglo ocorre em a
embora em e 0 valor da func@io seja 0 menor que em qualquer ponto proximo. A
curva sobe para a esquerda e desce para a direita préxima de ¢, tornando f(c)

um mdximo localmente. A fungdo atinge seu mdximo absoluto em 4.

Miiximo absoluto,

O maior valor de f.
Midxima local. Também € um miximo local.
Nio hé na vizinhanga
valor de f maior que este,

\\ Minimo local.
Nio hi na virinhanga
valor de f menor gue
esle.

¥ = flx)

Minimao absoluto. /

X

O menor valor de £ Minimao local.
Também & um Nao hd na vizinhanga
minimo local, valor de f menor gue esle.
o C &
Ficura 3.1 Como classificar 0s maximos € minimos.

Definigdo  Extremos Locais

Seja ¢ um ponto interior do dominio da fungio f Entdo f(c) serd

(a) um valor mdximo local em ¢ s¢ ¢ somente se f(x) = f(c) para
gualquer x em um intervalo aberto que contenha ¢.

(b) um valor minimo local em ¢ se e somente se f(x) = f(c) para
qualquer x em um intervalo aberto que contenha c.

Extremos locais também s3o chamados extremos relativos. Podemos am-
pliar essa definigio para extremidades de intervalos. Uma fungiio J possui um
miximo ou minimo local em wma extremidade ¢ se a desigualdade apropnada

for vdlida para qualquer x em um intervalo semi-aberto que contenha c.

Um extremo absoluto lambém é um extremo local, pois ser um extremo
global faz dele um valor extremo em qualquer intervalo (aberto ou semi-aberio
gue o contenha). Assim. uma lista contendo todos os extremos locais inclutrd

automaticamente o extremo absoluro, se houver.
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Determinando Extremos

Os pontos interiores do dominio onde a funcgio da Fi gura 3.1 tem valores ex-
tremos locais sdo pontos onde " é zero ou ndo existe, Este é geralmente o caso,
COmMO VEeremos no leorema a seguir,

Teorema 2  Extremos Locais

Se uma fungdo f possui valores maximo ou minimo locais em um ponto
¢ interior de seu dominio e se f” existe em ¢, entio

fl{c) =0,

O Teorema 2 diz que, se a primeira derivada de uma fungdo existe em um
ponto interior de seu dominio que seja um extremo local, entdio ela se anula.
Assim, os dnicos locais onde uma funcio f pode ter valores extremas (locais ou
globais) sfio

1. pontos interiores onde /' = ()
2. pontos interiores onde f* ndo existe
3. extremidades do dominio de f

Na maioria das buscas por valores extremos é necessédrio a determinagdo de
extremos absolutos de uma fungfio continua em um intervalo fechado. O Teo-
rema 1 garanie que esses valores existem, e o0 Teorema 2 nos diz onde procuri-
los. A defini¢ao a seguir nos ajudard a resumir essas informagoes.

Definicdo  Ponto Critico

Um ponio de uma fungdo fonde f* = () ou J' nio existe é um pontao
critico de £

Assim, em resumo podemos dizer que valores extremos ocorrem sé nos
pontos criticos ¢ nas extremidades de um intervalo fechado

Como Determinar os
Fxtremos Absolutos de uma
Funcdo Continua f em um
N Intervalo Fechado

W

Passo 1. Calcule fem todos os Passo 2. Tome o maior e o
ponios criticos e extremidades. menor dentre os valores obtidos.
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Exemplo 5 Encontrando os Extremos Absolutos em um Intervalo
Fechado

Determine os :u'alurcs mdximo e minimo absolutos de f{x) = 10x(2 - In x) no
intervalo |1, .

Solucdo A Figura 3.6 sugere que f tem seu valor miximo absoluto proxi-
mo de x = 3 e que, quando x = ¢°, seu valor minimo absoluto € (),

7 Lembremos aqui que o valor de e é proximo a 2.718.
- e, 10e)
51 y= 10x(2 = Inx)
20
(1. 200
15—
10— Fictma 3.6 Os valores extremos de
= o flx) = 10x 2 = In x) ocorrem guando
| ) x =e¢ex = ¢ (Exemplo S).
of 1 2 3 4 5 6 7 %

Calculamos a fun¢do nos pontos criticos ¢ nas extremidades e, dentre os
valores obtidos, tomamos 0 maior ¢ 0 menor.
A primeira denivada €

f'(x) =102 = Inx) — Il]:(;l:-) = 11 — Inx).
Dﬁrﬂmwnlﬂcﬁlimmmu.e"‘]énmx= e.onde Inx = 1. Os
valores de f nesse (nico ponto critsco ¢ nas extremidades sfo

Valor no ponto critico: fle) = 10e
Valores nas extrermdades: fil)y=10(2—=1nl) =20
f(e’) = 106’2 = 2 Ine) = 0.
A partir dessa hista podemos ver que 0 maximo absoluto dessa fungio é

10e ~ 2,72, que ocore Do ponto critico interior x = e. () minimo absoluto ¢
0 e ocorre na extrerudade direita. quando x = ¢,
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Exemplo 7 Pontos Criticos ndo Precisam Gerar Valores Extremaos

Embora os extremos de uma fungdo possam ocorrer apenas em pontos criti-
cos e extremidades, nem todo ponto critico ou extremidade indica a presenca
de um valor extremo. A Figura 3.9 ilustra isso para pontos interiores. O
Exercicio 62 descreve uma fungéio que nio apresenta valores exiremos nas
extremidades de seu dominio.

ih)
{a)

Fiama 3.9 Pontos criticos sem valores extremos. (a) y' = 3x° € 0 quando
x=0,masy= x nao possui nenhum extremo nesse ponto. (b) v' =
(1/3)x ** ndo ¢ definida quando x = 0, mas v = x'"* niio possui nenhum

EXITemo nesse ponto.

Teorema de Rolle

Ha fortes evidéncias geométricas de que entre dois pontos quaisquer onde uma
curva derivével cruza o eixo x hd um ponto na curva onde a tangente € horizon-
tal. O Teorema de Michel Rolle, enunciado h4 300 anos, nos garante que isso é

sempre verdadeiro.
: fle) =0
fle,) =0 -
Teorema 3 0 Teorema de Rolle / \
Suponha que y = f(x) seja continua em todos os pontos de [a, b] e o ;ﬁ P e R
derivivel em todos os pontos de (a, b). Se *
f(a) =f(&} i n Fiaura 3.11 O Teorema de Rolle diz

que uma curva derivavel tem ao menos

entdio hi pelo menos um niimero ¢ em (a, b) onde f'(c) = 0 (Figara 3.11), "™ [neene horizontal entre dois

ponios quaisquer onde a curva ¢ruza o
exo x. Esssa curva tem trés,
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Teorema do Valor Médio
O Teorema do Valor Médio é o Teorema de Rolle ‘inclinado’.

Teorema 4 (O Teorema do Valor Médio

Suponha que y = f(x) seja continua em um intervalo fechado [a, b] e
derivdvel no intervalo aberto (a, b). Entio h4 pelo menos um ponto ¢

\) em (a, b) em que
J(b) — fla)
TEoa T i
¥ Tangente paralela & corda
Inchinagio f(c) ,//jﬁ‘_.
7 o f16)—f@)
Inelin: ) —ha \ .
el Feg Ficura 3.13 Geometricamente, o
Teorema do Valor Médio diz que, em
s algum lugar entre A e B, a curva
0 ,i(ﬂn ¢ b apresenta pelo menos uma tangente
¥ = fix) paralela i corda AB.
Exemplo ] Explorando o Teorema do Valor Médio

A fungdo f(x) = x* (Figura 3.16) é continua para 0 = x = 2 e derivivel para
0 <x<2 Como f(0) = 0ef(2) = 4, o Teorema do Valor Médio diz que,
em algum ponto ¢ no intervalo da derivada, f'(x) = 2x deve ter o valor
(4 = 0)/(2 = 0) = 2. Nesse caso (excepcional), podemos identificar ¢ resol-
vendo a equagdo 2c = 2 para obter ¢ = 1,

s /4?
! / / -

Fiocuga 3.16 Comeo descobrimos no
I L,y Exemplo |, éeme = | que atangente

A,

(35

¢ paralela a corda.
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Lima Interpretacio Fisica
Pense no nimero (f(b) = fla))/(b — a) como a variagio média de fem [a. b] e
em f'(c) como uma variagio instantinea. O Teorema do Valor Médio diz que a
variagdo instantinea em algum ponto interior deve ser igual A variaglio médiz
ao longo de todo o intervalo.

Exemplo 2 Interpretando o Teorema do Valor Médio

Se um carro, acelerando a partir do repouso, leva 8 segundos para percorrer
352 pés, sua velocidade média no intervalo de 8 s € 352/8 = 44 pés/s. Er
algum momento durante a aceleragio, o velocimetro deve marcar exatameni-

30 mi/h (44 pés/s) (Figura 3.17). s
v = pés(r)
Ficura 3.17 Distincia versus tempo - 0=
decorrido para o carro no Exemplo 2, 2 ol (8,352)
i 20} /
3
& 160 "Neste ponto, a
a0 |- velocidade do
camro ¢ra de 30 mih.
[ T Y
n 5 *
Tempo (5]

Conseqiliencias Matematicas

O primeiro corolirio do Teorema do Valor Médio nos diz que tipo de fungao
tem uma derivada nula.

Corolario 1  Fungiies com Derivadas Nulas S8o Funcies Constantes
Se f'(x) = 0 em todos os pontos de um intervalo /, entdo fix) = € para
qualquer x em /, onde C € uma constante,

Coroldrio 2  Fungdes com a Mesma Fungio Derivada em um
Intervalo Diferem por uma Constante

Se f'(x) = g'(x) em todo ponio de um intervalo 7, entdo existe uma

constante C tal que f(x) = g(x) + C para qualquer x em /.

FiGurA 3.18 Do ponto de vista \

geométrico, o Coruldrio 2 do Teorema do ? f=-
Valor Médio diz que os graficos das \

fun¢bes com derivadas idénticas em um N & '

intervalo podem diferir apenas por um WA »
deslocamento vertical. Os gréficos das \%
fungoes com derivada 2x sio as pardbolas ]

y =x"+ C, apresentadas aqui para b
alguns valores escolhidos de C.
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A Forma de um Grafico

O que precisamos saber para determinar a forma de um grifico? Precisamos
saber como ele sobe ou desce, como progride e como se curva. Essas caracteris-
ticas marcantes sao apresentadas na Figura 3.20. Nesta se¢ido, veremos como 4
primeira ¢ a segunda derivadas de uma fungao fornecem as informagdes
necessarias para se determinar a forma de um gréfico. Comegaremos definindo
formalmente o que significa para um fungfio ser crescemie ou decrescente ao

longo de um intervalo,
(a] (b} (<)

(d)

Figima 3.20 Em (a) o grifico sobe e se
curva para cimg, Em (b) ele sobe e se curva
para baixo. Em (c) ele desce e se curva para
cima. Em (d) ele desce e se curva para
baixo.

O Teste da Primeira Derivada para Funcédes Crescentes e
Decrescentes

Que tipos de fungio possuem derivadas positivas ou negativas? A resposta, se-
gundo o terceiro coroldrio do Teorema do Valor Médio, € a seguinte: as (inicas
fungdes com derivadas positivas sdo fungdes crescentes e as tnicas fungoes
com derivadas negativas sio fungdes decrescentes.

Definigées Funcdo Crescente, Fungio Decrescente
Seja fuma fungfio definida em um intervalo /. Entio,

1. f écrescente em [ se, para todos os pontos x, ¢ x; em /,
X ‘:xz ﬁﬂx]] = f‘xz}.

2. f é decrescente em [ se, para todos 0s pontos x; € x, em /,
X <2 = flg) < flx).

Corolario 3  Teste da Primeira Derivada para Crescimento ¢
Decrescimento

Suponha que f seja continua em [a, b] e derivdvel em (a, b).

Se f' > 0 em todos os pontos de (a, b), entdio f € crescente em [a, b].
Se f' < 0 em todos 0s pontos de (a, b), entiio J é decrescente em [a, b].
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Exemplo 1

Determine os pontos criticos de f(x) = ' — 12y — 5e identifique os interva-

los onde f & crescente e decrescente.

Solugdo A Figura 321 sugere que f possui dois pontos criticos. Como [ ¢
continua e derivivel para qualquer nimero real, os pontos criticos ocorrem

apenas nas raizes de '

fl=1=12=3*-9)
= 3(x 4+ 2}x — 2)

Usando o Teste da Primeira Derivada para Crescimento
e Decrescimento

Asraizes def’ siox = =2 e x = 2. Elas dividem o eixo x em intervalos con-
forme o esquema a seguir.

Intervalos —m < x< —2 o Rt 2<x=m
Sinal de f’ + - -
Comportamento de f | crescente decrescente crescenie

Para determinarmos o sinal de ' em cada intervalo. calculamos o sinal de
cada fator no intervalo e ‘multiplicamos’ os sinais dos fatores para obtermos

o sinal de f'. Aplicamos, entiio, o Coroldrio 3 para observar que f é crescente
em (—ee, —2), decrescente em (=2, 2) e crescente em (2, 2.

Saber onde uma fung¢do é crescente ou decrescente nos diz como testar a
natureza dos valores extremos locais.

O Teste da Primeira Derivada para Extremos Locais

Na Figura 3.22, nos pontos onde f possui valor minimo, f’ < 0 imediatamente a
esquerda e /' > 0 imediatamente 2 direita (se o ponto € extremo, $6 hd um lado
a considerar). Assim, a curva estd descendo (os valores estio diminuindo)  es-
querda do valor minimo e subindo (os valores estio aumentando) i sua direita.
De maneira similar, nos pontos onde f possui valor mdximo, f’ > 0 imediata-
mente i esquerda e f° < 0 imediatamente @ direita. Portanto, a curva esti
subindo (os valores estdo aumentando) 4 esquerda do valor méximo e descendo
(os valores estio diminuindo) 4 sua direita.

Amséncia de extremo

F=0

=0

Minimao absoluto

Méximo local
F=0

Miximeo absoluto
F indefinida

y=fix) \ Auséncia de extremno

f=0

L F<a
F>0

| Minimo local Minimo local
i f=0 |

a [

& e5 €, €, b
] 5

Figura 3.22 A primeira derivada de uma fungio nos diz como a curva sobe

ou desce.

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Essas observagOes nos levam a um teste para a presenga e para a natureza
de valores extremos locais de fun¢des derivaveis.

1.

2.

3.

0 Teste da Primeira Derivada para Extremos Locais
Em um ponto critico x = ¢,

Se f' € negativa 4 esquerda de ¢ e positiva i direita de ¢, entdo
possui um minimo local em c.

Se [ é positiva 4 esquerda de ¢ e negativa i direita de ¢, entéo f
possui um mdximo local em c.

Se f* possui 0 mesmo sinal em ambos os lados de ¢, entiio ¢ ndo
€ um extremo local de f.

v

O teste para extremos locais nas extremidades do intervalo é semelhante, mas
50 hd um lado a considerar.

y={xZ=-3) ¢

Ficura 3.23 Gréficode

(Garnda pelc Mathemaltica)

fix) = (x’ = 3)e" (Exemplo 2).

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas

Exemplo 2  Utilizando o Teste da Primeira Derivada para
Extremos Locais
Determine os pontas criticos de
fx) = —3) €.
Identifique os intervalos onde f ¢ crescente e decrescente, Determine 0s ex-
tremos locais ¢ absolutos da fungio.

Solugdo  Desta vez ¢ um pouco mais dificil ver um dos extremos (Figura
3.23). A fungido f € continua ¢ derivivel para qualquer niimero real, entio os
pontos criticos ocorrem sé nas raizes de /.
Usando a Regra do Produto, temos
] r.2 d d 2
== - Lo+ L (2=3)-¢
ff=x"-3) e prre (x*—=3)-¢
=(x'=3) e+ () e
= (x’+ 2x — 3)e".
Como ¢" nunca & zero, a primeira derivada serd zero se e somente se
*+2x=-3=0
(x+3Hx—=1)=0.

As raizes x = -3 e x = | dividem o eixo x em intervalos, a saber:

Intervalos Za =3 -3<zx<1 1<x
| Sinal def’ + = F
| Comportamento de f | crescente decrescente crescente
SR e | s =

A partir da tabela podemos ver gue hd um méaximo local (aproximadamente
0,299) para x = =3 e um minimo local (aproximadamente —5,437) para
x = 1. O valor minimo local também € o minimo absoluto, pois f(x) > 0
para |x| > V3. Nio hi miximo absoluto. A fungiio é crescenie em
(—%, =3)e(l, =) e decrescente em (—3, 1).
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Concavidade

Como vocé pode ver na Figura 3.24, a fun¢lio y = x° é crescente conforme x au-
menta, mas as por¢gdes definidas nos intervalos (—2¢, 0) ¢ (0, =) se curvam de
maneiras distintas. Observando as tangentes a partir da esquerda para a direita,
vemos que a inclinagdo v' da curva diminui no intervalo (==, 0) ¢ aumenta no
intervalo (0, ). A curva y = x' ¢ ¢dncava para baixo em (—=, 0) e edncava
para cima em (0, @), A curva se situa abaixo de suas tangentes quando é cOn-
cava para baixo e acima destas quando ¢é cOncava para cima.

FIGURA 3.24 O grificode f(x) = x' é
cOncavo para baixo em (-, 0) e
cOncavo para cima em (0, ).

Definigdo  Concavidade
O grifico de uma fungao derivavel y = f(x) é

(a) concavo para cima em um intervalo aberto /, se ¥’ & crescente em /

(b) comcavo para baixo em um intervalo aberto /[, se y' € decrescente
em [

Se uma fungio y = f(x) possui uma segunda derivada, entio podemos con-
cluir que y' é crescente se V' = O e vy’ é decrescente se y" < 0.

() Teste da Segunda Derivada para Concavidade
O grifico de uma funciio duplamente derivivel y = f(x) é

(a) concavo para cima em gualquer intervalo onde y" = 0

(b) cOncavo para baixo em gualguer intervalo onde v" < 0.

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Exemplo 3 Aplicando o Teste da Concavidade

A curva y = x° (Figura 3.25) é cOncava para cima em (—, @), pois sua se-
gunda derivada y" = 2 é sempre positiva.

Figura 3.25 O gréfico de f(x) = x*
»x € cOncavo para cima em qualquer
intervalo.

Exemplo 4 Determinando a Concavidade
Determine a concavidade de y = 3 + senxem [0, 2#].

Solucdo O grificode y = 3 + sen x € concavo para baixo em (0, 7), onde
¥’ = —sen x é negativo e é concavo para cima em (m, 2m), onde y' = —senx
¢ positivo (Figura 3.26).

"
y=3+ senx

[ S IR R
8

I - T
0PN, 7% 2 _ . ’
-4 AN FiGura 3.26 Usando o grifico de v

i para determinar a concavidade de y
(Exemplo 4).
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Pontos de Inflexio

A curva y = 3 + sen x do Exemplo 4 muda de concavidade no ponto (7, 3).
Denominamos (7, 3) um pento de inflexdo da curva.

)

b y=3+senx Pontos de Inflexdo

4= /

: /\\/

2 | |

Ll Ll Ll 1™ ..

[} \_/' : i - ~ "
N ” o FiGUrA 3.26 Usando o grifico de y
), YT para determinar a concavidade de y

(Exemplo 4).

Defini¢do  Ponto de Inflexio

Um ponto onde o gréfico de uma fungfio possui uma reta tangente e
onde hd mudanga de concavidade é um ponto de inflexio.

Um ponto em uma curva no qual y” é positiva de um lado ¢ negativa do
outro € um ponto de inflexdo. Nesse ponto, ¥" € zero (pois as derivadas possuen
a Propriedade do Valor Intermedidrio) ou € indefinida. Se y for uma fungio du-
plamente derivivel, y" = 0 em um ponto de inflexdio e v’ possui um mdximo ou
um minimo local.

Exemplo 7  Auséncia de Ponto de Inflexio Onde y” = 0

A curva y = x' niio possui ponto de inflexdo quando x = O (Figura 3.28).
Embora y" = 12x* seja zero nesse ponto, nio ocorre mudanga de sinal.

FiGUra 3.28 O grifico de y = x* ndo
, 1 apresenta ponto de inflexio na origem
embora nesse ponto v' = 0,

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas 14



Exemplo 8 Determinando o Ponto de Inflexdo Onde y" nio Existe

v

A curva y = x'" possui ponto de inflexdo quando x = 0 (Figura 3.29), mas -
v" ndo existe nesse ponto. — '

2 __sn 0 i

wed oy d 1l can\_ _2 -
Y dxz {X } d-((3x ) gx /

Podemos ver pelo Exemplo 7 que uma segunda derivada nula nem sempre "'/ 29 Um ponto onde ndo hd y*
h 4 . pode ser um ponto de inflexdo.
gera um ponto de inflexio. No Exemplo R vimos que um ponto de inflexio tam-
bém pode ocorrer quando ndo hd segunda derivada.

0 Teste da Segunda Derivada para Extremos Locais

Em vez de procurarmos a mudanga de sinal nos pontos criticos de y'. As vezes
podemos usar o teste a seguir para determinar a presenga de extremos |ocais.

Teorema 5 O Teste da Segunda Derivada para Extremos Locais

Ul

L. Sef'(c) = 0ef"(c) < 0. entdo f possui um mdximo local quando x = ¢,
2. Sef'(c) = 0ef"(c) > 0, entdio f possui um minimo local quando x = .

Esse teste exige que conhegamos f” apenas em ¢. ¢ nio em um intervalo em
torno de ¢. Isso toma o teste ficil de aplicar. Essa € a boa notfcia. A mé noticia
que o teste ndo funciona quando f"(¢) = 0 ou f“(c) ndo existe. Quando isso
ocore, deve-se voltar ao teste da primeira derivada para extremos locais.

Exemplo 9 Usando o Teste da Segunda Derivada
Determine os extremos de f(x) = x' — 12x — 5.

solucdo  Temos que

= -12=3"=-9
fx) = .

Testando os pontos criticos x = =2 (ndo hd extremidades), lemos que

f(=2) = =12 < 0 = fpossui um maximo local quando x = - 2

f72)= 12> 0 = fpossui um minimo local quando x = 2,

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas 15



Exemplo 10 Utilizando f” e f” para Esbocar o Grafico de f g

\ y=xt—arl +10
Eshoce o grafico da fungdo il
15
10, 1)

fO))=*—ax' + 10

seguindo os passos:

(a) Identifique onde os extremos de f ocorrem.

(b) Determine os intervalos onde f é crescente ¢ os intervalos onde f ¢ de-

crescente,
a0 (3,-17)
(¢) Determine onde o grifico de f é concavo para cima e onde € concavo ocal

para baixo. Ficukra 3,30 Gréfico de f(x) =

(d) Esboce um possivel grifico de f. x* = 4x* + 10 (Exemplo 10).

Solugdo £ & continua, pois f'(x) = 4x’ — 12+? existe. O dominio de f'e
(—ee, =), portanto o dominio de f também é (—, %), Assim. os pontos

criticos de f ocorrem s0 nas raizes de f'. Uma vez que £'(x) = 4x* — 12x? = 4 (x — 3),

a primeira derivada € zero quando x = Oe x = 3,

Intervalos x<0 0<x<3 3<X
Sinal de j* = = +
Comportamento de f decrescente decrescente crescente

{a) Usando o teste da primeira derivada para extremos locais e a tabela
acima, podemos ver que nao ha extremo quando x = 0 e que ha um
minimo local quando x = 3.

(b) Usando a tabela acima, podemos ver que f ¢ decrescente em (— %, 0] e
[0. 3] e crescente em [3, °).

(€) f7(x) = 12x* — 24x = 12x(x — 2)é zeroquando x = Oex = 2.

Intervalos x<0 0<x<?2 2%
Y
Sinal de [ + - + \ = y=xt=dc' + 10
= & 5 15
Comportamento de / | coOncava para concava para cOncava para (0. 10)
cima haixo cima

Podemos ver que f é concava para cima nos intervalos (—=2, D) e (2, =) e
cOncava para baixo em (0, 2).

(d) Resumindo as informagdes apresentadas nas duas tabelas, obtemos

(3,-17)

2= Minimo
— . local
x=0 0<x<2 2<x<3 I<x FiGura 3.30 Gréfico de f(x) =
x* = 4x* + 10 (Exemplo 10).
decrescente decrescente decrescente crescente

cOncava para
cima

cOncava para
baixo

chncava para
cima

cOncava para
cima

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas

16



Procedimento para Tracar o
Grafico de vy = f(x)

Manualmente

Passo 1. Determine ¥v' e y".

Passo 2. Determine a subida e a des-

cida da curva.

Passo 3. Determine a concavidade da

curva.

Passo 4. Faga um resumo e apresente a

forma geral da curva.

Passo 5. Cologque ponios especificos
no grifico e esboce a curva.

Aprendendo sobre Funcgoes a partir das Derivadas

Como vimos no Exemplo 10, podemos saber quase tudo que precisamos saber
sobre uma fungio duplamente derivivel y = f(x) examinando sua primeira de-
rivada. Podemos saber onde o grafico da fungao sobe ou desce e onde esta admite
quaisquer extremos locais. Podemos derivar y' para saber como o grifico se
curva quando passa pelos intervalos de subida e de descida. Podemos determi-
nar a forma do grifico da fungdo. A Gnica informagdo que ndo conseguimos
obter a partir da derivada ¢ como colocar o grifico no plano cartesiano. Mas,

conforme descobrimos na Se¢dio 3.2, a dnica informagdo adicional de que ne-

cessitamos para situar o grifico € o valor de fem um ponto.

y = fix) [\

¥ = fix)

aVA%
/
Denvivel = ¥ = ) = gresce da esquerda ¥ <0 = decresce da
suave, convexa. o grifico para a direita; eiguerda para a direnta,
pode subir & descer pode ser ondulada pode ser ondulada
ou ou
H:' uda de sinal
¥' > 0= concava ¥ < 0 = cOncava ¥ i
para cima sempre, sem para baixo sempre; sem Ponto de inflexdo (se f for
ondulagdes; o grifico ondulagoes; o grifico duplamente derivivel)
pode subir ou descer pode subir ou descer

KNP

¥ muda de sinal = o grifico
apresenta um mdximo ou
um minimo locais

Yy =0ey'<0
em um dado ponto; o grifico
apresenta um mdximo local

./

V=0 e v'>=0
em um dado ponty; o grifico
apresenta um minimo local

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Exercicios propostos.

Esbogando y a partir dos Sinais de y' e y"

5. Esboce o grifico da fung@io duplamente derivivel y = f(x) a

partir das propriedades dadas a seguir. Quando for possivel,
indique as coordenadas.

X y Derivadas

Xt 2 y=<0, y"<0
2 | Y =0, y"<0
2cx<d y <0, »"<0
4 4 y>0 y'=
4=x<b y>0 »'<i(
6 7 y=0 ¥"<D
x=6 y<0, »'<0

Utilizando Graficos para Analisar Fungoes

Nos exercicios 7 e 8, use o grifico da fungfio f para estimar onde
(a) f* e (b) f” 530 0, positivas e negativas.

T » B. ¥

¥ =ﬁ”|'
i
/\
1

/ E

b
0
=

Friid
T ——
e
LR
e — "%

>
\ﬁ
1
(3]

< [
L e !
|
(= ]

Forma de um Grafico

Nos exercicios 17-22. use métodos analiticos para determinar os
intervalos onde a fungio é:

(a) crescente

(b) decrescente

(e) concava para cima

(d) cbneava para baixo.
Localize e identifique, se houver,

(e} extremos locais

(f) pontos de inflexao.

7. y=xX—-x-1 18 y= -2 + 622 — 3
19, y=2x' - 4x* + 1 20, y = xe'"”

— — o . 31-2x x<0
2l. y=xV8—x 21}-{_\‘2_'_1! s

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Deslocamento sobre uma Reta

Nos exercicios 43-46, uma particula se desloca sobre uma reta
obedecendo a fungfio posigio s(f). Determine (a) a velocidade e (b)
a aceleragdo e (¢) descreva o movimento da particula para 1 = 0.

43 siN=1"—-4+3 dd, siD=6-—-2 3
45. .N”‘=.I'1_.1|."9'3 46, _-,-”'_i‘_-:l.;:_:_lr"

Nos exercicios 47 e 48, € dado o grdfico da fungiio posicio v = s(r)
de uma particula que se desloca sobre uma reta. Em que instantes.
aproximadamente, a particula apresenta

(a) velocidade igual a zero?

(b) aceleragdio igual a zero?

47. 5
&
= oo
2 /
g| / \ : i
- AW N o s=f(n / .
8 ;“ S -
| | | 1 | I'\"\J_.-r""li l | | 1 1 | T""\-u._l |
0 5 10 15
Tempo (s)
48. 5
=
E £ = fin
E ).l'f e .,
f, | / \'x___ r
J.llf' 1 I 1 L HE\J. | i E—
of 5 10 5
/Jr Tl.ﬁlr.l.ll"\} '\.\. .“:

Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora
Pearson, Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Sao Paulo.

Estudar os exercicios resolvidos sobre derivadas nos endereco eletrdonicos abaixo:
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://www1.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://www1.univap.br/%7Espilling

