Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp

Prof. Dr. Sergio Pilling i it

Parte 2 - Derivadas (32 cont.)
Linearizacéo e diferenciais

1) Introducao.

As vezes podemos aproximar fungoes complicadas usando fungoes mais sim-
ples que fornecem a precisao desejada para aplicagtes especificas, além de
serem mais faceis de trabalhar. As funcgoes de aproximagiao discutidas nesta
secao sao denomunadas [frnearizagoes ¢ se baseiam em retas tangentes.

Introduzimos novas varidveis dx e dv e as defimmos de um modo que dé
novo sentido & notagao de Leibniz dv/dx. Usaremos dyv para estimar o erro da
medida e a sensibilidade de uma fungdo a variagdo.

2) Linearizagao.

Como vocé pode ver na Figura 3.54, a tangente a curva v = x~ fica perto da
curva préoximo ao ponto de tangéncia. Em um pequeno intervalo, de cada lado
do ponto, os valores de y ao longo da tangente fornecem uma boa aproximagio
para 0s valores de v na curva. Observamos esse fendmeno ampliando os dois
erificos no ponto de tangéncia ou analisando as tabelas com valares da dife-
renca entre f(x) e sua reta tangente proximo a abscissa do pontoe de tangéncia.
Localmente, toda curva s¢ comporta como uma reta.

- 7 -
| e v/
.f'
4 — 1,002
s Sy=2a-0
—1
1= (1
_\\ 1), N
~ 7 i
// [ 2
T),90K I 1 a2
\._ A __./J \h_ ] | JI __/J
v = x" ¢ sua tangente y = 2r — | em (1, 1) A tangente € a curva bem prdximas, perio de (1.1 A tangente ¢ 3 curva ainda mais proximas

A tela do computador ndo consegue distinguir
a tangente da curva nesse intervalo de x

Fiovra 3,54 Quanto mais ampliamos o grifico de uma fungdo proximo a um
ponto onde a fungdo € derivavel, mais ‘reto” o grifico se torna e mais ele se
assemelha & sua tangente.

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas



Em geral. a tangente a y = f(x) no ponto x = a, onde f € derivavel (I

3.55) passa pelo ponto (a, f(a)), ent@io sna equagio é
v = fla) + f'{a)x — a).
Assim, a reta tangente ¢ o grifico da fungio linear

L(x) = f(a) + f'(a)ix — a).

Enguanto a reta permanecer proximo ao grifico de f, L(x) fornecerd uma

aproximagao de f(x).

Definicdo Linearizagio

Se fé derivivel em x = g, entdo a fungdo aproximagio
L(x) = fa) + f'(a)(x — a)

¢ a linearizagio de fem a.

(1)

A aproximacio f(x) = L{x) ¢ a aproximacao linear padrae de fem a O

ponto x = a € o centro da aproximagio.

Exemplo 1 Determinando uma Linearizacao

Determine a linearizagiio de f(x) = V1 + x quando x = 0 (Figura 3.56)
Solugao  Como
fx) = % (1+x "3

temos que f(0) = 1, f'(0) =1/2e

%(A'_U'i=|+

Lix)=flay + f'(a)x —a) =1+

b =

Veja a Figura 3.56.

proximos de zero.

* I

redor de |, noeixo y.
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Figura 3.56 O grificodey = V1 + x e sua linearizagdo quando x = O e
x = 3. A Figura 3.57 apresenta uma vista ampliada na regido destacada ao

Y =)/ Coeficients
angular = fla)

(a, fian

a

Fioura 3.55 A tangente & curva
y=flx)emx =aéareta
y = fla) + f'{a)x — a).

Obs. Essa é a equacéo da
reta tangente a funcéo
f(x) no ponto x=a.

0 0,1 0.2

Frovea 3.67 Vista ampliada da janela da

Figura 3.56,

Veja como a aproximagiao V' 1 + x = | + (x/2) é precisa para valores de x



Obs. O processo de linearizacdo s6 da uma boa aproximacéo da fungédo para a vizinhanca
do ponto considerado. Isso ficard ainda mais evidente no exemplo a seguir:

Exemplo 2 Jeterminando uma Segunda Linearizagao

Determine a linearizagio de f{x) = V1 + r quando x = 3.

Solugdo  Calculamos a equagdo (1) para fema = 3. Com

(&) =2 ffA=50+x"" =£.
=3

b —

Temos que

L(.:}=2-:l1-h-—3]= +

Iu|tn
==

Quando x = 3.2, a lincanizagdo do Exemplo 2 tornece

o , 32 :
Vit r=vT 432 a% + 2 = 1,250 + 0,800 = 2,050,

que difere do valor real V42 = 204939 em menos de um milésimo. A linea-
rizagéo do Exemplo | fornece

, v 3.2
Vii+x=WVI +3,2==|+’—2-=|+ 1.6 =206,

um resultado que esta errado em mais de 25%.

Exemplo 5 Determinando uma Linearizacio para funcao cosseno
Determine a linearizagio de f(x) = cos x quando x = 7/2 (Figura 3.58). \\
Solugdo  Como f(m/2) = cos (w/2) = 0. f'(x) = —sen x e f'(7/2) = ) !
—sen(m/2) = — 1, temos que \/= R
I(x) = fla) + ["(a)x — a) PEAES g
—0+(-1x- 'r_r‘ Fiatka 3.58 O grifico de f(x) = cos xe
) sua linearizagio quando x = 7/2. Préximo
- dex=m/2.cosx=—x+ (w/2)
==X R (Exemplo 5).

Aproximacodes lineares comuns em x = 0

56N X =X =1 +x
cos x =1 In(l +x)=x
g x=x (1+x)=1+ky
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Exemplo 3 Determinando Raizes e Poténcias

A aproximagio linear mais importante para raizes e poténcias ¢

(1+ 0 =1+ k (x proximo de 0. sendo k qualguer nimero)
p

Essa aproximagio, boa para valores de v suficientemente pro-
ximos de zero, tem uma vasta aplicagao.

Exemplo 4 'f'x|J:il ando o Exemplo 3

As aproximagdes a seguir sdo consegiéncias do Exemplo 3.

VI+x=1 -I-%_t
=== =1+ =1+x
VI+5r =(1+5)m1 4 _%ts,r*} =1 + %x" o0 s
_‘-"I___& =1 = af) e ] & (-—'I-)[—x:} =1+4, Aol i
V1—x* 2 2 ubstit

Exercicios propostos.

1. Determine a linearizagdo L(x) de f(x) quando x= a para as funcoes abaixo:

L jlx) = r=2%+3 a=2

2 flo=Vxr+9 a=-4

A fiv) a=1

d. fivi=N 1, a=—8

o Utilize 3 aproximagio linear (1 + x)' = 1 + kx para determi-
nar uma aproximagdo da fungdo f(x) para valoses de & proxi-
mos de zero,

(ar flo = -x°
3

ih i) = ‘—:—I

(el fixi= —-—1_ .
VI1+x

) jin=V2+x
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3) Diferenciacao

As vezes usamos a notagio dy/dx para representar a derivada y ' de v em relagio
a x. Ao contrario do que aparenta, nio é uma raziio. Agora introduziremos duas
novas vardveis dr e dy com a propriedade de que, caso a razio exista, esta seré
igual & derivada.

Definicdo  Diferenciais

Seja y = f(x) uma fungdo derivivel, A diferencial dx ¢ uma variavel
independente. A diferencial dy ¢

dy = f'(x) dx.

Ao contririo da varidvel independente dx, a varidvel dy é sempre depen-
dente. Ela depende tanto de x quanto de dx.

F "-:rlﬂj-‘r|l.l b Determinando a Diferencial dv
Determine dy se

(a) y=x" +3Tx

(b) ¥ = sen 3x,
Solucado
(@) dy = (52% + 37) dx (b) dv = (3 cos 3x)dx

Se dx # 0, entdo 0 quociente da diferencial dy pela diferencial dr é igual 2
derivada f'(x), pois
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dy f'(x)ydx _ _,
T de TW

As VeZes escrevemos
df = f'(x) dx,

em vez de dv = f'(x) dx, denominando df a diferencial de f. Por exemplo, se
f(x) = 3x) — 6, entdo

df = d(3x* — 6) = 6x dx,
Toda formula de diferenciagao do tipo

du+v)  du  dv disen w) gy
dx dx  dx o x| ey

tem uma forma diferencial do tipo

diu +v)=du + dv ou d(sen u) = cos u du.

Exemplo 7 Determinando Diferenciais de Funcoes
(@) d(tg 2x) = sec’ (2x) d(2x) = 2 sec* 2x dx

(b) d( X )=L¥+ Ndx —xdix+ 1) _ xdr+dx—xdx _  dx
x+1 x+1p (x+ 1) (x + 17

2.1) Estimando variag¢des com Diferenciais
Suponha que saibamos o valor de uma fungdo derivdvel f(x) em um ponto a ¢
que desejamos prever a vanagio que esse valor sofrerd se formos para um
ponto @ + dx préximo. Se dx for pequeno, f e sua linearizagio L em a irio
variar praticamente na mesma quantidade (Figura 3.59). Como os valores de [
5a0 mais simples de calcular, o cilculo da variacio de L nos oferece um modo
pratico de estimar a variagdo em J.

]

Af = fla + dx) — fla)

| AL = fla)dx

| Quando dx € uma variagio peguena
Reta I de x, a variagio correspondente na

1 IMEArFacio & . 3
langente  hneanzagio ¢ exataments Jf,

] a a + dx

FIGURA 3,59 Aproximando a variagio na fungdo f pela variagao na linearizagao
de f.
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Na notagdo da Figura 3.59, a variagio em fé
Af= fla + dx) — fla).

A variagao correspondente em L é

AL = [{a + dx) — L(a)
= fla) + f'(a)l(a + dx) — a] — f(a)

) Lict)

Lia + 4
= f'la)dx.

Assim, a diferencial df = f'(x)dx possui uma interpretagio geométrica: o val
de df quando x = a é AL, a variagho da linearizagdo de f correspondente .
variagio dx.

Estimativa de Yariacao com Dilerenciais
Seja f(x) derivdvel guando x = a. A variagio aproximada do valor de f

quando x varia de a para a + dx é

df = f'(a)dx.

dr=0,1

Exemplo 8  Estimando a Variagdo com Diferenciais

O raio r de uma circunferéncia aumenta de @ = 10 m para 10,1 m (Figura
3.60). Utilize dA para estimar 0 aumento na drea A da circunferéncia. Com
pare essa estimativa com a variagio Ad.

Solucio Como A = mr . 0 aumento estimado ¢ A A i 2t

dA = A'(g) dr = 2ma dr = 2w(10)(0,1) = 27 m’. Fiuvkra 3.60 Quando dr é pequeno em
/ . . t:{_lllllmlilgflﬂ com g, como é O Caso
A verdadeira variagin € quando dr = 0,1 e a = 10, a diferencial
AA = (10,1 — @(10)* = (102,01 — 100)7 = 2 + 0,017 m*, dA = 2ma dr di uma boa aproximagdo de
N ¥ AA (Exemplo 8).
dA S (1]
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Variacoes Absoluta, Relativa e Percentmal

Conforme nos deslocamos de @ para um ponto @ + dx préximo. podemos des-
crever a variagho de f'de trés maneiras:

Real Estimada

Variagiio absoluta Af = fla + dx) — flm) df = f'(ay dx

. . Af df
Vanagio n ¥ . .

..ll‘l‘!ls o relativa f[ﬂ‘] -“a}

_ Af df

agd i — X
Wariagio percentual fia) 100 Aa) 100

Exemplo 9  Computando a Variacao Percentua
A variagio percentual estimada para a drea da circunferéncia do Exemplo § ¢

dA 27
. W -_— - :u{ — ',
aa 110 100 100 = 2%

A porcentagem real é

AL o BRI oo oo
Al._ﬂ']“ 100 = 1000 x 100 2.01%.
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Exemplo 10 Desobstruindo Artérias

No final da década de 1830, o fisiologista francés Jean Poiscuille descobriu 4
férmula que hoje empregamos para predizer 0 quanto o raio de uma arténa
obstruida mecessita ser expandido para que o fluxo normal de sangue scja
restabelecido. Sua férmula,

V =k

diz que o volume V de liquido correndo por um pequeno vaso ou tubo por
unidade de tempo, sob pressiao constante, ¢ uma constanie multiplicada pela
quana poténcia do raio r do duto. Como € que um aumento de 10% em r
afeta V7

Angiografia

LUm coranic opaco € injetado cm uma anéna Um catzter com um balio na extrermidade
parcialmente obsiruida pari lornar o intenor ¢ inflado no interior da anérnia para alargs-
visivel aos raios X, Isso revela a localizagio la no local da obstrugiio,

e a gravidade da obstrugho.

Solugdo  As diferenciais de r e V estio relacionadas pela equagio

dv =Y 4 = gy g

dr
A vanagdo relativa de Vé

dav _ -Ucr‘d'[=4
v krt

dr
-

A variagio relativa de V € 4 vezes a variagio relativa de r, portanto um au-
mento de 10% em r acarretard um aumento de 40% no fluxo.

Sensibilidade 4 Variacao

A equagio df = f'(x) dx nos mostra o quanto o valor de f € sensivel a uma va-
ragio de x, para diferentes valores de x. Quanto maior o valor de f* em «, maior
é o efeito de uma determinada vanagdo dx.
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Exemplo 11 Determinando a Profundidade de um Pogo
Vocé deseja calcular a profundidade de um pogo a partir da equagio s = 16r°
determinando quanto tempo leva para uma pedra pesada que vocé derruba da
entrada do pogo encontrar a dgua no fundo deste. Qual serd a sensibilidade
de seus cdlculos a um erro de 0.1 s na medigdo do tempo?
Solucio O tamanho de ds na equagiio
ds = 9,81 dt

depende do tamanho de 1. Se 1 = 2 <, 0 erro causado por df = (.1 s € apenas

ds = 982%0.1)=19m
Trés segundos depois, quando 7 = 5 &, 0 erro causado pela mesma dr é

ds = 98(5)0.1)=49m

Exercicios propostos
Derivadas na Forma Diferencial

Nos exercicios |5-24 determine dv.

15, v =x* - IV 16. y=xV1 -

17. y=2lnx 18, y= —3VE_
M1+ V)

9. ¥+ xv—x=0 20. 1y — 4 =-y=0

2L, y = & 22. y = cos (x%)

2. y=xe' 24 y=sec(s” — 1)

Erro de Aproximacao

Nos exercicios 25-28, a fungio f vana quando x vana de a para
a + dx. Determine

(@) avariagio absoluta Af = fla + dx) — fla)
(b) = vanacio estimada df = f'(a) dx
(¢) o emo de aproximagio | Af — df]

25, fix) =x" + I,

a=0, de=0.1

26. f(x)=r'=x, a=1, dx=0,
2. fiy=x"", a=05, dx=005

v 28. fix)=x", a=1, dx=00]

i _'||'=J'1_rj

-

Af = fia + de) = fim

. flan ir#'*i_f‘ ia) dx l
= | tlx ) :
Tangente J' |
- K
0 a a+ dx
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Nos exercicios 29-32, escreva a equagao diferencial que permila

estimar a vanagéo dada do volume ou da drea da superficie
’u L] = - P, ] ol 1

29, A vanagao do volume 3 (4 /3)mr”" de uma esfera
quando o raio varia de a para a + dr.

|
L
4 . .P
! T ber

: ’ ' V=a', S=6

30. A variagao da drea da superficic S = 4w de
uma estera quando o raio varia de @ para a + s

3.

A vanagdo do volume V = x* de um cubo quando «
Ii.'.!]'llrll']”]{.'ﬂli" llilﬁ arestas v dra de o E‘;E[:I 4 =t :Jr!,_

A vanagio na drea da superficie § = 6x° de

umm Coog L[li.ﬂi’;i.{'l 0 .'i"lI];"[jr'I'l'.'H[U das arestas vana de a i
a = :.l.i.l.

Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo, Vol. 1, Editora
Pearson, Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Sao Paulo.

Estudar os exercicios resolvidos sobre derivadas nos endereco eletronicos abaixo:
http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://www1l.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://www1.univap.br/%7Espilling

