Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp

Prof. Dr. Sergio Pilling N G0 Jost dos Campos - P

Parte 2 - Derivadas (22 cont.)
Teorema de L"Hopital, Derivadas de func@es inversas, exponenciais e logaritmicas.

1) Teorema de L Hépital (solucionando lim 0/0, lim oo/co, lim oo . 0, lim oo-c0 )

John Bernoulli descobriu uma regra para calcular limites de fragoes
cujos numeradores ¢ denominadores tendem a zero ou a +co. A regra
¢ conhecida atualmente como regra de IU’Hopital, em homenagem a
Guillaume de I’'Hépital, um nobre francés que escreveu o primeiro texto
introdutério de calculo diferencial, em que a regra foi impressa pela pri-
meira vez.

Teorema 6 Regra de D'Hépital (primeira forma)
Suponha que fla) = g(a) = 0, que f1(a) e g(a) existam e que g'(a) = 0.

Entio
i ) r
x—a g(x) g'(a)

EXEMPLO 1 Usando a regra de ['Hépital

AT 3x — senx _ 3 — cosx i

x>0 e 1 =0

1
Vi+x—1_ 2VI1 +x
- =
1

(b) lim

x—0

1
=0 2

As vezes, apés a derivagio, o denominador e o numerador novos sic
iguais a zero em x = a, como vemos no Exemplo 2. Nesses casos, aplicamos
uma forma mais forte da regra de ’Hopital.

Teorema7 Regrade I’'Hépital (forma mais forte)
Suponha que fla) = g(a) = 0, que fe g sejam derivéveis em um intervalo
aberto I contendo a e que g'(x) # 0 em I se x # a. Entio

LoD

desde que exista o limite no lado direito da igualdade.
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EXEMPLO 2 Aplicando a forma mais avancada de I’Hépital

Vl'*'x_fl—xﬂ

{a) lim : .
—() x* [
(1201 + )72 - 12
= hm —_— Al e o
e 2!_ AIThdS Geive oulma vez
B -(1/4)(1 + x)7*7 1 0
= JEH]- —2—“— - _E Niio muis (1o limite & encontrde
[h'l lim X = SENnXx
=i} ,t"
. ] -
= Ep Ao
=) Ix- i
~ i SenX 0
Py 6,,1‘ Aanada o
= fip SO3X 1
=) {3 6

Usando a regra de I’'Hopital
Para determinar

tim £
x—*a g(x)

pela regra de I'Hépital, continuamos derivando fe g até obter a forma
0/0 em x = a. Mas, assim que uma ou outra dessas derivadas for dife-
rente de zero em x = 0, paramos de derivar. A regra de L'Hépital ndo se
aplica quando o numerador ou o denominador apresentam um limite
finito diferente de zero.

EXEMPLO 3 Aplicando incorretamente a forma mais forte da regra
de L'Hdpital

.1 —cosx 0
lim —
=0 x + x
. sen x 0
= lim-——"—==-=10

. .0 .
Nao mais 0 .0 limite ¢ encontrado.

Até agora o cdlculo estd correto, mas, se continuarmos a derivar na
tentativa de aplicar a regra de UHopital mais uma vez, teremos
.1 —rcosx _ ., senx _ . COSX 1
lim ———== =1 | =
=0 x + x

il N T T e B )

o que estd errado. A regra de UHopital s6 pode ser aplicada a limites que
resultam em formas indeterminadas, e 0/1 ndo ¢ uma forma indetermi-
nada.
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EXEMPLO 3 Aplicando incorretamente a forma mais forte da regra
de L'Hopital

.1 —cosx 0
lim =D
0 x + x 0
sen x 0 _ .0 .
= lim————=—-=1 Mo mais — o limite ¢ encontrado.
x—=0 1 + 2x 1 0 :

Até agora o cdlculo estd correto, mas, se continuarmos a derivar na
tentativa de aplicar a regra de LHopital mais uma vez, teremos
cosx _ |

1 — cosx _ i sen x

lim 2
0 x + x

= lim 770 = Im == =5

o que estd errado. A regra de CHopital s6 pode ser aplicada a limites que
resultam em formas indeterminadas, e 0/1 ndo ¢ uma forma indetermi-
nada.

A regra de UHopital também se aplica a limites laterais, como fica evidente
na prova do Teorema 7.

EXEMPLO 4 Usando a regra de IUHopital para limites laterais

: senx {J
(a) lim — -
=0 x )
= lim COSX - Positivo para v = 0
x-—-&{]"’ 21' I P o -
: s€n X [}
(b) lim — 0
x—0 x
; COS5 X ;
= lim = —0a Negativo parax << 0.
r—{ 2.):

Em livros mais avancados, prova-se que a regra de L'Hépital aplica-se=
forma indeterminada ee/es, assim como a 0/0. Se flx) & e e g{x) — *==
quando x — a, entdo

tim 282 = gy £
x—rg g(.l‘] x=rq g’(x]

desde que o ultimo limite exista. Na notagao x — a, 0 @ pode ser finito ou infinms
Além disso, x — a pode ser substituido pelos limites lateraisx > a" oux—a".
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Exercicio 1

Aplique a regra de I"Hopital para calcular o limites abaixo:

.ox— 2
I. lim =
r—=2x° — 4
3 5x% — 3y
I 1m P —
x—=o0 Tx° 4+ 1
5, lim ——CO08%
x—=0 x
7. lim £
=2 xc — 4

. sen Sx
2. lim B o
x—0)

3 _
4. limx—-l——
x=14x} — x — 3

2) Derivadas de Func0es inversas

A funcéo inversa g(x) de uma funcéo real de variavel real f(x) obtem-se de f(x) por
uma simetria em realcao a reta y=x.

Nesta secdo aprenderemos que quando uma funcdo derivavel tem uma funcdo inversa
esta também sera derivavel. Usaremos esse resultado para encontrar formulas para as derivadas
das funcgdes trigopnomeétricas inversas.

Seja duas funcdes y=f(x) e sua inversa 1/y = y"'= 1/f(x) = £*(x). Se o coeficiente angular
da reta tangente um dado ponto a na funcdo y € m o coeficiente angular da reta tangente do
mesmo ponto a na fungdo y™ é o reciproco 1/m.

L]
-

/
fln /‘hl i
_r'. ( fla), a) =
i} e
/'. I
¥ | +
e 4 —— — £ i ] i ¥ (]
0 & T r r 2 X Fia i Os grificos
| das fungdes inversas tém
T i df coeficientes angulares
(= oefic jentes :Iﬂgliln.fi."- 530 rL"L"["H'\.'I.H
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Teorema 5

Derivadas de Funcoes Inversas

Se f € diferencidvel em todo ponto de um intervalo 7 ¢ df/dx nunca é ZETO

em [/, entdo f tem uma inversa e f-! & diferenciivel em todo ponto

intervalo f(7)

2.1) Funcgdes trigonométricas inversas.

do

Em matematica, as fungdes trigonométricas inversas sdo as inversas das fungdes
trigonométricas. Algumas vezes sdo chamadas de funcdo de arco, pois retornam o arco

correspondente a certa fungédo trigonométrica.

SeCdanlte,

Foérmula fundamental da trigonometria e seus corolarios
sen’d +cos?A=1
tan? A + 1 =sec’ A
1+cot?A=csc®A

Identidades de soma e subtragao
sen(A+ B) = senA cos B & senB cos A
cos(A+ B) = cosAcos B F sendsenB

tan A+ tan B
tan(A+£ B) = ———
an( )= 1 Ftandtan B
B cot A B + 1
N =

Férmulas da duplicagao do angulo

Fungéo Abreviatura |ldentidade trigonométrica
i sen(2A4) = 2senA cos A
Seno =en sinf! = cos (E - 8) = 2tan A
{ou sin) 2 cscf = ——
] 1+ tan® A
Co-seno [0S cos f = sin (g - 6) =7 cos(2A) = cos® A — sen’ A Ty
sec 2t
; <in @ T = C052 A -1 tﬁll(?/l) = lr:"ino/l
an — tan®
Tangente (outg) tanf = ol = cot (§ - 6') = = 1— 2sen’A 2cot A
1 1—tan® A T ot A—1
Ccse ™ = —— p
Co-secante csct = sec (— - 8) =— 1 +4tan? A = B R
{ou cosec) 2 sin # cot A —tan A
Secante sec secH = csc (E - 8) = !
2 cos @
Co-tangente oot th = cos b =t (?T 6') =
L (o ctg ou cin) cot = sinf an 277/
. Notagao . Dominio como Imagem (em | [T/ =
Nome Notagdo 1 Definigao . .
2 fungio real radianos)
¥ = ¥= .
arcoseno ) o X = s5in(y) [=1.+1] “TI/2 2 y = 11/2
arcsin(x) | sin ' (x)
arcocosseno = 1_ *= [-1.+1] OsysTT =
arccos(x) | cos () COS(y) o
Arcotangente. =
arcotangente a - X =tan(y) R —TTZ2 < y < 17/2
-1
arctan(x) | tam '(x) n | Ty
arised b
arcocotangente i _1_ X = cot{y) R O<y<T e =
arccot(x) | cot '(x) . e
arcosecants Y= Y= = J-=.—1]ou [1,+=[ D8y STz enmE ;
arcsec(x) | sec l(x) | sec(y) ' ' <yET i =
Arcosecante g 2
; = ¥= X = o 1 | -m2=y<0o0ul arcocosecante.
arcochserarte arccsclx) 050'1[x) oo J7e Alou el ETEs
¥l y T2
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Derivada do Arco Seno
Sabemos que a fungio y = sen x é derivdvel no intervalo aberto —w/2 <y < 7 _
e que sua derivada, o cosseno, € positiva. Por esta razdo, o Teorema 5 no-
garante que a fungio inversa y = arc sen (x) (0 arco seno de x) € derivivel ni
intervalo —1 < x < |. Entretanto, nio podemos esperar que a inversa seja de-
rivivelem x = —1 oux = 1, porque as tangentes do grafico 530 verticais nesses
pontos (Figura 2.49).

Encontramos a derivada de y = arc sen x como se segue: x=seny

¥y = arc sen x

¥ = arc sem x

. . . 37 _Dominio: -1sx=1
5N Yy =X Relogio da fungdo mnvers: " Imagem: —m2 < y < m2
1 1
i ( sen y) = i X Derivando os dois membros -1 1 *
d.l’ - d:.r i
_=
cos y @ =] Drervagio implicila .
" odx
dy !
dx  €Osy-

e . Fiiuka 2.49 O grifico de y = arc senx
A divisdio do iltimo passo é segura, porque cos v ¥ (1 para — @2 < y < /2. possui tangentes verticais em x = -1

Na verdade, cos y € positivo para —/2 < y < 7/2, entdo podemos substituir ** "
cos ¥y por /1 — (sen y)*, que é V1 — x°. Logpo,

da _ 1
dx (arc sen x)

VIi—-x2
Se u é uma fungiio derivivel de x com |u| < 1, aplicamos a Regra da Cadeia
para obter
d 1 du f
— AIC Sen 4 = —————— — | u|<l. :
dx Vi—ade
Exemplo 2 Aplicando a Farmul;
ST I . d .2 _  2x  Regradacadeia
dx G Ren: £) = V1 = “;i?: dx 8 '\ o (ou derivada da funcdo vezes a derivada do

argumento da fungéo)
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Derivada do Arco Tangente

Embora a fungdo y = arc sen (x) tenha um dominio um tanto estreito de [—1, 1],
a fungdo y = arc tg x € definida para todos os nimeros reais. Como veremos, ela
também ¢ derivdvel para todos os nimeros reais. A derivagao ocorre exatamente

como a fung¢do arco seno.

y = arc tg x
gy=ux Relagio da funglio inversa
i (tgy) = d{;r
secz ¥ ﬁ = Derivacio implici
T odx
dy ]
dx - sect v
- I [dentidade trigonomémca
I+ (tgyy seety = 1+ agty
_ 1
I +x

A derivada ¢ definida para qualquer niimero real. Se u ¢ uma fun¢io derivivel
de x, entdo temos a fGrmula da Regra da Cadeia:

| du
| + 4° dx’

dixﬂrclgu=

Exemplo 3  Determinando a Velocidade de uma Particula em
Movimento
Uma particula se desloca ao longo do eixo x de modo que em qualquer ins-

tante ¢ = 0 sun posi¢iio seja dada por (1) = arc 1g Vi Qual serd a veloci-
dade da particula quando 1 = 167

Solucido

n(r}=~‘iarclg\f;= ! %v’i= <

dt 1+ (V12
Quando t = 16, a velocidade é

1|

_] -
1+1

= |

! B e
1+16 26 136

v(l6) =
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Derivada do Arco Secante

Encontramos a derivada de y = arc sec x, | x| > 1, comegando como fizemos
com as outras fun¢des trigonométricas inversas.

¥ = arcscc x
s Relagio da fungio inversa
CV=x
d d
— | 5eC S=—x
dx 55¢Y) =
secy 1 ay I
. y — =
Y 8. dx Como | l. v estd e
ﬁ",? 1 ), w2y (/2 i e

sCvig v = 1)

dx  sec y tg v
Para expressar o resultado em termos de x, usamos as relagdes

S¢Cy=x e Igy=i\fsec!y—l=IV‘x_1—l

para obter
R
dx AVx—1

Podemos fazer algo com o sinal +=? Basta olhar a Figura 2.50 para ver que o
coeficiente angular do gréfico y = arc sec x é sempre positivo. Isso significa que

l Y = arc sec x
y +_—;3—] scx> | x| Dominio: | x| =1
4, arc sec x = x : V4 Imagem: [0, 77/2) U (772, 1)
x - sex<-—-1, —— z
- -1 // :
] .
Com o simbolo de valor absoluto, podemos escrever 1 o ] "
£ arcsecx=— L
dx T xVE-1T ©4 2.50 O coeficiente angular da

--TVa ¥ = arc sec x € positivo para

—lex>1.

Nenhum simbolo £ é necessdrio nessa nova férmula. Se # é uma fungio d.
rivavel de x com |u| > 1, temos

1 du

— arcsec 4= ———— 2% lu|>1
dx lu Vi — 1dx
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Exemplo 4  Usando a Formula

d ) F 1 A i
— arc sec (5x%) = == (3x")
dx |5x* V(52 — 1 dx
I 5
= (20x7)
5¢°V25x - 1 '
xV2sd -1

Derivadas das Ourras Trés

Podemos usar a mesma téenica para encontrar as derivadas das outras trés
fungdes trigonométricas inversas: arc sen, arc tg € arc sec, mas isso nao é
necessdrio, gragas as identidades a seguir.

Identidades da Fungdo Inversa — Co-fungio Inversa
arccosx = w/2 —arcsenx
arccolgx = w/2 —arctgx
arc cosec x = /2 — arc sec x

Resumindo, as derivadas das fun¢fes trigonometricas inversas sao:

[ 1 1 o -1 -1 1
— |5ETL H]= . —[c.;:.s i |=E——
adx 1—4? dx % : 1—g 2 dx
d [ 4 1 & a1 -1 du
— |tz u]= == —[n::-::-tg 1= ==
adx " 140 dx cfx 14 dx
8 -sec_l u]— ! 2 8 [n:-:}s sec u]— . et
dx " |u:|~|"u:3—1 dx % |u:|~l'u:3—1 dx
validas para -1<u<1
Exercicio 2
Encontre as derivada de y em relacdo a variavel apropriada
l. v =arccos(x?) 2. y=arccos(1/x)
J. y=arcsen V2 d. y=arcsen(l — 1)

) arc sec (2s + 1) 6. v = arc sec S
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2.2) Funcdes exponenciais e logaritmicas.

Quando aplicamos a defini¢ao de derivada a f(x) = a'. vemos que a de A a=3 a=c¢
rivada € um miiltiplo constante do préprio a*: , S S S
+h i
i (a*) = him u Definiciio de denvada sl St
dx b0 h 0 s
— Iim a__..—x . ah — ﬂ'* da a' o "i::_; = !“L‘
Hi—) h .--~""i|'|_-'xlr N St (TS
K Td
= Iim a't b ah’ _ 1 ALOT olando a ‘
=0 h
h 0
=a*-lim u g’ € constnte quando b — 0
by=ad) h

51 A posigio da curva
e ;

um nimero fixo [ y = (a" — 1Yh,a =0, varia

conlinuamente com a

O problema que surge € que para cada a o valor de L no limite acima é diferente

: ;. gte=]
(ver Fig. 2.51) mas quando a =e ~2.71 temos L= ],”P. e 1.

Portanto:

d, o [(e"=1 ]
et (45)-

=&,

Il
m

Em outras palavras, a derivada dessa fungio particular é ela mesma!

i XY oy ok
dx'f] e

Se u ¢ uma fun¢do derivavel de x, entdo temos

_€"=c

d « du
dx dx’

OBS: A letra e é conhecida como nimero de numero de Euler (pronuncia-se éilar), assim
chamado em homenagem ao matematico suico Leonhard Euler, é a base dos logaritmos
naturais. As variantes do nome do namero incluem: nimero de Napier, constante de Néper,
numero neperiano, constante matematica e numero exponencial, etc. A primeira referéncia a

constante foi publicada em 1618 na tabela de um apéndice de um trabalho sobre logaritmos de
John Napier.
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O Numero de Euler com os primeiros 200 digitos decimais

e = 2,71828 18284 59045 23536 02874 71352 66249 77572 47093 69995

95749 66967 62772 40766 30353 54759 45713 82178 52516 64274
27466 39193 20030 59921 81741 35966 29043 57290 03342 95260

59563 07381 32328 62794 34907 63233 82988 07531 95251 01901 . ..

Curiosidades em http://pt.wikipedia.org/wiki/NUmero de Euler

Alguma outra funcio tambem

¢ sua propria derivada?

A funciio zero também € sua prépria de-
nvada, mas raramente vale a pena men-
cionar isso, (Seu valor é sempre 0,
assim como seu coeficiente angular.)
Entretanto, além de ¢', podemos ver
que qualquer muiltiplo constante de e
também ¢ sua propria derivada:
f;[:‘ re)=ce.

A proxima questiio dbvia ¢ se ainda hi
outras fungBes que siio suas proprias
denivadas, mas dessa vez a resposta é
ndo. As tnicas fungées que satisfazem
a condi¢io dy/dx = y séo as fungbes
da forma y = ke (veja que a fungdo
zero pode ser incluida nessa categoria),

Exemplo 1 Derivando Exponenciais

f_f Sxy — 5« _i — 5K g,
{ﬂ] dx (e ] (4 dxle} S5e i = 5
i ) = h‘j—— = ix L= kx, qual
(b) a':l'(e )=e¢ dx(h)—kt’ v, qual
(v) ﬁ(e'*l =-e PERIES
d oy = b A (25 -
(d) dx (e")=¢ dr (x°) = 2xe F \
(e) i gt = gttt . dix (senx) = €*"+ cos x i = en

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Variacio Exponencial

Em muitos casos na ciéncia, algumas quantidades positivas aumentam ou
diminuem a taxas que, em um dado instante 1, s3o proporcionais a quantidade
no instante 7. Na Se¢do 5.4, mostramos que nesses casos a quantidade pode ser

representada por uma equagio na forma y = ye*', onde y, é a quantidade no
instante 1 = 0.

A eqllagﬂu

y = ypet! 4]
' € chamada de lei da variagdio exponencial.

Exemplo 2 Prevendo 2 Incidéncia de uma Doenca

Um modelo para 0 modo como as doengas se espalham considera que a taxa
a qual o nimero y de pessoas infectadas varia é proporcional ao proprio y.
Quanto maior 0 nimero de pessoas infectadas, mais rdpido a doenga vai se
espalhar. Quanto menor o nimero de infectados, mais lentamente a doenga
se espalha. Se y, € o niimero de pessoas infectadas no instante r = 0, entio o
nimero de pessoas infectadas num futuro préximo sera de aproximada-
mente

y = _'F'D-‘_'h.

Usaremos essa equac¢do para responder a perguntas sobre o curso de
uma determinada doenga. Especificamente, suponha que um programa
mundial de erradicag¢do esteja reduzindo o nimero v de casos a uma taxa de
20% ao ano. Hoje ha 10.000 casos confirmados e queremos saber quantos
anos serdo necessirios para reduzir esse nimero a 1.000,

Solugao
Comegando com a equagio y = y,e*’, precisamos encontrar trés coisas:

1. o valor de y,
2. o valor de k
3. o valor de rquando y = 1.000.

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas

12



O valor de y,

Se comegarmos a contar o tempo hoje, entio ¥y = 10.000 quando
1 =0, portanto y, = 10.000. Entdo, nossa equagio ¢

v = 10,000 e**, (5)

O valor de k

A informagio disponivel nos diz que quando r = 1 (isto ¢, quando um ano se pas-
sou) o nimero de casos serd 80% do valor presente, ou 8.000. Consegiientemente,

i CUURIGAD (5] guando |
lﬂ.w eu'l) = sw) t-.i b i

4 (HM)

=08
In f‘ = |n “.H Loganmimo dos dors membros
k = _U.zz i'\’-l"'||:'.!l|'\" (o ealenkadon i

O valor de r quando y = 1.000

Obtemos o valor de t resolvendo a seguinte equagio:

Inme b22r 1.000 “ (5) quando &
\ 1.0WN)
0
e 0% =0
Ine ™ = In 0,1 1 ogarimo dos dois membros
-(0,22t=-23
t = 105.

O mimero de casos serd reduzido dos 10.000 iniciais para 1.000 em aproxi-
madamente 10,5 anos.

Derivada de a*
E as fungdes exponenciais com base diferente de ¢? Vamos considerar que essa
base é positiva e diferente de | (pois nimeros negativos para poténcias reais ar-
bitrdrias nem sempre sao mimeros reais) e y = 1* é uma fungio constante,

Sea > 0ea # |, podemos escrever a* em termos de ¢*, A férmula para
fazer isso é

ﬂj = E.:|'|n.'|

revisada no Capitulo “Preliminares”, Se¢fio 4. Podemos encontrar a derivada de
a* usando a Regra da Cadeia.

i |=i xhha _ .tln«,f_" = pilna. = g
ol Mt e x (xIna) =e Ina=a*lna.

Se u for uma fungio derivdvel de x, entio teremos a regra a seguir.

Paraa >0ea # 1,

o i o at G
ﬂ,x(ai alnndx.

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Derivada de In x

Agora que conhecemos a derivada de e, é relativamente fécil encontrar a de-
rivada de sua fun¢do inversa, In x.

y=Inx
e =x Relagio da fungio inversa
;_I {E"] = % (x) Derivagdo implicita
dy
Yy — =
€ 1
a@_1_1
dx ¢ X

Se u for uma fungao derivavel de x e u > 0,

dxln u_“d,t'

Derivada de log, x

Para encontrar a derivada de log, x com uma base arbitrdria (@ = 0, @ ¥ 1). usa
remos a formula para mudanga de basc dos logaritmos (estudada no Capitulo
“Preliminares”, Segio 4) para expressar log, x em termos de logaritmos natu-
rais, COmo se segue:

[.

_In
Iogp.x n

o |

(O restante ¢ facil:

d d fInx
al(&gﬂx—ﬁ(m)
_ 1 .d
Ina dx
_ 1.1
Ina *
_
~xlna’

In x Pois a ¢ oma constante

Entdo, se v € uma fun¢ao derivivel de x e u > (), a formula é como se segue.

. Paraga>0eqa # 1, ‘

P |
dxlog,,u ulnadx’
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Exemplo 5 O Longo Caminho com a Regra da Cadeia

Determine dy/dx se y = log, a*" .

Solugao  Trabalhando cuidadosamente de fora para dentro, aplicamos .
Regra da Cadeia para obter:

d 1
£ log a*"*)y = — a*" log o, w
dﬁ.‘{ Ea )= a™ Ina dxt )
I WEA T d
= e s *""Ing * ——(s€nX) . w=sen
a™Ina dJ.'( )
(1] [
a“*Ina
= —wnre - COSX
a“""Ina
= 05 X.

No Exemplo 5, poderiamos ter poupado muito trabalho se tivéssemos
percebido no inicio que log, a*"*, sendo composta de fungdes inversas, é igual a
sen x. Sempre que possivel, é aconselhdvel simplificar fun¢des antes de deriva-
las. Por outro lado, é confortador saber que todas essas regras realmente fun-
cionam se aplicadas corretamente.

Regra de Derivacdo para Poténcias Reais Arbitrdrias
Agora cstamos prontos para provar a Regra de Derivagio de Poténcias em sua
forma final. Se x > 0, podemos escrever qualquer poténcia real de x como uma
poténcia de e, especificamente
X = Enlu ¥
[sso nos permite derivar x* para qualquer niimero real n, como se segue:
d n d , ninx
dx (x") dx{ )
=e”|ﬂ'-£|‘:n]nx} e, = nlnax

dx

alnx N

A Regra da Cadeia amplia esse resultado para a forma final da Regra de Derivagio
de Poténcias.

Regra 8 Regra da Potenciagdo para Poténcias Arbitrarias Reais
Se u € uma fungiio positiva derivdvel de xen & qua]quer nimero real, entiio

" ¢ uma fungdo derivivel de x e
d SN n—1 du
Rl . AR M
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Exemplo 6  Usando a Regra de Derivagdo de Poténcias com Toda

a sua Poténcia

v,

(a) Sey=x"?, entio

ay _
dr

(b) Se v = (2 + sen 3x)", entdo

V2 VI-n,

Ed} (2 + sen3x)" = (2 + sen 3x)" '(cos3x)+ 3

= 3w(2 + sen3x0)" '(cos 3x).

Exemplo 8 Derivacio Logaritmica

Determine dv/dxparay = x*, x > 0,

Solucdo y=x"
ln"ipz !n_t‘l Ling 1t dos diois 1
Iny=xInx Propriedade dos logaritms

o o
— ) = = » Dearvacio implhicil
e (Iny) g (x Inx)
1dy _ . |
TE =]l*Inx+x =
dy ]
— 1l -
dx Ly )
dy D
o x*(Inx

Exercicio 3
Determine dy/dx nos casos abaixo:

T el
y=gN
y o= E':.H

y = x%e® — xe*

y = In(x?)
y=In(l/x)

y=In(x+2)

Célculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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Exercicios de Fixacdo

Derivadas de Fungoes

Encontre as derivadas das fun¢oes nos exercicios 1-42.
L y=ux'=0,125x* + 0.25x

2y=x'-3x+w)

dy=x +VTI_#+I

4 y=(r—5H4-x"
5. y=(8 +sec @+ 1)

5..5:_\”_ 7 = _I
1 + Vr Vi—1
= ; - 3 S A
8 y=2tg'x — sec’x 9.}'—-“=‘ 55
_ _ 8 o 2
10. 5 = cos* (1 = 2n) 11. :—m’(;)
12. s = (sect + g () 1. r=V2send
4. r=sen(f+ VE + 1) 15. ,\r=%r'm-u:§
16 y = x " gac (2x)?2 17. y=Scmgx®
— L e
18. y = x* sen® (2¢* 5 —_—
v = x° sen ) 19 :*(141)
Vi } ; -
2.._v=(l+r) 2. y=&aVx+\x
2 ,-(_s0e ¥ 23. y=200x- 4" 47"
cos B — |
3
M. yv=
T (3¢ + sen2n?
ek gy Loy FPRRRY e
28, i 16°¢ 26. y=1x'e
27. v = In(sen’ 8) 28 y = log, (x*/2)
¥ v= MIx =T 3., y=8—
M.y = St 3 y=VarVi
A=+ 2p2 M. y=2nx)"

M y=acseaVl-u' 0<u<l
36. vy = Imarc cos x

x. 1'=;utcusz-\rl—z:

!._\-=ll\':lgl-%lnl
M.y=00+r)accotg 2
40. y=zarcsecz - Vi =1, z>1

d4l. y=arccosec(sec B, 0< @< w2
Respostas disponiveis no livro texto.
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Livro texto:

{.f&.i_tl..:t.%il Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo,

N & Vol. 1, Editora Pearson, Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Sdo Paulo.

& |

ER

Estudar os exercicios resolvidos sobre derivadas nos endereco eletronicos abaixo:

http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/index.html

http://fisica.uems.br/arquivos/calclnot/derivada complemento.pdf
http://www1l.univap.br/~spilling

Calculo Diferencial e Integral I: Derivadas
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=

