Célouto Diferenciale Integral 1 [ ff\Ikyp

Prof. Dr. Sergio Pilling e a0 Joss dos Campon - P

Parte 2 - Derivadas (continuacéo)
Derivadas de funcdes trigonométricas. Regra da cadeia.

1) Derivadas de funcdes trigonométricas (ex. sen X, €os X)

Muitos dos fendmenos sobre 0s quais desejamos informagdes sdo periddicos
(campos eletromagnéticos, ritmo cardfaco, marés, tempo). Em célculo avan¢ado
hd& um teorema surpreendente ¢ muito interessanic que afirma que as fungbes
periodicas, gue provavelmente usaremos na modelagem matemitica, podem ser
expressas em fungio de seno e cosseno, Entao, as derivadas das fungdes desem-
penham um papel fundamental na descricio de mudancas periddicas. Esta
se¢do mostra como derivar as seis fungdes rigonométricas bdsicas

Derivada da Funcao Seno

Para calcular a derivada de v = sen x, combinamos os limites do Exemplo 10(a)
¢ 0 Teorema 6 da Segdo 1.2 com a identidade da soma do dngulo:

senixr + h) = senxcos h + cos xsen h. (1)
Temos
dy senix + h) — senx
— = lig ———— =
dx b h
i (sen xcos h + cosx sen h) — sen x
P I s

., senx(cosh—1)+cosxsenh
lim
A=) h

i
= hm (M:ll I FM-—I) + lim [cos x + ‘“:;: h)

fr—) h =0 |

.. cosh—1 - sen f
=senx * lim ———— + cos x * lim =22
h—s] h =0 h

=senx*0+cosx-| Faemp Nab e Teo
= COS I, '

A derivada da fungao seno € a funciio cosseno.

4q {sen x) = cos x

dx
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Exemplo 1 Derivadas Envolvendo Seno

(a) _v=.t3- sen x:

dy
‘ﬁ = 2x — if (sen x) Regra da Diferenga
=2x—posx
- SCn X
(b) y=—,

dy x-l%(sen,t)—sen.r-l
= Regra do Quocienie
dx © Ry

_ XCOosX —senx

o

Derivada da Funcdo Cosseno

Com a ajuda da férmula da soma do dngulo,

cos(x+ h)=cosxcosh —senxsenh, (2)
1emos
i{ms.t} = lim ¢os (x + i) — cos x Detimngio de dervad::
cfx ] h
., lcosxcosh —senxsenh)— cosx )
= him Equagio ()
h—D h
. cosx(cosh—1)—senxsenh
= lim
s h
= lim cnsx*m*—lﬂn senx*‘“"h
h—sD) h e} h
. cosh—1 :
=cosx*lim —————senx'lim -Sc—"—'i
h—el} h =0 N1
=cosx*0—senx- 1 Fxemplo 10(:)
= —senx. Teorema b da Secio

A derivada da fung¢@o cosseno é a oposta da fungio seno.

d i
E[msx]— sen x
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Y=0oos X

FiGura 2.25 Curvay' = —senxeo
grifico dos coeficientes angulares das
tangentes d curva y = cos X,

Exemplo 2  Revendo as Regras da Derivada

(a) v = sen x cos x:

d B 2vedut
-‘ﬁ = _qcn_[-i(cns I]l + cos x ;fd_'_‘r{m"_r) Regra do Produt

= sén x (—sen x) + cos x (cos x)
= cos’ x — sen” x.

(b) y = —CO8% .

I -3z
B d d
dy (1 scnxiatcusxj - cns.rai_l — sen x) R:gr.._un
d_x = [I = x}} Ouocicnic
_ (I — senx)(—senx) — cos x (0 — cos x)
(1 — senx)?
. 1 —=senx
{I = SEI].I’}: 500~ .F + €05~ &
_ 1
| —=3enE
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Movimento Harmonico Simples

0 movimento de um corpo oscilando liviemente para cima e para baixo na
ponta de uma mola ou corda eldstica é um exemplo de movimento harmonico
simples. O proximo exemplo descreve um caso em que nio hé forgas opostas
cOmMo atrito ou empuxo para retardar o movimento.

Exemplo 3  Movimento em uma Mola

Um corpo suspenso em uma mola (Figura 2.26) ¢ deslocado em cinco
unidades da posigdo de repouso e solto, no instante ¢ = 0, para oscilar para

cima e para baixo. Sua posi¢io em qualquer instante r ¢
§=3cosl
Quais sdo sua velocidade e aceleracdo no instante 1?7

Solugio  Temos

Posigio: s=5cost
1 . = é — -E-f.- = -
Velocidade: e (5cosr) 5 sen ¢
1 — @ = i — —
Aceleracio: a="— i (—Ssenr) Scost.

Veja o que podemos aprender com essas equagoes:

1. Com o passar do tempo, o peso se desloca para cima e para baixo entre

Z.

§= =5es = 5noeixo 5. A amplitude do movimento € 5. O periodo do
movimento é 277

A velocidade v = —35 sen r atinge sua maior magnitde, 5, quando
cos 1 = 0, como mostram os grificos da Figura 2.27. Portanto, a veloci-
dade do peso, |[v| = 5 [sen t|, ¢ méxima quando cos t = (), ou seja,
quando s = 0 (posi¢io de repouso). A velocidade do peso é zero quando
sen 1 = 0. Isso ocorre quando 5 = 5 cos 7 = *5, nas extremidades do in-
tervalo do movimento.

O valor da aceleragio ¢ sempre o oposto do valor da posi¢io. Quando o
peso estd acima da posigdo de repouso, a gravidade o puxa para baixo;
quando o peso estd abaixo, a mola o puxa para cima.

A aceleragio, a = -5 cos 1, € zero somente na posigio de repouso, onde
cos t = 0 e a for¢a da gravidade anula a forga da mola. Quando o peso
estd em qualquer outro lugar, as duas forgas sdio desiguais e a aceleracio
¢ diferente de zero. A aceleragio é mdxima em magnitude nos pontos
mais distantes da posi¢io de repouso, onde cos r = £1.

Caélculo Diferencial e Integral I: Limites

B

Wb
AWAAAAAAAARA
NS

&

3
a

|5 Pusigioem
t=0

Posigio
de repouso

0

Ficura 2.27 Grificos de posigiao
¢ velocidade do corpo



Derivadas de Outras Funcoes Trigonométricas Basicas
Como sen x e cos x sdo fungdes derivdveis de x, as fungdes relacionadas

_senx

‘8X = Cosx
_COS X
cotg X = oo
secx = ——
X = Tosx

cosec x FI'*

sdo derivdveis para qualquer valor de x nos quais elas sdo definidas. Suas de-
rivadas, calculadas pela Regra do Quociente, sdo dadas pelas férmulas a seguir

d PO S
i (tg x) = sec” x

d = U — ] i
¥ 7 (SeC x) = sec x 1g x
i (cotg x) = —cosec” x
dx c

1% (cosec x) = —cosec x colg x

Exemplo 5  Derivadas da Funcio Tangente
Encontre ditg x)/dx,

Solucao

il eyl
4 (1gx) = i( senx) _ %7 gD~ 2o ¥ gy (508 Regraco
dx dx .LULI e el

COS X COS X — sen x (=sen 1)

CDEE X

cos’ x + sen” x
Cos® x

1 2
= —— =sec’ x
cos? x
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Exemplo 6  Segunda Derivada de uma Funcio Trigonométrica

Determine y" se v = sec x,

Solugao
Y= Secx
] Derivada da secante (ver regra)
y =secxtgx
' o= d SeC X tg X
¥ dx { gx)
d il Regra do Produto
=secxr—(lgx) +1gx—(secx '
dx (8% T 18X g (secx)
= sec x (sec” x) + tg x (sec x tg x)
= sec’ x + HECIIE,: X
Exercicio 1
Determine a derivada das funcdes abaixo:
3
Loy==10r=+3cosy 2. y=_+5senx
3 y=cosecx —4Vx+7 4._\'=,r:1:ﬂlg.l—‘]':
E
5. y = _COSX
| + sen x
6. = COBX . X
y - * COs X

2) A regra da cadeia

Como veremos nas aulas seguintes  vérias aplicagbes do calculo na engenhana
envolvem a busca de uma fungdio com alguma derivada. As vezes identificamos
este tipo de fungdio imediatamente. Por exemplo, sabemos que cos x € a derivada
de sen x ou que 2x é a derivada de x* e que a soma cos x + 2x € a derivada de sen
x + x% Mas ¢ se utilizarmos o produte de duas derivadas em vez da soma’
Sabemos que o resultado nio vem do produto das fungdes derivadas porque a
derivada de seus produtos niio é o produto de suas derivadas.

Entio de onde vem o produto de derivadas? A resposta estd em uma regra
para derivagio de fungdes compostas, chamada Regra da Cadeia. Esta se¢do
descreverd essa regra, mostrando como usd-la,
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Derivada de uma Fungao Composta
Comegaremos com exemplos.

Exemplo 1 Relacionando Derivadas

A fungio y = 6x - 10 = 2(3x -5) € a fung@o composta de y = 2ue u = 3x—
5. Como as derivadas dessas fungdes se relacionam’?

Solugio  Temos

dy dy
dx du dx
Uma vez que 6 = 2 - 3, observamos que
dy _dy du
dx  du dx’
Seria coincidéncia que
d—'v = g_‘r‘ i @ 7
dx du dx’
Se pensarmos em derivada como taxa de variagiio, a intuicdo nos leva a ver C:ygira  Brugia A: v gira
que essa relagdo € razodvel. Se y = f(u) muda duas vezes mais ripido que 1 - ¢4 2.28 Quando a engrenagem A faz
eu= gl mu‘da trés vezes mais ripido que ¥, esperamos que y mude seis zom que x gire, a B faz u girare a C faz
vezes mais ripido que x. Esse efeito ¢ bem parccido com engrenagens miilti- .y que y gire. Comparando
plas de trem (Figura 2.28). ~~-unferfneias ou contando os dentes,

- lamos que ¥ = #/2 e u = 3x, entdo
Y= 3x/2. Assim, dv/du = 112, duldx = 3
€ . dv = 3/2 = (dyldu)duldx).

Exemplo 2  Relacionando Derivadas
A fungio
y=0r+6x"+1 =32+ 1)

¢ a fungdo composta de y = u’ e u = 3x’ + 1. Calculando as derivadas, ob-

Servamos que
dy du
o d——ZH'ﬁx
=2(3—‘J+ ”'ﬁ-\' H=3i-+1
=36x + 12
e
ﬂ‘—“'!:'f-t'.f!.v:‘"+f:r;vcz-I—I]|=302'uc3+]2,t
dx dx '
Mais uma vez,
ﬁl@_d_y
du dx dx’
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A derivada de uma fungdo composta f(g(x}) em x ¢ a derivada de fem g(x)
multiplicada pela derivada de g em x. Essa observagio é conhecida como Regra
da Cadera (Figura 2.29),

Fung@o composta [« ¢

A taxa de variagio em’
& fg(x)) - g'x).

¥ oy -
/~Kiaxade variaghd~ " A taxade variagio "
el emxé gix) ___a”  emg(x)é flgl)). b
X u = gix) y = flu) = figix))

FIGURA 2.29 Taxas de variagio miiltiplas: a derivada de fo g em x € a derivada
de fno ponto g(x) multiplicada pela derivada de g no ponto x.

Teorema 3 A Regra da Cadeia
5S¢ f(u) € denivavel no ponto u = g(x) e g(x) é derivdvel em x, entio a
fun¢io composta (f = g)(x) = f(g(x)) é derivivel em x e

(fo8)'(x) = f"(g(x)) * g'(x). (1)
Na notagiio de Leibniz, se y = f(u) e 1 = g(x), entdo
dy _dy du
dv. . dx' ()

onde dy/du € calculada em u = g(x).

Prova intuitiva da regra da cadeia pode ser visto no livro texto pg 181 (10Ed.) ou 189 (11Ed.) !

Exemplo 3 Aplicando a Regra da Cadeia

Um objeto se desloca ao longo do eixo x de modo que em qualquer instante

t = 0 sua posigio seja dada pela equagio x(1) = cos (2 + 1). Defermine a ve-
locidade do objeto em fungio de 1,

Solugio  Sabemos que a velocidade é dv/di. Neste exemplo, x é uma
fungdo composta: x = cos (W) e uw = 12 + 1. Temos

d*—“ = =sen (u) : % (1)
du _
de .
Pela Regra da Cadeia,
' dx _ dx , du
drt  du dr
= —sen (u) - 2¢

—sen (' + 1)+
= —=2tsen (P + 1).
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Regra do Fxterno-Interno

As vezes, é mais ficil notar a Regra da Cadeia da seguinte maneira: se
v = f{g(x)), entdo

dy ) )
dx -f {3{1]} ' I:I.I). (3)

dea..lzindq em palavras, derive a fungiio ‘externa’ £, calcule-a na fungido ‘in-
terna’ g(x) isolada, multiplicando-a depois pela derivada da “f ungdo interna’,

Exemplo 4 Derivando de Fora para Dentro

Derive sen (x* + x) em relagiio a x.

Solucdo
d ) s
d—ISf:IHA' + 1) = cos (r +X)(x+ 1)
AT iagiel - Ny
dentro dentro denvida do
como estd de dentro

Exemplo 5  A'Cadeia’ de Trés Elos

Encontre a derivada de g(f) = tg (5 — sen 21).

Solugao  Veja que nesse caso a tangente € uma fungdo de 5 — sen 24, en-
guanto o seno € uma fungdo de 21. que € fungdo de r. Portanto, pela Regra da

Cadeia,

g'w= ;—i(tg (5 — sen 21))

= sec? (5 — sen 2f) - 4 (5 — sen 21) Derivadii de 1g 1
dt com = 5=sen M

Denvadade 5 — senwn
¥y

= gec” (5 — sen 21) * (0 — cos 21 -;—’;{zm

cOm
= sec? (5 — sen 2) +{—cos2) + 2

= —2 (cos 2t) sec’* (5 — sen 2r).
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Exemplo:
Derretendo Cubos de Gelo

O Estado da Califémia tem perfodos de muita seca e sempre se esta buscando
novas fontes de dgua. Uma das propostas é rebocar icebergs das aguas polares
para locais proximos das praias do sul da Califérnia, onde o derretimento do
gelo geraria dgua doce. Para uma primeira andlise dessa proposta, devemos
imaginar o iceberg como um grande cubo (ou outra forma sélida regular, como
um paralelepipedo ou uma pirimide).

Exemplo 10 O Derretimento de um Cubo de Gelo

Quanto tempo um cubo de gelo leva para derreter?

Solugao  Comegaremos com um modelo matematico. Consideraremos que
0 cubo mantenha a forma ciibica enquanto derrete. Se chamarmos o compri-
mento da aresta de s, seu volume serd V = §' e a drea da superficie, 65°. Con-
sideraremos que V ¢ 5 sdo fungdes deriviveis do tempo ! e que o volume do
cubo diminui com taxa proporcional a sua drea da superficie. A dltima su-
posi¢ao parece razodvel se lembrarmos que o derretimento ocorre na superfi-
cie: mudando-se a drea da superficie muda-se a quantidade de gelo exposta
ao derretimento. Em termos mateméticos,

dV 2

-Jf_ = —k(Bs5"), k>0

O sinal negativo indica que o volume esta diminuindo. Consideraremos que
o fator de proporcionalidade k ¢ constante. Provavelmente depende de
virios fatores, como por exemplo temperatura e umidade relativa do ar, pre-
senga ou auséncia de luz solar ete,

Por fim, precisamos de pelo menos mais uma informagdo: quanto tempo
leva para uma porcentagem especifica do gelo derreter? Ndo temos nada para
nos orientar, a menos que fagamos algumas observagoes, mas podemos con-
siderar um conjunto especifico de condiges nas quais o cubo perde 1/4 de
seu volume durante a primeira hora. (Vocé pode usar letras no lugar de
nimeros especificos, digamos n% em r horas. Entiio, sua resposta serd em ter-
mos de n e r) Agora, matematicamente temos o problema a seguir.

Dados: V=g! e ‘%’ = —k(65°)

V=W quando =0
V =1(3/4)V, quando t=1h

Calculo Diferencial e Integral I: Limites
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Exercicios:

Encontre: O valor de r quando V = 0.

Aplicamos a Regra da Cadeia para derivar V = s* em relagio a 1:
dV _ 5 o ds
&=

Igualamos essa derivada a taxa dada, —k(652), para obter

38 _ _ 02
3s a’: bks

65 o —9
4 2k.

O tamanho da aresta estd diminuindo a uma taxa constante de 2k unidades
por hora. Logo, se o comprimento inicial da aresta do cubo é s, depois de
uma hora seu comprimento serd s, = s, — 24. Essa equagfio afirma que

2k=3ﬂ_-$|.

O tempo de derretimento € o valor de f que faz com que 2kt = s,. Con-
seqiientemente,

I = .‘.FE = . == I
derre| Ek .Ti} = 3] 1 — {Sp"lsn } i

N

3 173
e ) o
0 {"E_IHJ 4

= ————==1]1]h,

fbenee = T 091

Se¢ 1/4 do cubo de gela derrete em 1 h, o resto leva aproximadamente mais
10 h para derreter.

mas

Portanto,

E claro que ainda hd perguntas a responder como: quanto gelo se perderd

no caminho? E quanto tempo levard para transformar o gelo em dgua utilizdve?
Se estivermos realmente interessados em acompanhar o problema até o fim, o
Proximo passo serd testar o modelo fazendo experimentos e depois aperfeigoa-
lo com base no que aprendemos.

Nos exercicios 1-6. dados y = f(u) e u = g(x), determine dyldx =

Tlelxng'(x).

6u—9, u=(1/2)x* 2. y=2" u=8-1

senu, M=3x+1 4. y=cosu, u=senx

1.
3.

el

y

t2u, w=10x—S5 6. y=—secu. u=x*+7x

Calculo Diferencial e Integral I: Limites
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Poténcias Racionais de Funcdes Derivaveis
Sabemos que a regra

R B ﬂ‘_l"-l

dx’

¢ vilida quando n € um inteiro. Com a derivagio implicita, podemos mostrar
que ela € vilida quando n € qualquer mimero racional.

Teorema 4 Regra de Derivagdo para Poténcias Racionais

Se n € um numero racional, entdo x" ¢ derivavel em qualquer ponto
interior do dominiode x* ~'e

= nx*!, (1)

A prova do teorema a 4 pode ser visto no livro texto na pg. 194 (10Ed) ou pag. 207 (11Ed)

Exemplo 5  Usando a Regra de Derivagdo para Poténcias Racionas
d

|
L 12 —
dx

21 x

[P . 2y - |
(a) e (Vx)= )= 3x
Observe que Vx é definida em x = 0, mas 1/ (2Vx) nio.
By o 21y 2
(b) = () 3 x )= 3&'1}5
A fungao original ¢ defimda para todos os niimeros reais, mas a derivada é in-
definida em x = (). Seu grifico tem um ponto cuspidal em x = 0 (Figura 2.41).

iy
-

| | | | N
3 =g ! > .

(Geradoe peio Mathematica)

WRA 2.41 O grificode y = x*” tem um
ponto cuspidal em x = 0 (Exemplo 5).
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Exemplo 6  Usando as Regras da Poténcia Racional e da Cadeia

Binean A di we
Py def i g 1.}

—5 WL X

d e N o () coma =1 —xle
(@) a{] — %) _1“_‘— b (=2x) n=1/
-
EH—TTIE}JH
dernvada definido somente emi—1, |
(h) L%_{cus X)) = —é[cnﬁ )T d—‘i (cos x)

1 ~
= —— (cos x) 7% (—sen x)

5

(sen x){cos x) a3

Ly | —

Exercicios Propostos:

1 Determine d v/dx nos exercicios

L y=x™ 2 y=V2r
Ly=TVy+6 4. ¥y = (1 = 6x)*
S v=xx*+ 1" 6. v =x(x2+ 1)

2 Determine a primeira derivada das fungdes dos exercicios

7. s = V12 B. r=V48"
9. y = sen((2r + 52 10 f(x) = V1 — /%
1. glx) = 2(2x" V2 + |)" 13 12. A(®) = V1 + cos (20)

3 Use a derivagiio implicita para determinar dvidx nos exercicios
B ry+xy’=6 14 2y +y*=x+y

5 -

| 1 3 "
B.x—xy+y =1 16 x(x —y)* = x*— y°
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Livro texto:

Thomas G. B., Finney R. L., Weir M. D., Giordano F. R., Célculo,
Vol. 1, Editora Pearson, Ed. 10 ou 11 — Addison Wesley, Séo Paulo.

Links sobre regra da cadeia na Internet:
http://pt.wikipedia.org/wiki/Regra da cadeia
http://www.mat.ufmag.br/~tcunha/cadeia.pdf

Estudar os exercicios resolvidos sobre derivadas nos endereco eletrénicos abaixo:

http://www.mtm.ufsc.br/~azeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://fisica.uems.br/arguivos/calclnot/derivada complemento.pdf
http://www1l.univap.br/~spilling
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http://www.pearson.com.br/livro.asp?isbn=9788588639317&cod_campanha=
http://pt.wikipedia.org/wiki/Regra_da_cadeia
http://www.mat.ufmg.br/%7Etcunha/cadeia.pdf
http://www.mtm.ufsc.br/%7Eazeredo/calculos/Acalculo/index.html
http://fisica.uems.br/arquivos/calc1not/derivada_complemento.pdf
http://www1.univap.br/%7Espilling

